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JOURNAL 

DE    L'ÉCOLE    ROYALE 

POLYTECHNIQUE. 


MEMOIRE 

Contenant  l'Application  de  la  Ihéorie  exposée  dans  le  XVII. *  Collier  du 
Journal  de  l'École  polytechnique ,  à  l'Intégration  des  Équations  aux 
Différentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  ; 

Par  m.  ampère. 


§.  I." 
Application  au  premieh  Ordre. 

l_j'iNTÉGRALE  des  ^quations  aux  dîfFc'rentielles  partielles  du  premier 
ordre  ne  contenant  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  H  est  inutile  d'exa- 
miner en  particulier  le  cas  où  cette  fonction  est  composée  d'une  seule 
de  ces  deux  variables,  *  ou_y,  puisque,  si  cela  arrivait,  la  dérivée  de 
2  relative  à  cette  variable  manquant  nécessairement  dans  l'équation 
XVIII.'  Cahier.  A 


-     •     • 
•      •      • 
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•  *  * 

^biyn'ée  cTapris  ce  qui  a  été  dit  dans  le  $•  IH,  on  n'aurait  qu'à  intégrer 

.•/**'ièette  équation  comme  w  elle  était  aux  différentielles  ordinaires  entre 

•  **«  * 

'**]e8  deux  autres  variables»  et  remplacer  la  constante  arbitraire  par  une 

fonction  arbitraire   de  la  variable   considérée   comme   constante  dans 

cette  intégration.  Il  ne  reste  donc  que  deux  cas  à  examiner  :  celui  où 

les  dérivées  p,  ^,  sont  hétérogènes  à  l'intégrale,  et  celui  où  elles  lui 

sont  homogènes. 

On   reconnaîtra  le  premier  cas  en  formant  les  équations  Pz=o, 

J  y 

Q=:o ,  Rzzio ,  &c. ,  en  tirant  la  valeur  de     /  >  -    de  i'une  d'elles ,  et 

a  X  (  A 

en  substituant  dans  toutes  les  autres,  pour  voir  si  cette  substitution  les 
rend  identiques  à  la  proposée.  Lorsque  cela  arrive,  on  a  deux  valeurs 

de   -^^       ,  égales  entre  elles  en  vertu  de  cette  équation. 

Ces  valeurs  étant  données  par  les  équations  Pz=:jo^  0=^0,  R=io , 

&c.,  qui  ne  peuvent  contenir  que  x,  y,  i,  -  / .  '  »     .^  .      ,     avant 

que  j^^^  y  ait  été  remplacé  pài*  P^^  "d^xVa*  ^^  ^^*™  ^^^  équa- 
tions entre  ces  cinq  quantités,  qu'on  pourra  considérer  comme  aux 
différenlielles  ordinaires  entre  les  trois  variables  x,y,  i,  pourvu  que, 
dans  le  système  de  deux  équations  avec  deux  constantes  arbitraires, 
qui  en  représente  l'intégrale,  on  remplace  ces  deux  constantes,  Tune 
par  et,  et  l'autre  par  cj)  et.  Ainsi  écrit,  ce  système  sera  l'intégrale  com- 
plète de  l'équation  proposée. 

Si  Ton  représente  ces  deux  équations  par  V^nzo  et  par  V'zzzo , 
et  V*  étant  des  fonctions  àe  x,  y ,  i,  tt^  ^  a^f  tl  qu'on  suppose 


4V::^H  dx^JCdy^Ldl^MdfiL'^N^<P, 

JVzs^H'd^^lTdy'^L'di^MUit^r^N'd^^, 
»  en  différenciant  ces  quatre  équations. 


d'où  Ton  tire 
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tt-^Lp  ^ïTTj        H'-^-L'p 


dy(x 

c'est-à-dire 

d'où  il  reste  à  éliminer  et  et  <p  et  au  moyen  deâ  deux  équations  Vzzzo 
et  K=:  o  :  les  vkleur&  dé  it  6t  de  9  et  données  pict  ces  équations  ne  poU^ 
vant  contenir  que  x,  y,  i,  on  aura  pour  chacune  de  ces  valeurs  une 
équation  de  la  forme  P p-^  Q  ^  -^  Rzzzo,  oùpet  ^  n'entreront 
quau  premier  degré;  et f équation  donnée»  supposée  délivrée  de  fractions 
et  dé  radicaux  »  Sera  le  prodiiit  de  toutes  ces  équations.  Les  valeurs 
de  p  tt  de  q  nt  peuvent  donc  être  hétérogènes  à  l'intégrale  qu'autant 
que  l'équation  doilnéé  es<  décomposable  en  facteurs  de  cette  forme  ; 
mais  on  n'a  aucurt  moyen  général  de  faife  cette  décomposition  »  dès  que 
l'équation  algébrique  qu'il  faudrait  résoudre  pour  cela  est  d'un  degré 
plus  élevé  que  le  quatrième  ;  et  cependant  la  méthode  qu'on  donne 
ordinairement  suppose  cette  décomposition.  Celle  que  je  viens  d^exposer 
n'a  pas  le  même  inconvénient ,  puisqu'un  calcul  de  simple  élimination 
fait  connaître  si  les  valeurs  dep  tide  q  sont  hétérogènes  à  l'intégrale,  et 
donne  en  même  temps  les  deux  équations  aux  dif&érentielles  ordinaires 
délivrées  de  fractions  et  de  radicaux  ;  éqiiltftnds  qu'on  pottrra,  ie  pjal 
souvent»  intégrer  sans  les  résoudre»  soit  par  la  différenciation»  ^oit  par 
d'autres  moyens. 

A  X 
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II  est  à  remarquer  que  les  solutions  particulières  de  ces  équations 
donneront  des  solutions  particulières  de  Téquatîon  qu'on  se  propose 
d^întégrer  :  le  moyen  le  plus  simple  pour  distinguer  ces  solutions  des 
intégrales  particulières  de  l'équation,  lorsque  ion  connaît  l'intégrale 
générale,  consistée  tirer  de  l'équation  ainsi  obtenue  et  de  l'intégrale 

d  A  d  p  A       "" 

générale  les  valeurs  de — ^    -^    et  de  —,  ^    -^    .    Si     ces   valeurs    sont 

*^  d  A  d  ç  et 

d  y  (  X  d  y  (  X 

égales ,  on  n*aura  qu'une  intégrale  particulière  \  si  elles  ne  le  sont  pas  ^ 
<p  et  ne  sera  plus  dans  ce  cas  une  fonction  de  et,  et  l'équation  trouvée 
sera  une  solution  particulière.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

Comme  elle  n'est  que  du  second  degré  relativement  à  /?  et  à.  ^  ^ 
et  qu'on  peut  fa  décomposer,  en  la  résolvant  par  rapport  à  ,  en 

deux  facteurs  de  fa  forme 


P  p  -{-Qq  -\-.R=:o, 

H  suffirait  d'intégrer  un  de  ces  facteurs  et  4e^' le- délivrer  de  radicaux 
pour  avoir  l'intégrale  cherchée.  Maison  pourra  la  trouver,  sans  résoudre 
i'équation  donnée,  de  la  manière  suivante.  La  substitution  des  valeurs 
de/  et  de  q  donne,  après  qu'on   a   égalé   à   zéro  les  coefficiens  de 

chaque  puissance  de  ■^— ^  ,  ces  trors  équations  r 

d  tt  (  X 
^     d  X  (a.  *  \  d  X  (  A  ]  d  X  ( »  ' 

f-dxCo.         <'d.x  r»    ^^^^^^   di/»    d  X  (a    ^^*  dx  (»  ^y—    ' 
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qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

î(477r-+-')-''(77rr-<-')'--'=°' 

d  y  I  d  y 


?T7^"+-^bT7T)'-»-^  =  ^' 


En  retranchant  la  première  de  la  somme  des  deux  autres,  on  a 


X 


\dx(cL^'^     dx(a     "^     J      ' 


qui  ne  peut  être  satisfaite  qu'autant  que 


01    , 


d  X  (  a  d  X  (  A 

on  en  tire 

d  X  (a  ^  -4-   I    ' 

et,  par  conséquent, 

,  ... 

d  z  d  y  /7  -4-  I 

ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  [A],  les  rendent  toutes  trois 
identiques  à  la  proposée  :  il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer 

d  y  t      ^  Z 


■*— 


d  X  ( a  d  X  (a 

et         -  '       • 

d  y  ,         ['d  y      -  \  %     .        ^        • 

^    d  X  (a       ^  \d  X  (a  I         •    -^ 

d  y 
En  différenciant  la  seconde  équation,  après  l'avoir  divisée  par-  ^^  . 

on  obtient 

d-y 
^J^—^^AZ ^\.ALy_^  i  ^  ^dTÛ*   =r:o. 


A    ' 


d  X  (a  d  X  (  a  .  d  x^  (a  ,  ^  y 


:     W^rJ 
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cette  équation  se  réduit,  à  cause  de 

d  X  (  A  d  X  (  a  L\«*fr«/        ^jdx^fà 

le  second  faaeur  donne 


ou 


A  X  Zipl  ^  Ai 


mais  nous  avons  trouvé 

P  **"  '     _  d  y 


j  -H  I  d  »  {a 

et  on  tire  de  Téquation  donnée 


A.. 


l'intégrale  générale  est  donc  représentée  par  le  système  des  deux  équa- 
tions 


(L  X  -^ • 

A 


II  serait  aisé  d'éliminer  u.  en  laissant  à  la  fonction  arbitraire  toute  sa 
généralité  ;  mais  on  introduirait  des  radicaux  dans  l'intégrale  ;  et  cette 
opération,  qui  n'est  possible  dans  cet  exemple  que  parce  que  ce 
9  entre  qu  au  second  degré  dans 


X  X 


ne  peut  s'effectuet  en  général.  La  seule  forme  qu'on  puisse  regarder 
comme  commuite  à  toutes  Jes  intégrales  des  équations  aux  différen- 
tieiies  partieifes  du  premier  ordre»  lôrs  même  qu'elles  peuvent  être  dé- 
composées en  iacteurs  tels  que  Pp^Q^^R=^o,  est  celle  d'un 
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système  de  deux  équations  entre  x,  y,  i,  dit  <f  et.  ha  seule  différence 
qu'il  y  ait  entre  les  intégrales  de  ces  équations  et  celles  des  équations 
qui  ne  sont  pas  décomposabics  en  facteurs  de  cette  forme»  consiste  en 
ce  que  les  premières  étant  donnée?  par  l'intégration  die  deux  équations 
du  premier  ordre  aux  diâFérentielles  ordinaires»  elles  ne  peuvent  contenir 
que  (L  et  <p  àLf  parce  que  cette  intégration  n'introduit  dans  le  calcul 
que  deux  constantes  arbitraires  ^  tandis  que  les  secondes  sont  données 
par  l'intégration  de  trois  équations  du  premier  ordre  dont  Tintégration 
introduit  dans  le  calcul  trois  constantes  arbitraires^  ainsi  que. nous  le 
verrons  tout-à-i'heure.  Cçs  intégrales  doivent  être  remplacées  par  et, 
<P  «L  et  une  fonction  de  et  dérivée  de  <p  et^  telle  que  cf'  et,  ou  une 
combinaison  quelconque  de  cl,  <p  et  et  <p'  cl  ;  c'est  pourquoi  l'intégrale 
de  Téquation  cherchée  contient  ^'  et  dans  ce  dernier  cas. 
L'autre  facteur  de  l'équation 


['{■^)--y]^.=<" 


donne 


d   X    (  A 


/v. 


d'où  il  suit  que 


/f- 


et  que 


^  V  xy. 


Il  est  aisé  de  voir  que  les  valeurs 


/^,        ?  =  q=/f. 


rcwltftnt  de  cette  équation ,  donnent 


8  Analyse. 


^  -H    1  '        ¥  X 


et  satisfont,  par  conséquent,  à  I équation  donnée. 

Pour  savoir  si  ^  cette  valeur  de  i  est  une  intégrale  particulière  ou 
une  solution  particulière,  on  la  substituera  dans 


CL  X 


ce  qui  donhera 


A 


V^/f 


ou 


«t  *  Zt:  2  cLl/ 


^-+-2-=:o, 

XX 


ainsi 


y-^f       et       cp  (tz^iy^ctxmj^zpi/x/. 


on  tire  de  la  valeur  de  ce 


à  ^  (  y y^ 

d  CL  '  X 


9 


<^ y.  (* 


et  de  celle  de  cp  ce 


d  ^  et 

dx  (y 

d  f  et, 

w 


y_ 

X 


dy  ( 


rV 


X  '^r  2,  V  X  y      ' 


Ces  deux  valeurs  n'étant  pas  égales ,  la  valeur  de  <^  et  ne  saurait  être 
une  fonction  de  celle  de  tf. ,  et  l'équation  ^  z^  zp  2  y/  x  ^  est  une 
solution  particulière. 

Lorsque ,  après  avoir  formé  les  équations  Pz=:p,Qz=zo,  Rzzzo,  &c. 

il 


I 
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il  arrive  que  la  valeur  /^  ^  ^  U^^  d  une  de  ces  équationi  et  subt-- 

tituée  dans  lèi  autres  ne  les  rend  jpaf  identiques  à  la  proposée;  il 
s'ensuit  qu'il  i&ut  que  les  valeurs  à^  p  tl  àt  q,  tirées  de  f intégrale» 
soient  homogènes  à  cette  intégrale  pour  qu'elle  puisse  être  générale, 
et  les  équations  P  =z  o,  Qz=:  o ,  R  zzz  o.  Sec.  »  n'ont  plus  lieu 
séparément.  Il  &ut  ,■  jAps  ce  cas  »  différencier  par  riEipport  à  /  l'équa- 
tion .  donnée  que  je  suppose  représentée  par  Vzn  o ,  ce  qui  donne 

(4f)-(4f)*-*-(4f)'-H(4f)'  =  o> 

et  après  avoir  substKué 


df 


d  f  d  j^  d  it  (  x 


d  X  (  m  d.M  (  «      d  y 


.d  A  (  X 


di 


d  *    (  K 

à  la  place  de  j ,  et -; — = —  à  la  jilace  de   #>    on   formera  les  deux 


£y_ 

d  OL    (  » 

équations 


et 


l  àV  \    _^    I  dV  \  .     I:d  Y  \     dq 

•  •  •  . 

I  d  y  \     dy  I  d  V  \   

\dj,    )     d»(m  '^  VTJ  l  —  °' 


Ces  formules  sont  celles  dont  on  se  sert  pour  intégrer  les  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre.  Je  né  les  rappelle  ici 
que  pour  montrer  comment  elles  résultent  des  considérations  précé- 
dentes» et  pour  ajouter  à  la  théQrie  de  cette  intSégration  quelques  obser- 
vations»; 

i.^  Si  on  remet  dans  la  première  de  ces  équations  à  Ja  place  de 
XVIIL' Cahier.  ^  '  B 


jrj__jL.  %a  Videur  J^  f  ^-/-r^  *c  qni'oo  y  reroolace  «nsuhe  ■".^^'  t; 

a  X  [  a.  a  X  (  m  *  »  *  a  x  (  a. , 

t>ar'tà  Vïi'eur  tlr^  d«  f«i'MéOn<fe«  èA  âum  précisément  l'é^natibn 


'  i         .  .    .  '  ,  o 


qi>teniie  en.  diâférencifuit  Fé^atron,  donnée  patjappoit  à  //  cette  ïdtn^ 
ti té  prouve  que.  les  valeu]^  de,  r^  J> /,i  tirég^^J'^  Tîntégrale,  peuvent 
être  hétérogènes  à  cette  intégrale  sans  quelle  cesse  d'être  générale,  et 
moritrfe  en  niême  tehi|is  cju'iin^systèm*  d^cjuatiph  rprimîfive  qui  satis- 

fera  aux  deux  équations  entre  lesquelles  nous  avons  éfimîné     .^    —  , 

satisfera  aussi  à  la  dérivée  par  rapport  ky  de  l'équation  donnée,  et  en 
serait  l'intégrale  générale^  «i  elle  ne  ddlinait  d'ailleurs  aucune  autre  rela* 
tion  entre  x ,y ,  Z,  p,  g,  r,  s,  t;  mais  ce  n'«st  pas  cette  intégrale  géné- 
rale qu'on  cherche ,  c'èrt  '^un  de  ces  cas  particuliers  qui  donnent  en 
même  temps,  entre  x,  y,  z,  p,  q,  Téquaiion  V z=z  o  ;  il  faut  donc 
restlceindre  la  géntéralité  dfe  c6s  deux  équations  de  manière  à  satisfaire 
à  cette  condition ,  et  c'est  ce  qu'on  fait  dans  le  procédé  qu'on  suit 
ordinairement  en  les  combinant  avec  l'équation  F  =  o  et  avec  l'équa* 

tion    ^  ^ —  =  ^  -j-  ^  _Z__;  par  ce  moyen  on  a  quatre  équations 

tnixe  les  six  quantités  ct^  x^^s  Z»  P>  f>  ^  ^^^  dérivée^  dA  premiier 
ordre.  Comme  ces  dérivées  sont  toutes  relatives  k  x ,  <l  ^(ant  consi- 

m 

déré  comme  constant,  on  peut  les  intégrer  cqpime  si  elles  étaient 
aux  différentielles  ordinaires  >  .^n  reiT)|>laçànt  par  a.  )et  des  fonctions 
de-«trles  constantes  introduites  par  l'intégration, 

2,*  Comme,  J>ârîiii  ces  (Jirïtre  équations,  -èft  vttXA  ètesquelfes  y,  i. 
p,  q  sont  fonctions  <fe  >f  fet  de  à. ,  \\  y  en  a  ti'oîs  i^uî  cOMîennent  des 
dîfférentîèîies  du  prémîeif  otdre ,  f  hitiïgtôle  qirf  !re  tédtrfra  à  un  systèine 
de  iiéux  équations  kjfrés  t[Gi^ôn  aura  flimîmè  ]p  *t  ^>  cbntfèAdna  troiSr 
constantes  arbitraires ,  dont  une  devra  être  remplacée  par  et ,  et  les  deux 
autres  pHr^  des  foâctloi^S  ^6  (t'y  ntilt  ces  étvix  ^mitions  devront  Kié- 
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pendre  Tune  cle  rautre»  quoique  ies  quatre  équations  (Toii  Toii  parc 
soient  satisfaites  en  ies  laissant  indépendantes ,  puisque  les  diffikentia*- 
lions  par  ie^uellas  on  pourrait  les  vérifier  ne  sont  reJaljvç^  qu'à  Kê^t 
qu'ainsi  a.  et  ses  fonctions  sont  considérées  comme  des  .constantes  dam 
çe$  diâférentiations*  Ces  quatre  équations  ne  contiennent  donc  pas  toutes 
ies  conditions  de  la  question  ^  et  »  tant  qu'on  içy  .considère  seules  »  on 
arrive  nécessairen>eQt  à  uq  résultat  trop,  général.  On  sait  qu^  M»  Del<f^ 
grange  s  en  donnant  la  théorie  générale  des  équations  aux  diffèrentieiies 
partielles  du  premier  ordre  »  a  résolu  cette  difficulté  par  des  considéra* 
tions  qui  établissent  une  relation  entre  ies  deux  fonctions  de  «t,  et 
qu'on  l'évite  dans  la  pratique  en  ne  calculant  qu'une  des  deux  équar 
lions' dont  l'intégrale  doit  étré  composée,  et  en  y  joignant  la  dérivée  de 
cette  intégrale  prise  par  iapport  à  du  seuL  Mais  ce  dernier  procédé  ne 
réussit  que  dans  ie  cas  où  Téquation  qu'on  calcufe  satisfait  seule  à 
l'équation  proposée  »  lorsqu'on  y  laisse  des  constantes  à  ia  place  de  et 
et  de  ses  fonctions  »  ce  qui  n'arrive  pas  tonjotrrs  ;  en  sorte  que  i'on^  n'est 
sur  d'avoir  une  intégrale  ojnr  l'employant,  qu'autant  qu'on  a  vérifié  cette 
intégrale.  Cette  méthode  n'est  donc  qu'une  sorte  de  tâtonnement  ;  au  lieu 
que  tirant  des  quatre  équations  sur  lesquelles  on  opère ,  ies  deux  équa- 
tions entre  x ,  y,  z,  a,  et  les  fonctions  de  «t  qui  résultent  de  l'élimina- 
tion de  /r  et  de  ^4  on  a  toujours  une  intégrale  complète  de  ia  proposée, 
pourvu  qu'on  établisse  entre  les  deux  fonctions  de  d.  la  relation  qui  doit 
exister  entre  elles ,  pour  qq  on  air  non-seulenient  les  quatre  équations 
d'où  l'on  est  parti  et  qu^  ont  ileu  entre  ies  dérivées  relatives  à  x  seul , 
mais  encore  les  équations  qu'on  trouve  en  même  temps  p  et  qui  con« 
tiennent  aussi  des  dérivées  relatives  à  a.  Ces  dernières  sont  : 

V     d  m  (  M  d  *  (m     d  t,(  )$.  d  n  (  m.     d  »  (  tt    * 


iy  d  ^ 


B    2^ 
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.    •  4f  V/  Jif  .  d  X  {  ùL  d  tk(  X*  d  X  C  a  d  et  {  X   ' 

î  "  •       ■ 

'  '  ■  .  ... 

Ces  é(|QA!ofT5  étant  au  nombre  de  trois,  il  semble  d'abord  qu^on 
en  ait  deux  de  trQp,  puisqu'il  n'en  faut  qu'une  pour  déternriner  la  re- 
lation  entre  les  deux  fonctions  de  ce.  par  lesquelles  on  a  remplacé  deux 
des  constantes  arbitraires.  Mais  il  tst  aisé  de  voir  que  ces  trois  équa- 
tîons  se  réduisent  à  une  seule  en  vertu  de  féquatten 

•-J — j—  zzzp  ^\^  q  -j — Y^  >  ^^  ^s'  une  des.  quatre  quori  a  intégrées 

en  les  considérant  comme  étant  aux  dxfférc;ntielles  ordinaires,  en  sorte 
qu'elles  donneraient  nécessairement  la  même .  lelaitioa  entre  les  àçwx 
fonctions  de  eu  contenues  dans  les  intégrale?!  deux  d'entre  elles  ne 
faisant  qu'exprimer  autrement  que  la  troisième  cette  même  relation* 
Ou  pourra  donc  se  str\iï  de  celle  qu'on  voudra  des  trois  pour  l'établir» 
et  on  sera  sûr  que  les  deux  autres  sont  par-là  même  satisfaites. 
Il  suffit  en  effet  de  combine;r  l'équation. 


>  'V' 


avec  f  une  de  ces  deux-ci  : 


t  .        •  -  li 


'   -  I           .      .  . 

d^                      dz              dy                       dy  1/ j 

«       d  a  (  X                d  X  (  a       d  a  (  x                d  x  (  m       d  tu  (  x    ^  ' 

d  y  d  i 


^        d  CL   (X d  0L(  X     ' 

■  ■' 

pour  trouver  l'autre  ;  et  lorsqu'on  ia  différencie  paf  rapport  à  et ,   ce 
qui  donne. 

d^  Z  _.     dp  ,.        d  y  dy  ^  d»y 

d  X  d  a  d  A  {  X  d  a/  x        d  x  {  a  ^      d  x  d  m 

et  qu'on  égale  cette  valeur  à  celle  de   j  ^j  ^   tîf^^  de 

dz  dy  ^    '      ^  d*z:       dq  dy  ,     ^   *^  / 


ANALYSE.  1 3 

on  trouve  la  trolsicme  équation  . 

dp  ^  dq  dy    *  ^y  ^H  » 


d.a(x  d  X  (  A'    d  A  (  K  d  X  (  m      d  a  (  x  * 

Après  avoir  déterminé  la  relation  entre  les  deux  onctions  de  ol  au 
moyen  de  celle  de  ces  trois  équations  qu'on  jugera  devoir  la  donner 
plus  aisément  dans  chaque  cas  particuirer,  on  aura  toujour?  une  inté^ 
grafe  de  la  proposée  exprimée  par  un  système  de  deux  éqîmtioiis , 
quelque  itianière  qu^on  élimineTi  et  q^  des  quatre  équations^ 
avec  les  trois  constantes  arbitrafrês,  quon  à  remplacées  ptar  eu  et  dëtiii 
fonctions  de  «t,  et  il  n'y  àiira  plus  lieu  à  établir  la  distinction  ijue  fait  I^ 
célèbre  auteur  des  Leçons  sûr  fè  '^Éléul  des  fonctions»  à  là pagt  ^p^ 
de  cet  ouvrage  »  entre  les  équations  résistant  de  félimjnation  de  p  et 
de  f  qui  satisfont  à  Ja' proposée  en  y  supposant  toutes  les  arbitraires 
constantes,  et  celles  qui  n'y  satisfont  pas  dans  la  même  supposition» 
puisque  les  unes  et  les  autres  expriment  égaljcment»  comi>inées  deux  à 
deux,  des  intégrales  de  la  proposée,  après  qu'on  y  a  remplacé  ces  arbi- 
traires par  leurs  valeurs  en  et  et  Ç  et., 

Pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  ce  sujet,  ij  siiffit  de  discuter  d'après 
les  considérations  précédentes  le  système  d'équation  donné  dans  l'ouvrage 
que  je  viens  de  citer,  pour  représenter  les  relations  entre  x ,y,  z»  P » 
q  et  trois  constantes  arbitraires  dont  on  doit  tirer  l'intégrale  de  l'équa- 
tion que  l'auteur  a  choisie  pour  exemple. 

Ce  système  se  compose  des  quatre  équations 


/• 


p  1 


y  =  p  -h  a, 
X  =  b  p  -f-  c, 


où  a,  b,  c  soot  les  trois  constante^  arbitraires;)  çn  ie$  remplaçant  par 
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^  <L,  -^^  <L,  et  •—  A,  on  a . 

1-=:  p  q, 

X   "i-   A   Zn  p      ^   <L. 

comme  ^  o'çntre  q^ue  dans  la  première  de  ces  quatre  équations  1  p  reste 
seul  à  élyniner  entre. les  trois  autres;  et  il  &ut  faire  voir  que»  de  quelque 
fxiaaière  q^r'on  Êufse  cette  élimination  »  les  deux  équations  délivrées  de 
p  et  de  f  qui  en  résultent  expriment  toujqurs  Tintégrale  de  la  pi;oposée« 
Commençons  par  établir  la  relation  entre  <^  «.  et  ^  <t,  déduite  d'une 
des  troisi  équations  données^  ^i^dptuf»  pour  cette  détermination  p 

^t     '    zzza   U 

dM(n  «     d  a  (  M    * 

par  exempte.  Pour  cela  on  prendra  d*aI>ord  les  valeurs  de  ^^  f  et/  en 
x,  A,  ^  àL,  ^  (l;  savoir  :  • 

Z  = 
et  en  les  substituant  dans 


{«-*-«)• . 

+  *.  ' 

jr  -h  * 

*  -*•  * 

d^J  X     "     dm  (  *   ^ 


il  viendra 


%(x^a)  4«—  (K^a)^  4,'*=s  (x-^fi)  [4*— Y«-<-*^  4'  «-Hf'«4«*] 


ou 


(  s  -^  û.)  \  et  S=Y^  ■+-  ct^  <^'  «t  4^  C^p 


ANALYSE.  15 


fûnsi^ 


4 


I 


et  les  trois  équations  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  p  deviennent 

P 

-       .  Af  -H  ce  ;z:z  -t— î 

en  âiminant  p  entre  les  deux  premières,  on  a 

qui,  en  effet»  ne  satisferait  pas  à  la  proposée  en  y  faisant  et  constant ^t 
itiais  qui  y  satisfait  en  liaissant  «.  variable,  comme  il  lest  efiectlvement, 
et  la  comlHnaot  avec  la  troisième  équation ,  qui  devieqt  aloj» 

X  -i-  fit  =  ^ — r-— ; 

car  if  ^6st  aisé  t!e  tén^  qu^  le  système  de  ces  deâx  équations  «ioime 
l^^  p  y,  équation  dqtit  il  exprime  pat  conséquent  i'intégi^Ie  primi- 
tîvew 

Sf  l'on  élimine/^  entSre  la  seconde  et  la  troisièn^e  équation ,  on  a 

2  =  (^^  H-  *;*  <^'  <L 


qui  ne  vérifie  pas  Téi^atibn  i-iirsz  p  ^,  quand  on  n'y  feit  pas  varier  et, 
niais qw  n'en  compose  pias  moins  aves  la  première  équation  changée, 
par  la  même  valeur  de  p,  en 

y  =/x  -f-  dk.)  <^'  M.  H-  <?  A 

rintégrale  primitive  de  ^  =  ;?  ^,  puisqu'il  est  aisé  de  vérifier  que  le 
système  de  ces  deux  valeurs  de  ^  et  de  /^  donne  en  effet  cette  der- 
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nîère  équation.  Uélîmînatîon  de  p  entre  la  première  et  la  troisième 
équation  conduit  au  même  résultat,  car  on  a  d'abord 

quii  faut  combiner  avec  ia  seconde  équation ,  qui  devient 

en  vertu  de  la  valeur  de  p  tirée  de  la  troisième. 

La  circonstance  particulière  d'une  équation  r&ultant  de  l'élimination 
de  p.  qui  satis&sse  à  la  proposée  en  y  suppofont  a  constant,  ne  fait 
,  rien  à  la  nature  At  l'intégrale  ;  c'est  un  résultat  en  quelque  sorte  acci-* 
dentel,  quoiqu'on*puisse  y  parvenir  dans  toutes  les  intégrales,  ainsi  que 
je  le  démontrerai  ci-après  ,^en  combinant  d'une  certaine  manière  les  trois 
équations  entre  lesquelles  p  doit  être  éliminé,  et,  en  effet,  «t,  ^  cCr, 
n|/  tf.,  ne  sont  pas  réfellement  des  constantes,  parce  qu'elles  sont  intro- 
duites dans  le  calcul  par  l'intégration  d'équations  qui  ne  sont  pas  réel* 
lement  aux  diflSfrentielles  ordinaires ,  mais  qui  seulement  sont  suscep* 
tibles  d'être  traitées  comme  telles  à  cause  qu'étant  aux  différentielles 
^  partielles  par  rapport  aux  deux  variables  Indépendantes  x  et  et,  elles  ne 
contiennent  que  des  dérivées  relatives  à  x.  Dans  l'exemple  que  nous  dis- 
cutons, il  &ut,  pour  trouver  un  résultat  de  ce  genre,  changer  d'abord, 
comme  on  le   voit  dans  les  Leçons  sur  la  th^rle  des  fonctions ,  la 

troisième  équation  eniirH-flt  =  -^,  et  y  substituer  la  valeur  de  / 

tirée  de  la  première ,  ce  qui  donne 

qui  doit  ixxt  combiné  avec  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre  la 
première  et  la  troisième ,  savoir  : 

On  voit  que  si,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  ^  satisfait  à  la  proposée  en 
y  regardant  et  et  ^  «.  comme  deux  constantes,  c^est  uniqueme^it  parc^. 


/ 
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que  cette  dernière  équation,  qu'on  peut  écrire  ainsi, 

est  la  dérivée  partielle  de  Téquation 

iz=z  (x  -\-  <l)  (y  -^  (^  (t;, 
en  n'y  faisant  varier  que  et ,  ce  qui  fait  disparaître 

d  a  d  a 

et 


d  X  (  y  d  y  (  X 

des  valeurs  de  /)  et  de  ^,  qu'on  en  tirerait  en  la  différenciant  successive- 
ment par  rapport  à  at  et  par  rapport  à  y^  précisément  comme  si  a.  et 
cp  CL  étaient  remplacées  par  deux  constantes. 

Mais  lorsque  cette  circonstance  n'a  pas  lieu ,  l'équation  donnée  n'est 
plus  vérifiée  par  la  supposition  de  a  constant ,  parce  qu'elle  doit  résulter 

non  de  la  suppression  des  termes  en  -j— p —  et  -^ — -; — ,  qui  ne  s'en 

vont  point  alors ,  mais  de  l'élimination  de  ces  deux  dernières  quantités 
de  flt  et  de  ses  fonctions ,  entre  les  deux  équations  dont  se  compose  l'in- 
tégrale 9  et  les  quatre  équations  qu'on  en  tire  en  les  différenciant  succès-^ 
sivement  par  rapport  à  x  ttky.  Ainsi  les  deux  équations 

y  =  ^X-+-ct^^'eC^-    CpcL, 

j  ==  (^;r  -H  (t;*  cj>'  ce, 
donnent  d'abord 

o  =  <i>'  et  H-  -777—  /■  a  <}>'  et  •+.  ^  :r  H-  et  ;  <!>''  et  y. 


^« 


ày  ( 


dx(y 

[  1  ^'  A  -+-  ^  X  -t-  ce  y  <p"  et  y, 


d'où 


d  t^  f'ât 


d  X  (  y  af'«-*-^x-f-  a)  9"  a  • 

d  a.  I 


dy(x     ""     afA-nr*-!-»;^''*' 
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et  ensuite 

* 


2  (<v  H- cty)  cp'ct  H- ^jy- /i  ^x' H- <t/ cp^ 


d    CL 


[l  (x^^<tj<p'  ct^+^fx^^dij*  cp"  duJzzzx^ùL 


dy  (  X 

En  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  ;c  H-  et  et  de  cp'  ot , 


savoir  : 


et  les  substituant  dans  izzz  (^x  ^  <l  )^  <^  ce,   on  trouve  précisément 
réquatîpn  à  vérifier  j  =:  ^  ^» 
Au  lieu  d'enniployer  réquatiop 

a  a  (  X  *      d  a  (  X 

pour  ttouver  fia  relation  qui  fait  dépendre  Tune  des  deux  fonctions  de 
fltr  de  fàuire ,  on  aurait  pu  se  servir  de 

^      d  A  (  X      ^     dx(Ada(x  d  X  (  a      d  tt  (  x    * 

OU  de 

d  p  d  g  d  y  d  y  d  q 


d  ùL  (  X  d  X  (  a      d  ùL  (  X  d  x  (  a       d  a  (  x 

ii  estait  4ç  yéri|i^  qWo9  aur^  tqQuyé' de- mém^ 

I 


c'est  même  en  partant  de 


^  /^  _^   _^J^ d.y.  d  y  d  a 

d  a,  (  X      ^     dx(A       dafx  d  x  (  m      da(x     ' 

qu'on  aurait  trouva  ottte^  reiatiom  de  la^  manière  \^  plus  simple  dans 
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l'exemple  actuel,  où 


P 


<J>     *» 


4,  «         » 

^  =  jf  -4-  «t. 

C'est  d'ailleurs  cette  dernière  formule  qu'il  convient  toujours  d'em- 
ployer quand  ^  n'entre  pas  dans  l'équation  donnée,  parce  qu'alors  on 
ne  doit  opérer  que  sur  les  trois  équations 

=  o, 

(  d  y  \   dj^ {±XJ\  — 

\  dp  }   dx c*     .   \  dç  )  —  °' 

qui  donnent  Jf»p,  et  ^  en  fonctions  de  x,  ùl^  <p  cn^  ^  ou;  et  la  valear 
de  ^]/  fit  se  déterminera  immédiatement  en  employant  celle  des  trois 
formules  doù  Ion  peut  le  déduire,  qui  ne  contient  pas  g. 

y ,  p  et  q  étant  alors  connus  en  fonctions  de  ;ir,  et,  <p  et  et  ^'  et, 
on  aura  i  en  intégrant 


relativement  à  x  et  à  et  considérés  à-Ia*fois  comme  variables,  afin  que 
cette  intégration  n'introduise  aucune  nouvelle  fonction  arbitraire.  Cette 
intégration  pourra  d'ailleurs  toujours  s'exécuter,  puisque  l'équation 

d  p  __     d  g  d  y  d  y  d  q 


d  a  (  X  d  X  (  ùL        d  ûL  (  X  d  X  (  a        d  a  (  x    * 

d'où  fon  a  tiré  la  valeur  de  et,  exprime,  comme  nous  l'avons  vu,  fa 
condition  d'intégrabilité  de  cette  valeur  de  d  z,  en  y  considérant  x  et 
CL  comme  les  deux  variablesT  indépendantes. 
Au  contraire,  quand  l'équation  donnée  contient  3,  il  faut  employer 

C  z 
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simufianément  les  quatre  équations  qui  donnent ^^  Z^P^^  ^^  fonctions 
de  ;^>  et,  c^  et,  ^  flc,  déterminer  ensuite  n{/  et  avec  Tune. quelconque  des 
trois  formuïes  dont  on  peut  tirer  la  relation  entre  cette  fonction  et  ^  et, 
et  éliminer  p  et  ^  pour  avoir  les  deux  équations  dont  se  compose  Tinté- 
graie,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  à  l'intégration  de  la  valeur 
de  ^  2  pour  trouver  g- 

II  est  bien  évident  qu'une  des  deux  équations  de  l'intégrale  ne  peut 
satisfaire  à  l'équation  donnée,  lorsqu'on  y  remplace  et  et  cp  et  par  des 
xronstantes,   que    dans  le  cas  particulier  où  cette  équation  étant  repré- 

sentée  |>ar  £/=:o,  l'autre  l'est  par  i-^ —  )  =  o.    Cette  circonstance  n'est 

nullement  nécessaire  pour  que  rintégrale*vérîfie  l'équation  ;  et,  parmi 
un  grand  nombre  de  formes  qu'on  peut  donner  à  l'intégrale  en  faisant 
rélimination  de  différentes  manières ,  elle  ne  peut  avoir  lieu  que  dans 
quelques-unes  de  ces  formes  arraiigces  exprès  :  mais  est-elle  toujours 
possible  ainsi  que  je  l'ai  avancé  î  La  solution  <le  cette  question  est 
d'ailleurs  intéressante  sous  le  point  de  vue  de  la  simplicité  des  inté- 
grales et  de  leur  application  aux  problèmes  de  la  géométrie  des  surfaces 
courbes.  C'est  la  seule  chose  qui  me  reste  à  faire  pour  compléter  la 
théorie  •  de  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre. 

Lorsque  l'intégrale  d'une  de  ces  équations  est  représentée  par  deux 
équations  entre  x,y,  i  tt  du^  ^t  des  fonctions  de  et,  on  peut  exprimer 
la  même  ijitégrale  par  deux  autres  équations  obtenues  en  les  combi- 
nant de  manière  que  les  deux  nouvelles  équations  soient  une  suite  des 
deux  premières,  et  réciproquement.  Si  l'on  tire  de  celles-ci  la  valeur  de 


àZ 

d  A   (  X 

dy 

f 

f 


d   CL    (  X 

qui  est  celle  de  q  en  fonction  de  x,  et  et  des  fonctions  de  et,  et  qu'on 

/ 
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représente  cette  valeur  par  Q,  qu'on  fasse  ensuite  2"^  Q  >'^=^^»  qu'on 
substitue,  par  conséquent,  u  -+-  Q  ^  au  lieu  de  2»  dans  ces  deux  équa- 
tions; qu'on  élimine/^  et  que,  dans  l'équation  résultant  de  cette  opé- 
ration ,  on  écrive  z  —  Qy  k  la  place  de  u ,  on  aura  une  équation 
qui  pourra  représenter  l'intégrale  de  la  proposée,  en  la  réunissant  à 
une  autre  combinaison  des  deux  équations  dont  se  composait  cette  in- 
tégrale sous  la  première  forme.  Le. système  de  ces  deux  équations 
donnera,  par  conséquent, 

Js 

d  it  (  X      ^ 

*"T7  >C' 


d  a  (  X 

comme  les  deux  premières. 

IVlais  en  repi'ésentant  Téquatîon  obtenue  de  la  manière  qui  vient  d'être 
expliquée,  par 

F  (  X ,    u,    (L  )    1=1    o^ 

on  trouve,  en  la  différenciant  par  rapport  à  a. 


OU 

I^ P'    (^)    -^.y    ±1 F'    (u) 

dy  ^  dy       .  ' 


d  a  (  X  d  A  (  X  • 

il  faudra  donc,  pour  que  cette    valeur  se   réduise  à  Q,  que  1  autre 
équation  de  ce  système  soit  équivalente  à 

et  l'intégrale  pourra,  par  conséquent,  être  représentée  par  le  système 
des  deux  équations 

F  ( X,  z  --^  Qy,   *;  =  o, 


-r 
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r  -  ■  •  ««v 


o; 


m 

idont  la  seconde  est  la  dérivée  partrelte  de  fa  première ,  relativement 
•à  du  seul.  Non-seulement  cette  observation  prouve  que  cette  transfor- 
mation est  toujours  possible ,  mais  eUe  donne  ie  moyen  de  fexécuter 
par  un  simple  calcul  d  élimination  ;  puisque  après  avoir  chassé^  des  deux 
équations  où  Ion  a  remplacé  z  par  «H-  Q;',  il  suffit  d'écrire  dans 
le  résultat  z —  Qy  ^"  ^'^"  de  u,  et  de  joindre  à  Téquatîon  qui 
en  résulte ,  sa  dérivée  partielle  relative  à  et  seul.  II  est  à  remarquer 
que  ce  procédé  s'applique  également  à  toutes  les  intégrales  représentées 
par  un  système  de  deux  équations  entre  x,^,  2,  <t  et  des  fonctions 
de  <t,  soit  que,  p  et  ^  pouvant  être  hétérogènes  à  Tintégrale,  on  lob*- 
tienne  .au  moyen  de  deux  équations  diflFérentielles  du  premier  ordre, 
et  qu  elle  ne  puisse  contenir,  par  conséquent,  que  deux  constantes  ar* 
bitraires  remplacées  par  et  et  <^  c  ;  soit  que ,  p  et  ^  étant  nécessaire- 
ment homogènes  à  Tintégrale ,  ces  deux  équations  aient  été  obtenues 
en  intégrant  trois  équations  aux  différentielles  partielles,  et  contiennent, 
par  conséquent ,  trois  constantes  arbitraires  auxquelles  on  ait  substitué 
«t ,  ct>  et ,  et  la  valeur  de  «v]/  et  en  ot  et  cp  et ,  tirée  de  la  relation  exis- 
tant  entre  ^  a.  et  Ç  cl.  Mais ,  dans  le  premier  cas ,  ^  n'étant  pas  ho- 
mogène à  l'intégrale,  cette  transformation  introduit  dans  iè  calcul 
une  fonction  de  et  qui  n'entrait  pas  dans  les  deux  équations  dont  était 
composée  Tintégrale,  sous  sa  première  forme;  en  sorte  qu'on  trouve, 
en  général,  par  ce  procédé,  une  intégrale  plus  compliquée  que  celle 
qu'on  avait  d'abord  ;  tandis  que,  dans  le  second  cas,  il  suit  de  ce  qui  a  été 
démontré  précédement,  que  la  valeur  de  ^  ne  contient  que  les  mêmes  fonc* 
tlons  qui  entrent  nécessairement  dans  Tintégrale;  en  sorte  que,  dans 
ce  cas,  on  obtient  en  général  une  intégrale  dont  la  iùrme  est  plus 
simple  que  celle  de  l'intégrale  dont  on  est  parti.  Nous  avons  vu ,  par 
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exemple ,  que  ce  système  de  deux  équations  , 


y  -H  fit*  X  =::  ^  et, 

est  rîntégrale  de  l'équation 
(P  -i-  ij  {^  -h-   ij  1=:  X  (p  -i-  i  }'  -H7  ("?  ^   l;^ 

On  peut  faire j  pour  simplifier  le  calcul»  <p  <lziz  du  v^  ci^,  et  f intégrale 
devient  alors 

y   ZZZ    (L    {  >^    CL   X  J, 

z  SIX  *  X  -4-  —  =  c  ,v  H^  V  «L  -~  ;(p\, 
on  en  tire 


d  tt  (  X      jfiN-  v'  «t 


d  y  ¥flt  —  x-f-av'«* 


^  fit   ^  JC 

valeur  que  nous  avons  représentée  par  <2  ;  ainsf 
et  en  éliminant  y ,  et  réduisait 

lf«— •X-i-fit»      fit 

ce  qui  donne 


Q  ^  =r  — »-.- 


¥«   —   X-f»«V      A 


*    •*     -         • 


^ir.  sufEt  de.  cambîii«r  aveo.  sa  dAwfé^  r^IatUe  À  cw  h ul  ;  savmb  r 


■^p^^ 


f  ^»  -H  a»  x  »'  fit   1\ 

Jj 


y  fifa  —  X  -ir  «  »  '  fit. j  )  =::  O  ,' 

da 
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pour  avoir  i'intiégrale  sous  la  forme 

£/  =  o, 

II  est  aisé  de  vérifier  *  que  le  système  de  ces  deux  équations  sans- 


*  Pour  faire  cette  vérification  de  la  manière  la  plus  simple,  on  tire  d'abord  de  ces  deux 
équations 


ou 

P  =S r ; ;; • 

Mais  on  obtient ,  en  développant  la  seconde  des  deux  épations  dont  se  compose  Tintégrale, 

^  v"  d  «H  2  ^v  «  —  xj  ¥'  *  -♦-  «  X  ^a  ¥'  «  «H  «  V"  «^  —  {  ^2  v'  «  -4-  A  v"  ^^  =  o» 

ou 

et  on  déduit  de  la  valeur  de  ^  tirée  de  la  première,  . 

(  X  ^  yt'  ùL  )  [  a  (  n  a  —  x  )  —  y  ] 

On  a  donc 


o. 


dont  le  premier  facteur  seul  peut  £tre  nul;  parce  que  le  second ,  égalé  à  zéro,  donnerait 
une  relation  entre  «et. a,  et  que  cet  deux  quantités  doivent  être  indépendantes  pour  qa*il 
y  ait  deux  variables  qui  le  soient  dans  Tintégrale,  ainsi 

fait 
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fait  en  effet  à  la  proposée;  mais  cette  forme  est  évidemment  plus 
compliquée  que  celle  d'où  Ion  est  parti ,  puisqu'il  n'y  entrait  que  x, 
y  »  Z^  fit  et  C}>  et,  et  qu'on  a  actuellement  deux  équations  entre  x , 
i'/  2'  ^  '  ^  <*-  /  ^'  <*-  et  v"  et. 

Au  contraire,  dans  fe  cas  où  p  ^t  q  sont  nécessairement  homogènes 
à  l'intégrale,  Q  ne  peut  contenir  que  les  mêmes  fonctions  de  et  que 
contiennent  les  deux  équations  dont  se  compose  cette  intégrale,  et  on 
peut  toujours,  par  la  méthode  que  je  viens  d exposer,  la  mettre  sous 
la  forme 

U—o, 


\     da) 


sans  y  introduire  aucune  nouvelle  arbitraire.  Pour  achever  d'éclaircir 
cette  méthode,  je  l'appliquerai  à  l'exemple  suivant. 

Soit  l'équation  donnée  ^  =  f'  -+•  ^  "  ;  en  la  différenciant  par  rapport 


ce  qui  donne  aussi 


p  = 

vct  —  x-4-et¥'a 

/  -f-   1   =  î — ; ^ 

Vtf  —  x-H«tv      A 


£t  comme 


>t    A   X-HAV'a 


on  a 


A  =    '*  ■■'  .  «a  —  X  =s  -^^  =  -^ y, 

y   H-    1  A  p   -^    l 

ce  qui  change  la  valeur  de  ^  en 

qui  satisfait  évidemment  à  Téquation  proposée. 
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k  y,  et  formant  ensuite  les  équations  P=zo  et  Q=o,  &c.,  comme 
nous  lavons  dît,  on  aura 


d   X    C  CL         •         d   X    C 


^^    -=,;^«-' 


> 


d'oi 


^zzzcte''  ,y=:    ^  ^  ^    <3t""'^^''"'-^*-H<|>'cL, 


et 


^         —  //  et  "  ^  "  "^ 


^  ^  X   (^  et 

» 
Ces  valeurs  étant  substituées  dans  I équation  proposée,  on  aura 


dz 


(n  —  1  ;  et  "  ^  "  * , 


d  X  (  a  ' 

et  par  conséquent 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  y,  de  ^  et  de  ^^  l'équation 

d  ^         d  y 

d  a.  (  X  ^     d  A  (  X 

donnera  successivement 

^  '  et  =  et  <p  "  et      ,      -vl/  et  :zz  ûC  Cp  '  et  —  Cp  et  ; 

Tiniégrale  de  Téquatioi^  donnée  sera  donc   représentée  par  le  système 
des  deux  équations* 

2Z=:(t''^'"-+-^'(^<tCÎ>'et  —  Cpct^, 
n 


n   — r    I 


^n^^  ^(n^x)  »  ^  Cp'flt. 


Si  Ton  veut  transformer  cette  intégrale  de  manière  qu'une  des  deux 
équations  soit  la  dérivée  partielle  de  l'autre  relativement  à  et,  il  faudra 
en  déduire  la  valeur  de 
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u  —  l 

àz 

à  a.  (  X 
dy 

y* 

d  A   (  X 

on  trouvera 

a 

I 

et  "  ^  "  '  - 

-  f  '  cp  e 

n  —   1 

'  et  par  consc'quent 

l  —  dy-^u  - 

—  fL  e  *  y  • 

I 

M      ...       1 

tt"^"* 

—  ^    <p  et  ; 

cette  équation,  combinée  avec  sa  dérivée  partielle  relative  à  et,  qtiî  se 
réduit  à 

représente  l'intégrale  de  i'éqiiatîôn  donnée  sous  la  forme  demandée. 

Cette  méthode  donne  toujours  l'intégrale  sous  cette  forme  ,  mais 
elle  peut  être  plus  ou  moins  simple  ,  suivant  la  nature  de  l'équation 
donnée.  Pour  lavoir  sous  la  forme  la  moins  compliquée  ,  il  faut  lobtenîr 
successivement  de  la  manière  que  nous  venons  de  dire  ,  dabord  en 
faisant  u  zzz  i —  Q^,  Q  étant  la  valeur  de  q  en  fonction  de  x  de  a,' 
puis  en  prenant  x  au  lieu  à^  y  ^t  y  au  lieu  de  x,  et  faisant  par  consé- 
quent V  ==  Z  —  P  X %  P  étant  la  valeur  de/?  en  fonctions  de/  et  de  et; 
on  choisira  ensuite  entre  ces  deux  résultats  celui  qui  paraîtra  le  plus 
simple. 

Ce  procédé  réussît  toujours  quand  Tclimination  est  possible  ;  mais  il 
peut  arriver  qu'il  conduise  à  une  Intégrale  très-compliquée ,  tandis  qu'on 
en  pourrait  trouver  une  plus  simple  en  faisant  usage  d'un  moyen  de 
transformation  dont  ce  procédé  n'est  qu'un  cas  particulier,  et  dont  je 
vais  expliquer  le  principe  en  général. 

En  représentant  Tune  des  deux  équations  de  l'intégrale  par    ^ 

F ( X  .  u,  (tj  z=z  o  , 

D   1 
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où  2et^ n'entrent  que  dans  u ,  pour  que  lautre  équation  en  soît  la  dérivée 
partielle  relative  à  et,  savoir, 

il  faut  que  cette  dernière  équation,  combinée  avec  la  dérivée  de  la  pre- 
mière prise  en  regardant  x  comme  constant ,  donne 

d  ^       d  y 

JTJIk ^   d  a  (  X  ' 

or  cette  dérivée  est 

il  faut  donc  prendre  u  tel  que 

soit  égal  a  —  ^. 


m 

Qiiand  on  a  la  valeur  Qàe  q  qui  ne  contient  que  x  tt  ct^  on  satisfait  à 
cette  condition  en  prenant  u  z=z,  ^  —  Qy >  comme  nous  venons  de  le 
faire;  et  comme  il  est  toujours  censé  quon  peut  tirer  de  deux  équations 
entre  x,y,  z,  et  et  des  fonctions  de  <l  qui  satisfont  à  ia  proposée,  une 
valeur  Q  de  tj,  qui  ne  contienne  en  effet  ni  ^  ni  ^,  on  peut  regarder 
cette  méthode  comme  générale;  mais  il  sera  souvent  plus  simple,  et 
quelquefois  nécessaire  faute  de  pouvoir  éliminer  y,  d'éliminer  seule- 
ment i  de  la  valeur  de  ^,  en  sorte  qu'il  y  reste  x,^  et  et  :  alors  en  re- 
présentant cette  valeur  par  Q[ ,  on  satisferait  à 

en  faisant  ^  ^^^  2  —  f  Q[  ^y^ 

l'intégrale  f  (^  dy  étant  prise  partiellement  en  faisant  varier  y  seul.  En 
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opérant  sur  cette  valeur  de  u  précisément  comme  nous  venons  d'opérer  sur 

« 

qui  en  est  un  cas  particulier,  on  obtient  une  autre  intégrale  de  l'équation 
donnée,  dont  la  forme  est  également 

£/=o. 
dU 


{^) 


o, 


et  qui  peut  être  plus  simple  que  celle  qu  on  déduirait  de 

H  est  aisé  de  voir  que  si  la  valeur  de  tj  devenait  trop  compliquée  par 
Télimination  de  j ,  ou  que  cette  élimination  fût  impossible ,  et  qu'on 
se  bornât  à  exprimer  en  x ,  y ,  i^  a.  ^t  des  fonctions  de  et  cette  valeur 
de  q^  que  je  représenterai  par  Q'\  on  arriverait  encore  à  une  intégrale 
de  la  même  forme,  en  prenant  pour  u  une  valeur  particulière  satisfaisant 
à  l'équation  du  premier  ordre 


(4r)H-Q"(lT)  =  <'. 


dy 

entre  u  et  les  deux  variables  indépendantes^ et  ^t  parce  que  x  ttdu  doivent 
y  être  considérées  comme  constantes.  Pour  achever  d'éclaircîr  cette  partie 
de  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles, 
je  prendrai  pour  exeniple  Téquation 

(l  —  q)  '  -f-/?  =  o; 

je  l'intégrerai  d'abord  en  faisant  usage  des  formules  connues ,  et  comme 
celte  intégrale  ne  se  trouvera  pas  sous  la  forme 

£/=o, 
d  U 


\    d  a.) 


O, 


je  Ty  ramènerai  en  me  servant  successivement  des  deux  transformations 
j/  z=  2  —  Q.y  et  î/  z=  2  —  /Q'^y  »  afin  qu'on  puisse  comparer  les  résul- 
tats auxquels  elles  conduisent.  Les  valeurs  de  ^  ,  Z*  V »  f  ^^  fonctions 
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de  X  et  de  a, ,  doivent  être  déduites  dans  cet  exempte  des  quatre  équa- 
tions 

^(i  —  q)  -+-  •7T7T  =  °' 

^  d  y         d  ^         d  q  '    I  d  *  y 

P  '^  ^     d  X   (  a  d  X  (  A  d  X  (  A  T     inc~'('~Z  ' 

m 

dont  la  dernière  sobtîent  en  différenciant  la  valeur  de  i  tirée  de  la 
troisième.  La  seconde  et  la  troisième  donnent 

d  X  (  a  ^    d  X  (  A   ' 


ce  qui  réduit  la  quatrième  à 

P  = 
et  comme  on  en  tire  aussi 


d  ^  y 


2     d  X  *  C  a    * 


dy 


2       d  X  (  k   * 


z  —  ^ 

la  première  devient 

z     \  d  X  (  a  }  d  X  ^  (  A 

cette  équation  donne 


d  y     ,\^  d  *  y 

=  o; 


ou 


2  *  ^        '^  d  X  (  a     ^ 


=  2     Cp     et     ^     a     , 


2- 

^       *  z=  (^AT  H-  ot^  Cp  (t. 


'*^  Je  donne  cette  forme  à  cette  fonction  arbitraire  de  «j  pour  rendre  plus  simples  les 
calculs  qui  vont  suivre. 
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On  tire  d'ailleurs  de  l'équation  trouvée  plus  haut  entre  y  ^t  q^ 

azzze^ X  a  =:  -7 — r~ r  • 

-'  »  (x  -^  a)  *  ^  a  ^ 

ces  valeurs  changent 

I         d  y 

2  —  ^      T  rrr^' 

en 

\  a 


qu'il  faut  réunir  avec 

y^{-2lffx-+-(tJ<PùiJz=zo, 

pour  avoir  Tintégirale,  après  qu'on  aura  déterminé  la  relation  entre  ^1/  et 
et  cp  CL. 

On  peut  le.  faire  au  moyen  de  la  formule 

d  i  d  y 

'  d  A  (  X  '     d  a  (  X    ' 

on  a  d'abord 

W  î       4  '  ^  a  4  «  (^f  *  -*-  /^^  -♦-  «y'  9  '  V  ' 


d   A    (  X  (x    -i-    a)    ^    ^    A    ^-  (X   -^   a)    y    ^   A    ^  (x-^A)^     * 

on  trouve  ensuite 

^      d  A   (  X  Z'  X    -+-    «^    >    9   fit    3  » 

et  il  en  résulte 

cç'quî  change  l'intégrale  précédente  en 

4  tf 


y  -+-1  [  (  X  -^  <l)  ^  ^|/'cty  =  o. 


Il  est  aisé  de  vérifier  cette    intégrale,  qui   n'est   pas   d'ailleurs   de   la 

forme 

t/=o, 

d  U 


(44^)=°. 
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en  tirant  de  la  seconde  équation 

d  A  ^^^^  2   4#    '    et 


d  (t  (  X  -^  A  )  \  *  A 

dy(x  24.'flt-H(^x-f-«^4"«    • 

et  de  la  première 

X\<L  I 

\<t(2.\'a.'^(x-{'a.)\'*a)  d  a 


(^  X  H-  rt  ;  î  4  '  «t  *  dx(y  (x^a)^     • 

\a(x\'a'^(x-^a)\*'a)         d  a       \  u. 

^  (  X  '\-  a)  ^  \  '  A  ^  d  y  (  X  (  x-^-a)^  \  'a     • 

valeurs  qui  donnent  en  efFet 

La  valeur  de  ^  que  nous  venons  d  obtenir  ne  contenant   que  x  et  ce, 
elle  pourra  être  présentée  par  Q,  et  l'on  aura 

l'^lfCx-k'A)^^'Aj  1 


et  par  conséquent. 


« 

cette  équation,  combinée  avec  sa  dérivée  partielle  relative  à  cl, 

donne  une  intégrale  de  i 'équation  proposée  sous  la  forme  demandée  ; 
car  en  faisant  attention  que  v  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et 
de  fit  I  on  a 

-   >'  H-    I    -H  /  V 

V  /    I  /-4-i-*-/v\     dv    ^__^         y-k-lv      dv 

d  A  (  X  \~  7^       )  dA(x         ""*      V  *      ^tt(^x' 

et  que,  par  la  même  raison, 
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y  -k-  1  -+-  /  V 

V  y  -♦-  /  V  d  ¥ 


d  X  (  a  V*  d  X  (  A    * 

on  verra  que  la  seconde  équation  se  réduit  à 


o. 


qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  a  ne  devienne  une  fonction  de  x  ^  à 
moins  que 

7 -H  / /(^x -H  et;  *  4.  '  flt7  =  o, 

et  que  la  première  donne 

y. 

c'est-à-dire,  les  mêmes  valeurs  que  nous  avons  déjà  trouvées  pour  satis- 
faire à  l'équation 


Mais  comme 


y^l  [{x^U^J^y  <tj=0. 


donne 


^>  — : . 

(  X  ^  a  J  *  •^'  a     ' 


la  valeur  de  q  en  fonctions  de  ;ir  et  de  ot,  que  nous  avons  prise  pour 
Q,  peut  être  changée  en  celle- ci  : 

alors 

A^l^////  Cahier.  E 


34  ANALYSE. 

doii 


l  =  u-hfQ'dy=  ^e^\<t. 


qui,  avec  sa  dérivée  partielle  relative  à  <l  seul, 

e  ^\L'  <L 7 — r7-  =0, 

^  (   X    ^^    CL  J    '' 

donne    l'intégrale  de  la  proposée  sous  une   nouvelle  forme ,   la  plus 
dmple  de  toutes,  puisqu'on  en  tire  immédiatement 


(  x^  <t)  -    ' 


et,  par  conséquent, 


(Z—^)^'^P  =  o. 


$.  II. 

Application  au  second  Ordre. 

On  doit  dabord  distinguer  deux  classes  d'équations  aux  différen- 
tielles partielles  du  second  ordre  :  celles  qui  peuvent  avoir  une  inté- 
grale intermédiaire  du  premier  ordre,  et  celles  qui  nen  sont  pas  sus- 
ceptibles. Les  premières  peuvent ,  en  général ,  s'intégrer  par  des 
méthodes  analogues  à  celles  qu'on  emploie  pour  les  équations  du 
premier  ordre  ;  cette  considération  a  empêché  la  plupart  des  géomètres 
qui  se  sont  occupés  de  l'intégration  des  équations  aux  différentielles 
partielles,  de  faire  de  la  détermination  de  leur  intégrale  primitive 
l'objet  d'une  étude  particulière.  On  s'est  borné  presque  généralement 
à  montrer  comment  on  en  peut  trouver  l'intégrale  intermédiaire, 
et  1  on  a  supposé  quil  ne  restait  plus  alors,   pour  obtenir  l'intégrale 
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irîmitive,  qu'à  i'întégrer  de  nouveau  comme  une  équation  ordi- 
laire  du  premier  ordre.  Mais  ce  procédé,  qui  peut  rcHissir  dans  beau- 
coup de  cas,  n'est  ni  le  plus  gênerai,  ni  celui  qui  conduit  le  plus 
directement  à  l'intégrale  primitive  ;  la  prc'sence  d'une  fonction  arbitraire 
dans  l'intégrale  intermédiaire  s'oppose  souvent  à  ce  que  les  méthodes  pour 
'intégration  des  équations  du  premier  ordre  puissent  y  être  apjjliquées 
Immédiatement,  sur-tout  quand  elle  est  représentée  par  un  système  de 
[eux  équations;  et,  lors  même  que  cette  circonstance  n'a  pas  lieu, 
m  est  obligé  de  calculer  de  nouveau  des  équations  qui  se  trouvent 
emprises  parmi  celles  qu'on  a  dû  tirer  de  l'équation  donnée  lorsqu'on 
l  cherché  son  intégrale  du  premier  ordre  ;  ce  qui  complique  inulile- 
nent  le  calcul.  J'ai  donc  cru  faire  une  chose  utile  en  donnant  une 
nélhode  pour  arriver  directement  à  l'intégrale  primitive,  qui  ne  fût 
jKîint  exposée  à  cet  inconvénient,  et  fît  en  même  temps  connaître 
les  différentes  formes  dont  cette  intégrale  est  susceptible  dans  les  divers 
«as  qui  peuvent  se  présenter.  Lorsqu'il  ne  peut  point  y  avoir  d'intc- 
termédiaire,  les  méthodes  d'intégration  qui  réussissent  pour  les 
^qitaiions  qui  en  sont  susceptibles  ne  peuvent  plus  être  employées. 
Alors  les  équations  intégrables  comme  si  elles  étaient  aux  différen- 
tielles ordinaires,  qui  conduiraient  à  l'intégrale  du  premier  ordre  si 
elles  satisfaisaient  aux  conditions  d'inlégrabilité,  cessent  de  satisfaire  à 
tes  conditions,  et  jusqu'à  présent  on  n'en  a  tire  aucun  parti  pour  la 
echerclie  de  l'intégrale  primitive.  Les  méthodes  d'intégration  auxquelles 
m  a  eu  jusqu'à  présent  recours  dans  ce  cas,  consistent  en  général 
,  transformer,  lorsque  cela  est  possible  ,  l'équation  donnée,  par  ie 
changement  des  variables  indépendantes  et  de  la  fonction  qui  en  dé- 
Ipend,  en  une  autre  équation  dont  l'intégrale  soit  connue,  ou  bien  à 
supposer  une  forme  à  cette  intégrale,  et  à  tâcher  de  la  particulariser  de 
manière  à  satisfaire  à  l'équation  donnée.  C'est  ainsi  qu'on  est  parvenu 
à  intégrer  dans  un  grand  nombre  de  cas  les  équations  linéaires  du 
second  ordre  :  on  n'a  pas  obtenu  le  même  succès  à  l'égard  des  équa- 
tions du  même  ordre  qui  ne  sont  pas  linéaires.  Je  me  suis  proposé  de 

E    2 
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donner  pour  les  unes  et  fes  autres  une  nouvelle  méthode  fondée  sur 
la  considération  des  équations  déduites  de  la  proposée  qui  semblent 
devoir  être  considérées  comme  aux  différentielles  ordinaires,  maïs  qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabilité,  et  dont  on  ne  peut  faire 
aucun  usage  tant  quon  les  considère  uniquement  sous  ce  point  de 
vue.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'on  fait  attention  que  ce  sont  de 
véritables  équations  aux  différentielles  partielles.  La  méthode  que 
j'emploie  pour  en  déduire  les  intégrales  primitives  d'un  grand  nombre 
d'équations  privées  d'intégrales  intermédiaires,  est  loin  encore  d'être 
aussi  générale  qu'on  pourrait  le  désirer;  mais  c'est  du  moins  un  premier 
pas  dans  un  genre  de  recherches  que  je  ne  crois  pas  avoir  été  tenté, 
et  qui  me  paraît  promettre  de  conduire  un  jour  à  des  résultats  d'une 
toute  autre  importance  que  ceux  que  j'en  ai  déduits  jusqu'à  présent. 

Pour  mettre  de  l'ordre  dans  l'exposition  de  ces  recherches ,  je  m'oc- 
cuperai successivement  des  équations  aux  différentielles  partielles  du 
second  ordre  dans  les  quatre  cas  suivans  : 

I.*  Celui  où  l'intégrale  primitive  ne  contient  que  des  fonctions 
arbitraires  de  x  ou  de  y. 

2.^  Celui  où  elle  contient  des  fonctions  arbitraires  composées  de 
quantités  qui  varient  au  contraire  à- la- fois  avec  a:  et^,  mais  rela- 
tivement auxquelles  les  dérivées  de  i  contenues  dans  l'équation  peuvent 
être  hétérogènes  à  l'intégrale. 

3.®  Le  cas  où  cette  dernière  circonstance  a  lieu  à^^'égard  d'une 
des  deux  fonctions  arbitraires  .de  l'intégrale  primitive ,  tandis  que  les 
mêmes  dérivées  sont  nécessairement  homogènes  à  Tintégrale-  relative- 
ment à  l'autre  fonction  arbitraire. 

4.**  Le  cas  où  ces  dérivées  sont  nécessairement  homogènes  à  l'inté- 
grale relativement  aux  deux  fonctions  arbitraires.  Je  donnerai,  dans 
chacun  de  ces  cas,  les  formules  qui  doivent  conduire  à  l'intégrale  ; 
mais  je  n'appliquerai  d'abord  ces  formules  qu'aux  équations  du  second 
ordre  susceptibles  d'une  intégrale  intermédiaire. 

Je  considérerai  ensuite,  en  reprenant  les  quatre  cas   que  je   viens 
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<rindiquer ,  les  équations  du  second  ordre  qui  ne  peuvent  point  avoir 
d'intégrales  du  premier  ordre  d  après  la  forme  de  l'équation  donnée ,  et 
j'appliquerai  les  mêmes  formules  à  chacun  deux.       «. 

Lorsque  l'intégrale  primitive  d'une  équation  du  second  ordre  ne 
contient  que  des  fonctions  arbitraires  de  x*  ou  de  ^/  il  peut  arriver  que 
les  deux  fonctions  soient  composées  de  la  même  variable  indépen- 
dante, ou  que  Tune  le  soit  de  x  et  l'autre  de  y  :  dans  le  premier  cas, 
les  différenciations  relatives  à  la  variable  qui  n'entrent  pas  dans  la  com^- 
position  des  fonctions  arbitraires  n'introduisent  dans  le  calcul  aucune 
nouvelle  quantité  à  éliminer;  et  les  autres,  en  introduisant  nécessai- 
rement un  nombre  au  moins  égal  et  souvent  plus  grand  que  ceipi  dts 
équations  qu'elles  fournissent,  l'élimination  des  arbitraires  ne  peut  donc 
avoir  lieu  qu'entre  les  premières  ;  d'où  ii  suit  que  l'équation  du  second 
ordre  qui  en  résulte  ne  doit  contenir  que  des  dérivées  de  3  relatives 
à  une  seule  variable.  Cette  forme  d'intégrale  ne  peut  donc  convenir  qu'à 
des  équations  du  second  ordre  qui  se  trouvent  dans  ce  cas,  et  qui 
peuvent,  par  conséquent,  être  Intégrées  comme  si  elles  étaient  aux 
difïerentielfes  ordinaires,  en  remplaçant  les  constantes  par*  des  fonc- 
tions arbitraires  de  la  variable  qui  est  regardée  comme  constante  dans 
ces  intégrations^ 

Les  équations  du  second  ordre  dont  les  intégrales,  renferment  une 
fonction  arbitraire  de  x  et  une  de^^,  doivent  être  l'objet  d'un  examen 
plus  approfondi.  Suivant  ce  qui  a  été  démontré  dans  un  des  para- 
graphes du  mémoire  inséré  dans  le  xvn.*  cahier  du  Journal  de  l'École 
royale  polytechnique,  elles  ne  peuvent  alors  contenir  ni 

d  »  7 


m 


d  X  -  (y 
d  ^  l 


dy^(x 

on  peut  donc  les  représenter  par  la  formule 

F  (  x,y,i,p,  q,  s)  =0, 


r« 
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ou,  en  supposant  qu'on  en  ait  tiré  fa  valeur  de  s» 

s-=if(x,y,i,p,q). 

En  y  remplaçant  s  par  sa  valeur 

d  q  d  0L  (  X         d  y 

d  X  (  a  d  y  d  x  (  a   ' 

d   (L    (   X 

pour  former  les  équations  P ,  Q»  Sac.^  on  n'en  trouve  que  deux,  sayôir 
et 


d  X  (  a 


O, 


dont  la  seconde  donne  a=;^;  ce  qui  prouve  que,  dans  toute  équation 
où  il  n'y  a  de  dérivées  du  second  ordre  que  s,  et  dont  féquation  pri- 
mitive ne  contient  point  d'intégrale  partielle,  une  des  fonctions  arbi- 
traires est  nécessairement  composée  de  y  seul.  On  démontrerait  de 
même,  en  changeant  x  en  y  et;^  en  x,  que  l'autre  fonction  arbitraire 
l'est  nécessairement  de  x  seul  ;  et  cette  connaissance  une  fois  acquise , 
les  équations  qu'on  trouverait  en  même  temps,  savoir, 

-l±—z=f{x,y,z^P^çJ^ 

ne  seraient  que  la  proposée  même  dans  laquelle  s  serait  remplacé, 
tantôt  par 

dq 


parce  que  cc.=^,  tantôt  par 


d  X  (  a    ^ 


dy(^' 
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par|e  que  fi^zx;  ce  qui  n  apprendrait  rien  de  nouveau.  ÏI  est  aisé  de 
voir  d'ailleurs  que  la  transformation  dont  nous  parions,  ayant  pour  but 
de  prendre  pour  variable  indépendante  une  des  quantités  dont  les 
fonctions  arbitraires  sont  composées  »  doit  devenir  inutile  lorsque  cette 
condition  est  dé/à  remplie. 

Si  Ton  remplace  dans  l'équation 

p (^»y^  i*P'^»  ^J='  ^t 

t 


on  aura 


ou 


dont  la  première  peut  être  considérée  comme  aux  diâ^érentielles  ordi^ 
naires  entre  les  trois  variables  x,  j,  ^^  en  y  regardant  7  comme 
constant»  et  la  seconde  comme  une  équation  delà  même  nature  entre 
les  trois  variables^/  Z»  P »  ^^^^^  laquelle  x  est  constant. 

Si  Téquation  donnée  a  une  intégrale  intermédiaire  et  que  cette  inté- 
grale résulte  de  Télimination  de  la  fonction  de  x  entre  l'intégrale 
primitive  et  sa  dérivée  relative  à  y^  cette  intégrale  ne  pourra  renibjmer 
que  x,  y^  Z#  ^»  ,^^  à!t\x\  fonctions  arbitraires  de^  dérivées  l'une  de 
l'autre  ;  il  est  évident  qu'en  différenciant  alors  par  rapport  à  x* ,  et 
éliminant  des  fonctions  de  y  comme  si  c'étaient  des  constantes  »  on 
aura  une  équation  entre 


identique  à 


d  z  d  a 

^     ^       d  X  (y        ^        d  X  ( y 


^ (  ^'^' ^  TiTT"  '  ^' -7^77)  =  ^' 


b . 
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doù  îl  suit  que  cette  dernière  équation  satisfera  à  la  condition  d'in- 
tégrabilité,  cest-à-dîre  quielle  sera  décomposable  en  facteurs  de  ia 
forme  , 

d  X  Cj^  d  X  (  y  ' 

G,  H  tt  K  étant  des  fonctions  de  ;r  ^  ^,  2*  ^  entre  lesquels  on  ait  cette 
relation , 


o. 


Lorsque  ces  deux  conditions  ne  seront  pas  remplies  »  on  sera  sûr  que 
Téquation  donnée  ne  peut  avoir  une  intégrale  du  premier  ordre  con- 
tenant seulement  des  fonctions  arbitraires  de  y.  On  trouvera  de  mémcr 
en  partant  de 

les  conditions  qui  doivent  être  satisfaites  pour  que  Téquation  donnée 
ait  une  intégrale  du  premier  ordre  où  entrent  seulement  des  fonctions 
de  AT. 

Au  reste,  quand  je  dis  que  ces  intégrales  intermédiaires  contiennent 
l'une  des  fonctions  àe y,  l'autre  des  fonctions  de  x,  c'est  parce  que  si 
on  les  tire  de  l'intégrale  primitive  où  se  trouvent,  par  exemple,  <^  x 
et  ^|/  y^  la  première  contiendra  4/  7  et  ^|/  '/,  et  la  seconde  cp  x  et 
^'  X  \  mais  comme  l'intégrale  d'une  équation  aux  différentielles  or- 
dinaires entre  trois  variables,  qui  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilit^^ 
ne  peut  contenir  qu'une  seule  constante  arbitraire,  il  s'ensuit  que,  pour 
que  Féqualion  donnée  puisse  être  satisfaite  par  ces  intégrales,  il  faut, 
dans  le  premier  cas,  que  4'>'  et  \'  y  se  réduisent. à  une  seule  fonc- 
tion de  y^  et  dans  le  second,  que  cp  x  et  ^  '  x  se  réduisent  à  une 
seule  fonction  de  x.  C'est  ainsi  que 

t^^^x"^  \y-\-y''<^x. 
çt^nt  l'intégrale  de 
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X  y  s  "^n  xp  —  m  y  q  -\- mil  i-=z  o  t 

ies  deux  intégrales  intermédiaires  sont 

qai  ne  contiennent  réellement  chacune  qu'une  fonction  arbitraire ,  puis- 
qu'elles peuvent  évidemment  ^tre  écrites  ainsi  : 

mi  —  xp'-]ry''Mx     ,     niz=:y  q-\^x'^xy* 
Lorsque  Téquation  est  linéaire  et  représentée  par 

on  trouve,  en  la  comparant  à 

et  Téquation 
devient 


*• 


ce  qui  s'accorde  avec  l'équation   de  condition   qui  doit  être  satisfaite 
pour  qu'on  obtienne ,  par  la   méthode  de  M.  de  Lapiace  »  l'intégrale 
primitive  dès  la  première  transformation. . 
On  trouverait  de  même 


(i_«)_;V-HP<2 


pour  la  condition  nécessaire  à  l'existence  d'une  intégrale  intermédiaire 
où  se  trouve  une  fonction  arbitraire  de  x. 
Lorsqu'une  des  équations 

XyiIL'  Cahèer.  F 
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ou  ■  I 

I 

Mtisfem  aux  conditions   dlntégrabîlité ,   on   trouvera    immédiatement 
l'intégrale  primitive  de 

dans  le  premier  cas  >  en  intégrant 


^(^r^'^'S^^'^'A^l^*^' 


relativement  aux  trois  varmbfes  x,  i.  g,  tt  remplaçant  la  constante 

arbitraire  par  une  fonction  de  y  ;  puis  en  y  écrivant  j---  au  lieu  de 

q,  et  intégrant  l'équation  résultante  par  rapport  aux  deux  variables  y 
et  2 ,  ce  qui  n'exige  aucune  nouvelle  y  condition,  puisqu'il  n'y  a  plus 
que  deux  quantités  variables  dans  cette  équation  ;  on  remplacera  en- 
suite par  une  fonction  de  x  la  constante  arbitraire  qtii  résulte  de  cette 
dernière  intégration.  II  faudra  faire  relativement  Â  ^  ce  qut  nous 
venons  de  faire  par  rapport  à  x ,  lorsque  ce  sera 

qui  satisfera  aux  conditions  d'intégrabilité. 
Si  Ion  a ,  par  exemple , 

P  -^  q 


»  .  \      d  p  d  7 


on  pourra  en  tirer 

dy  (  X         «  ^y  (^ 

d'où 
e'^st-è-dire , 


ANALYSE. 

* 

■ 

dz      ,         I        ._ 

♦  « 

dx  (y             X  '^r  y     ^             i 

e-HK    * 

dont  i 

iQtégrefe  e$t 

• 

• 

Ç  X  J  X 

ou  en 

écrivant  <p  a 

r  au  lieu  de  /  cp  x  d  x. 

m 

♦  *  -♦-  4-^ 

4) 


+/) 


Les  équations  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre  qui  ne 
Contiennent  que  la  dériva  s  de  cet  ordre,  doivent  être  examinées  avec 
d'autant  plus  de  soin  >  que  c'est  souvent  en  y  ramenantles  autres  équa^ 
tions  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre  qu'on  parvient  à 
les  intégrer.  L'intégration  générale  des  équations  comprises  dans  la 
formule 

F (x,y.i,  p,  q,s)=i  o, 

peut  être  regardée  comme  la  première  question  à  résoudre  pour  arriver 
à  celle  de  toutes  {es  équations  du  second  ordre.  Mais  ce  problème 
parait  devoir  échapper  encore  {ong-t^ps  aux  méthodes  de  l'analyse 
actuelle  ;  on  ne  sait  encore  intégrer  ces  équations  que  dans  le  ca^ 
dont  nous  venons  de  parler,  où  elles  ont  une  intégrale  intermédiaire, 
et  dans  le  cas  des  équations  linéaires  intégrées  par  M.  de  Laplace.  Je 
reviendrai  sur  ces  équations  quand  je  m'occuperai  des  équations  du 
second  ordre  qui  n'ont  pas  d'intégrales  intermédiaires;  je  vais,  en 
suivant  l'ordre  que  je  me  suis  prescrit,  examiner  les  équations  du 
second  ordre  qui  eq  ont,  et  dont  les  intégrales  primitives  contiennent 
des  fonctions  arbitraires  composées  de.  quantités  qui  varient  à- la ^  fois 
avec  X  et  avec  /. 

Je  ferai  précéder  cette  recherche  par  quelques  considérations  géné- 
rales sur  les  diverses  méthodes  d'intégration  pour  les  équations  auK 
diffénentjelles  partielles  ;  elles  4:onsistent  toutes  à  remplacer  Inéquation 

F  a 
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donnée  par  -plusieurs  équations  dans  lesquelles  les  quantités   dont  les 
i  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale  primitive  sont  composées,  se  trouvent 

f  mêlées  avec  les  variables  de  Téquation  donnée*  Dans  la  méthode  connue 

pour  l'intégration  des  équations4inéaires  du  second  ordre,  on  prend  deu)( 
nouvelles  variables  indépendantes  qu'on  détermine  de  manière  que  les 
deux  dérivées  extrêmes  du    second   ordre    disparaissent    de  l'équation 
I  transformée;  ces  deux  nouvelles  variables  indépendantes  sont  précisé- 

ment les  quantités  que  j'ai  nommées  et  et  )3,  et  l'équation  donnée  se 
trouve  remplacée  par  trois  équations  entre  x,  y,  i,  et  et  (i\  savoir  ; 
5  deux  entre  x,y,  et  une  des  nouvelles  variables,  qui   sont  aux  dîfiFé- 

1^  rentielles  partielles  du  premier  ordre,  mais  qu'on  peut  traiter  comme 

fil  elles  étaient  aux  différentielles  ordinaires,  et  la  troisième  qui  doit 
donner  la  valeur  de  ^  et  qui  est  aux  différentielles  partielles  du  second 
ordre,  *mais  ne  contenant  de  dérivées  de  cet  ordre  que  celle:  qu'on 
obtient  en. faisant  varier  alternativement  les  deux  variables  in4épen-! 
dantes.  Dans  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  du  premiei 
ordre,  on  remplace  l'équation  donnée  par  deux  équations  entre  x^y, 
Z»  àUt  soit  immédiatement  quand  les  dérivées  du  premier  ordre  sont 
hétérogènes  à  l'intégrale,   soit  dans   le  cas  contraire,    en  partant   de 

•  *  — 

quatre  équations  entre  x,y,  3#^>  ^j  àu^  d'où  l'on  élimine /?  et  ^.  Cei 
équations ,  quoiqu'aux  différentielles  partielles ,  peuvent  toujours  s'inté- 
grer comme  si  elles  étaient  aux  différentielles  ordinaires,  parce  que  x 
et  (t  y  étant  pris  pour  les  deux  variables  indépendantes ,  elles  ne  con- 
tiennent que  des  dérivées  relatives  à  x. 

'Dans  les  équations  du  second  ordre  considérées  en  général,  on  doit 

se  proposer  de  trouver  trois  équations  entre  x,y^  i,  et,  )8,  par  Télî- 

minatiôn ,  lorsqu'elle  est  possible ,  des  dérivées  de  %  ;  mais  de  quelque 

f  manière  qu'on  s'y  prenne,  deux,  tout  au  plus  de  ces  trois  équations, 

peuvent  être  intégrées  comme  si  elles  étaient  aux  différentielles  ordî- 
naires  ;  la  troisième  contient  nécessairement  des  dérivées  relatives  aux 
deux  variables  qn'on  .  y  considère  comme  indépendantes  ;  mais  cela 
n'empêche  pas  qu'elles  ne  conduisent  à  l'intégrale  primitive  dans  beau* 

II' 
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lop'  d'autres  cas  que  celui  Jes  équations  linéaires,  où  l'emploi   d'une 
transformation  de  ce  genre  a  été  suivi  d'un  plein  succès. 

J'expliquerai  bientôt  comment  on  doit  déterminer  les  équations  par 
îsqueiles  il  convient  de  remplacer  l'équation  donnée  ,  lorsqu'elle  ne 
imbe  pas  dans  ce  dernier  cas.  Je  remarquerai  auparavant  qu'on  peut, 
'dans  le  calcul  de  ces  équations,  prendre  une  des  variables  x  ou  ^,  et 
iine  des  deux  quantités  ot  et  /3  pour  les  deux  variables  indépendantes, 
par  exemple,  x  et  a,,  comme  on  le  fait  lorsqu'il  s'agit  d'iniégrer  les 
.équations  du  premier  ordre  ;  alors  les  trois  équations  doivent  déterminer 
^,  2  et  /3  en  fonctions  de  *  et  de  x  :  ou  bien  prendre  pour  variables 
jlodépendajites,  de  même  que  dans  l'intégration  des  équations  linéaires 
làu  second  ordre  par  la  méthode  ordinaire,  les  deux  quantités  a,  et  /3. 
Chacun  de  ces  procédés  présente  des  avantages  qui  lui  appartiennent  ex- 
l«lusivement  :  c'est  pourquoi  je  les  examinerai  successivement,  et  je  don- 
nerai les  mêmes  formules  sous  les  deux  formes  différentes  qu'elles  prennent 
dans  ces  deux  hypothèses  de  variabilité.  La  première  de  ces  hypothèses, 
joù  l'on  conserve  pour  variable  indépendante  une  de  celles  qui  l'étaient 
dans  l'équation  donnée,  est  la  seule  qu'on  puisse  admettre  lorsque  les 
^etix  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale  primitive  doivent ,  d'après  ia  forme 
•de  l'équation  donnée,  ôlre  composées  de  la  même  quantité.  On  recon- 
■ïiait  ce  cas  en  cherchant  la  valeur  de  /3  lorsque  x  et  a,  sont  pris  pour 

Variables  indépendantes,  parce  qu'on  trouve  alors  —: — -p —  i=i  o  *. 

C'est  en  générai  celle  qui  conduit  à  l'intégrale  primitive  par  un 
eatcui  moins  compliqué,  et  la  donne  sous  une  forme  plus  simple.  C'est 
cependant  la  seconde   hypothèse   de   variabilité   où  <t  et   /3    sont  pris 


•  Voyez  ci -après  la  valeur  générale  de  ]~r~'>  *'*"'  '"  équations  dont  les  dérivées 


ii   second  ordre  peuvent  être  hététogénet  à  rinic-grale  relativement  am  deux  fgnciion»  arbi- 
frairei. 


\»' 


*•■ 


y-- 

■ij 


M, 


i 


[i; 

I 

il 

I' 


f 


46  ANALYSE.  , 

pour  les  deux  variables  indépendantes  qui  doit  étro  préférée  dans  cer 
tains  cas,  dont  je  parlerai  ci-après* 

Pour  qu'il  puisse  y  avoir  une  intégrale  intermédiaire,  il  faut  ex 
générai  que  Tune  des  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale  primitive  ] 
entre  sans  y  être  accompagnée  d'autres  fonctions  qui  en  soient  dérivéei 
par.  voie  de  différenciation  ou  d'intégration ,  afin  qu  elle  puisse  ètn 
éliminée  par  une  seule  différenciation  ;  supposons  que  fi  désigne  il 
quantité  dont  cette  fonction  arbitraire  est  composée,  que  l'intégrak 
soit  composée  de  trois  équations  primitives  entre  x,y,  i,  (L  et  ^fi,  el 
qu'en  combinant  de  quelque  manière  que  ce  soit  ces  trois  équations, 
on  puisse  éliminer  ^  )3  et  en  tirer,  la 'valeur  de  /3,  en  mettant  cette 
valeur  dans  deux  de  ces  trois  équations  et  sous  le  signe  <p.  on  aura 
deux  équations  entre  x,  j^,  ^,  «.,  qui  représenteront  la  même  intégmli 
d'une  manière  plus  simple,  et  il  est  ividtnt  quen  preoant  x  et  ii 
pour  les  deux  variables  indépendantes,  et  cherchant  fi  en  même  tempt 
que  /et  z  ^n  fonctions  de  ces  deux  variables ,  on  trouvera  directemcni 
la  valeur  de  fi  qui  résulterait  de  cette  ^mination,  et  par^ conséquent 
l'intégrale  elle-même  sous  la  forme  de  deux  équations  au  lieu  de  trois. 

Q^and  je  dis  que  cette  valeur  de  fi  serait  la  même  que  celle  qu  on 
tirerait  par  l'élimination  de  l'intégrale  représentée  par  un  système  de 
trois  équations  primitives  entre  x,y,  j;,  et,  fi,  j'entends  que  ce  pouorail 
être  également  celle  de  cp  /3  tirée  de  la  même  intégrale  ;  car  tant  que 
(p  fi  n'y  est  accompagné  d'aucune  autre  fonction  qui  en  soit  dérivée, 
Il  est  toujours  permis  d'écrire  fi  au  lieu  de  \  fi^  et  v  /S  au  lieu  de  fi^ 
^  désignant  fa  fonction  inverse  de  \. 

Pour  éciaircir  ces  considérations  par  un  exemple,  je  prendrai 
l'équation 

Pour  savoir  si  les  dérivées  de  Tordre  le  plus  élevé  contenues  dan»  cette 
équaiion  peuvent  être  hétérogènes  à  l'intégrale ,  il  faut ,  d'après  ce  qui 
a^  été  dit  dans  un   des  paragraphes  précédens ,  former  les  équatioDl 
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P  =  o,   Qrro,  /?  =  o,&c.,   en  substituant  à   c«  dérivées    leura 
valeurs  dans  le  cas  où  x  et  c(r  sont  pris  pour  variables  indépendantes, 

d  q  •     . 

d  a.  ^  X 

et  en  égalant  séparément  à  o  lesf  termes  où  — ^ —    n'entre  pas ,   et 

d  A  (  n 

ceux  qui  multiplient  chacune  des  puissances  de  cette  quantité,  et  voir 
si  toutes  les  équations  se  réduisent  À  deux  d'où  Ton  puisse  tirer  plus 

d'une  valeur  de  -^ — ^ — ■ ,  en  faisant  cette  substitution  et  laissant  pour 


d  a  (  X 


abréger./  à  la  place  de  — -j^ —  ;  ce  qui  conduit  aux  mêmes  résultats» 

d  a  (  X 

puisque  cette  quantité  n'entre  point  dans  les  équations  P  z=z  o , 
Q  =  o,  /?rz:o,  &c. ,  on  trouve,  en  passant  tous  les  termes  dans  le 
premier  membre,  et  ordonnant  par  rapport  à  /, 

Kdx^'a      dx  (  u,dx  (  a)    ^     \d  X  (  <L       dx  (  ad  :t(  aJWd  X  (  0l)      ^       ^\ 

[(C-rf-Jw)"-,-(;^)-]''=«. 

doù  il  est  aisé  de  voir  que   les   dérivées  du  second  ordre  peuvent, 
dahs  cet  exemple,   être  hétérogènes  à  l'Intégrale,  puisque  Ton  satîs-' 
fait  à  la  condition  que  cette  équation  ait  lieu ,  quelle  qire  soit  la  Valeur 
de  t,  au  mo^en  de  deux  équations  seulement ,  savoir  : 

d  V  d  q  d  y 

d  X    (  A  d  X    (  A         d  X    (  A        "  * 

[(TTfr)*-/']'-**!.^)'-». 

dont  la  dernière  donne  quatre  valeurs  pour  — — ~ — ,  d'abord  les  deux 
racines  de  Téiquation 


4$  analyse; 

et  ensuite  les  deux  racines  de  .'■  .     \ 


•  1  1  1      /  1-     > 


il  est  aisé  de  voir  qu'en  combinant  l'équation  [B]  avec  ■     -^ 

dp  d  q  d  y         

d  X  (  «  d  X  (  a     d  x^(  a    ^' 

II 

6n  obtient  une  équation  intégrable  ;  car,  en  vertu  de  cette  derhîire, 
sa  différentielle  se  réduit  à 

* 


dont  le  second  facteur  donne 

dy 


flt; 


d  X    (  A 

en  intégrant  cette  valeur  de  ^  ^^ .  ^ ,  on  a 

/  =  A  AT  -4-  w  A, 

et  en  la  substituant  dans  Téquation  [B], 

CL  * -+- ^  ce — pzzzo: 

en  sorte  que  pour  avoir  l'intégrale  du  premier  ordre,  il  faudra  éliminer 
ùu  entre  ces  deux  équations  ;  ce  qui  donnera 


2/-i-^xdtx\/q^-^4p=z\<f^zt:y/^^-{-4pJ. 


On  se  tromperait  beaucoup  si  Ion  pensait  qu en  prenant  alternativement 
les  signes  supérieurs  et  les  signes  inférieurs  dans  cette  équation,  on 
aurait  deux  intégralçs  intermédiaires  de  la  proposée.  iPpur  reconnaître 
iorigine  de  ce  double  signe,  et  par  conséquent  de  la  duplication  des 

valeurs  de  -^ — y^  dans  Téquation  [B],  il  faut  faire  attention  que  la 
proposée 

en 
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en  même  temps  qu'elle  est  du  second  ordre,  est  du  second  degré  rela- 
tive rnent  aux  dérivées  de  cet  ordre,  cest-à-dîre  que  ces  dérivées  y  sont 
élevées  au  second  degré  tant  que  Téquatîon  est  sous  forme  rationnelle; 
en   la  résolvant  par  rapport  à  ces  mêmes  dérivées ,  on  trouve  que  l'équation 

(^r— ./7/;  *— ^*  r/  =  o, 

% 

peut  être  considérée  comme  le  produit  des  deux  suivantes  ; 


ir  —  /^^*-+-2/7-f'^-/^*-+-4/7;  =  o, 


ir — t{^^-^2p  —  q  \/q  * -H  4/7^  =  0, 


qui  ont  lieu  séparément  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  qu'exprime 
cette  équation ,  de  même  que  les  différentes  valeurs  de  y  dans  une 
équation  algébrique  se  rapportent  aux  différentes  branches  de  la  courbe 
qu'elle  représente.  Or  il  est  aisé  de  vérifier  que 


donne 


xr — t(q^-^ip'^q\/q  ^  H-4/7;=:o, 
et  que 


donne    ^ 


i  r -— r  ^  ^  * -+- 2 /7  —  ^ /^  * -h  4 /?^  =  o. 

^^  ne  sont  point  là  deux  intégrales  du  premier   ordre  d'une   même 
^uatîon  du  second,  mais  les   deux  parties  d'une  seule  intégrale   du 

pfcrnîer  ordre,  qu'il  faut  réunir  pour  exprimer  toutes  les  nappes  de  la  ' 

surface  représentée  par  l'équation  donnée. 

^n    voit   maintenant   pourquoi    l'équation   en   -j-  ^.—   montait  au 

degré.  Elle  devait  -donner  les  valeurs  correspondantes  à  ces 
XV nu  Cahier.  •     G 
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deux  portions  d'intégrale  première,  quand  on  prend  pour  variabfes  1»^ 
dépendantes  a*  et  ia  quantité  dont  se  compose  la  fonction  arbitraire 

qui  reste  dans  cette  intégrale  première ,  et  les  deux  valeurs  de  7 — y—  > 

quand  on  prend  pour  variables  indépendantes  x  et  la  quantité  dont 
se  compose  l'autre  fonction  arbitraire  de  Tintégraie  primitive* 


Puisque  nous  avons  tiré 


Jjy 


d  X    (  A 


de  Téquation  [B].  pour  arriver  à 


Vct, 


et 


il  est  clair  qu  en  nommant  ^  la  quantité  dont  I  autre  fonction 


traire  est  composée 


dy 


'     d  X  (  a 

doit,  par  conséquent,  écrire  ainsi  : 


doit  être  tiré  de  l'équation  [A],  qu'on 


( 


d  X  (  e> 


y 


^      d  X    (  (h  P 


O. 


En  général,  lorsqu'une  équation  de  l'ordre  m  est  du  degré  n  rela- 
tivement aux  dérivées  de  cet  ordre,  c'est-à-dire,  lorsque  ces  dérivées 
montent  au  degré  //  dans  cette  équation  délivrée  de  fractions  et  de 
radicaux,  on  doit  tirer  des   équations   P  =  o,  Qnzo,  /?=zzo,  &c. 

par  une  équation  du  degré  m  n^  lorsqUte  les  de- 


là valeur  de 


dy 


d  X  (  a 


rivées  de  l'ordre  le   plus   élevé  sont  toutes  hétérogènes  à   l'intégrale. 
MMs  cette  proposition  est  sujette  à  trop  d'exceptions  pour  la  discuter 
ici.  Je  parlerai  bientôt  de  celle  qui  a  lieu  quand  11  n'y  a  de   termes 
du  second  degré  dans  une  équation  du  second  ordre,  que  rt  —  ^\ 
Wous  avons  été  conduits  à  l'intégrale  intermédiaire 


en  égalant  à  o  le  premier  facteur  de  l'équation  [C]  ;  à  l'égard  du  second» . 


/ 
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î» 


O, 


iorsqu'on  le  combine  avec  réquation  [B],  on  abtient 


11 
4 


o. 


qui  est  une  solution  particulière  de  l'équation  donnée,  ainsi  qu'il  est 
aisé  de  le  vérifier.  . 

Si  Ton  apptiquâié  à  l'intégrale  intermédiaire 


xy-^rqx±ixVq^-\rAp=i\i(q'±zVq'-¥'é^p), 


les  méthodes  connues  pour  l'intégration  dés  équations  du  premier, 
ordre»  pn  considéreiait  comme  variables  indépendantes  x  et  la  quantité 
dont  se  compose  la  fonction  arbitraire  de  l'intégrale  primitive  qui  ne 
se  trouve  pas  dans  cette  intégrale  intermédiaire,  quantité  qui  est  évi- 
demment celle  que  nous  avons  nommée  ^,  ou  une  de  ses  fonctions^, 
ce  qui  revient  au  même  :  cette  opération  ne  pourrait  donc  que  conduire 
de  nouveau  aux  équations  que  nous  avons  déjà  obtenues  en  opérant  sur 
1  équation  donnée»  et  en  considérant  x  et  ^  comme  les  deux  variables 
indépendantes  ;  savoir  : 


( 


dy 


dx  (  ^ 


Y 


dy 


dx  c e> 


dp 


dq 


dy 


dx  C» 


d  X  (  e>     d  X  (  fi 


O, 


O, 


qu'if  suffit  de  combiner  avec 


:•*  jf 


X  A, 


CL*  -H  et ^ pz=ZO, 


t 

pour  avoir  toutes  les  données  nécessaires  à  fintégration  de  la  proposée^ 
On  a  ainsi  cinq  équations  qui  déterminent^^  z,  p,  q,  /i$  en  fonctions 


/ 
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de  x"  et  de  et,  en  sorte  qu'en  éliminant  p  et  ^  on  aura  trois  équa- 
tions, doù  il  faudra  tirer  y,  ^  et  /3  en  fbnctions  de  x  et  de  et. 

Nous  avons  déjà  ^  =  cl  x  H-  ^  oo  déterminé  de  cette  manière  :  reste 
donc  à  trouver  /3  et  j. 

/3  pouvant  être  remplacé  par  ^|/  /8 ,  cette  quantité  doit  être  déter- 
minée en  A"  et  CL  par  une  équation  aux  différentielles  partielles  du  premier 

ordre,   qui  donne    la   valeur  du  rapport  — jK~  >  valeur  qui  reste  la 

d   CL    (  X 

même  quand  on  met  -s}/  /3  au  lieu  de  (i,  ainsi  qu'on  la  vu  dans  un 
des  paragraphes  du  mémoire  inséré  dans   le  xvii/  cahier  du  Journal 

de  rÉcoIe  royale  polytechnique  ;  mais  ce  rapport  est  égal  à ,    .  .      , 

et  en  le  considérant  sous  ce  dernier  point  de  vue?  cette  équation  aux 
différentielles  partielles  du  premier  ordre  peut  être  intégrée  comme  une 
équation  aux  différentielles  ordinaires  dans  i'întégraie  de  laquelle  on 
remplace  la  constante  arbitraire  par  /3.  Cherchons  donc  la  valeur  de 

en  fonction  de  x  et  de  <t. 


d  X  (  ^ 

Al  égard  de  i,i\  faut  tâcher  d  avoir  -^ — ^-r- ,  parce  que  la  valeur 

de  2  doit  contenir  une  fonction  arbitraire  de  /3,  qui  s'introduira  natu- 
rellement dans   le  calcul  en   remplaçant   la  constante  arbitraire  de  la 

fonction  primitive  de  -^ — ^.-^  P^^  celle  fonction. 
La  valeur  de  p  tirée  de  Téquation 


et  •  H-  et  ^  —  p  rz:  o , 
étant  substituée  dans 

/     ^y     W__,,      ^y       :_ 

\d  X  (  p>  }  ^     d  X  C  fi 

et  dans 

d  i  ,  ^/ 


Of 


d  X  (  fi     ^      '     ^      à  X  (  fi 
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donne 


et 


le  premier  facteur  de  la  première  de  ces  deux  équations  réduit  la  se- 


£/ 


conde  à  -^ — y-^zrz  <t*,  en  sorte  que  p  et  ^  se  trouvent  éliminés,  et 
qu'on  a  pour  déterminer  /3  et  ^  deux  équations  bien  simples,  savoir  : 


d  X  {fi 


<t% 


d  X  (  fi   - 

qu'il  faut  combiner  avec 

y  =  et  x"  -H  X  et. 


H  est  à  remarquer  qu'on  trouve  la  même  valeur  pour  -^ — y-^  en  opé- 
rant sur  l'intégrale  première  comme  sur  une  équation  du  premier 
ordre  quon  se  proposerait  d'intégrer.  On  voit  en  effet,  en  comparant 
cette  intégrale  première,  qui  est  représentée  par 


avec 
que  . 


et  en  ia  différenciant  par  rapport  à  y^  substituant  à  la  place  de  s  sa 
valeur  ^  ^t  a  ""^  '  j  x^r  &^  ^'  égalant  à  o  le  coefficient  de  /,  on  trouve 
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rf^r/î      2.  '^^       d  X   (  P>     ' 

mais  îl'est  évident  que  pour  obtenir  par  ce  procédé  la  valeur  de-^ — ~- 
sous  cette  dernière  forme ,  il  faut  savoir  d  avance  que 

y —  du  X  z=.\i  <t 

doit  être  une  des  équations  de  fintégrale. 

Cette  observation  conduit  à  voir  d  où   vient   le   second  facteur  de 

réquatîon  qui  nous  a  donné    ,      .  ,  ziz  <—  et.  Ce  second  facteur  donn« 

en  effet 

^y      ^   .  ^ q^  ^  g  ^  -^  ^  p 

XL  _ . 


d  X  (  P>    ^ 

qui  ne  diffère  de  l'autre  valeur 


d  y        gz±z'^g*'^Ap 


d  X  (  ^  X 

que  parce  que  le  radical  y  est  pris  avec  un  signe  contraire;  en  sorte 
que  ,  quand  y  zzz  et  x  -H  ^  <t   représente  une  des  deux  portions  de 


d  y 

l'intégrale  du  premier  ordre,  on  a   ^      .  ^   = — ol  pour  la  valeur  cor- 
respondante de  -^ — YJ  »  tandis  que  l'autre  valeur       ^ 

correspond  à  l'autre  portion  d)e  la:  miême  fntégrale»  C'est  donc  la  pre- 
mière seule  qu'il  faut  combiner  avec  ^^  =  cl  x  -t-  ^  <t,  pour  obtenir 
l'intégrale  primitive.  On  en  rend  le  calcul  plus  simple  en  écrivant  et* 
au  lieu  de  <t ,  et  <t  *  ^  '  cl  à  la  place  de  ^  ot  :  on  a  alors 


y^z^a.^  (  x-^  <^'  du), 
ày      _ 


La  première  donne 


d  X  (  p> 
dx  Cfi 


<tS 
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dy 


<t*-t-(^2  flL;c-Hiot.^'oL-+-oL^  ^" <^) 


dùL 


dx(fi ■  * ■  '^^        ^  ,  ^  ^  ^y  dx(B>         ' 

et,  en  combinant  cette  équation  avec  la  seconde,  on  a 


da 


2   A   * 


d  X  (Q> 


Z  a  X 


2flt9'a-HA^9"a  ^ 


dont  l'intégrale  est  ce  que  devient  celle  de  Téquation 

2  X  JùL-h-  2  (LdX'-\r2  (^' CbdtL  — |-  CL^"  <tJ(t  ZZZO, 


lorsqu'on  y  remplace  la  constante  arbitraire  par  /3  ;  on  a  donc 

/3  =  2  ût  X" -4- Cp  flt -4-  et  ^     CL. 


II  ne  nous  reste  plus  qu'à  exprimer  aussi  z  ^^  fonction  de  x  et  de  et  : 

d    T  d    tL 

pour  cela  on  divisera  la  valeur  de  -; — W-  par  celje  de 


d  X  (e^ 


d  X  (  p>    ' 


après 


avoir  écrit  cette  dernière  ainsi  : 


d  A 


2  a  * 


d  X  (  e, 


fi  —  ^A-t-A9'«-h-a*9"a    * 


et  on  aura 


di 


da  (H 


—  (fi  —  ^  (t -+- et ^ ' 00 -+- (t*  ^  ' (tj; 


doù 

l 

Or 


—  /  (cl*  ^(L OL^^'ct <L^  ^"  <t)  |/oLH-n|/  /8. 


et 


faA^"(LJtiU=::cL^cp'cL — ^^a^^'  <Lda:=fL^^'  <l — /^oJ^<Sfay-\- 1  ifcL^^aJoL^ 


f(t  5cj>'flt^ct=:a  '  CfflL  —  3  /"et  *  (p<Ld(L  : 


ainsi 


«  ^  â 


^9  ■ 
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ou  en  substituant  k  /i  sa.  valeur, 


3 


en  sorte  que  Tintégrale   primitive  de  (r-r^p  t  )  ^  '=z  q^ r  t  est  repré- 
sentée  par  le  système  des  deux  équations 


CL  4  X— 4  CL  ^  (^  €L'\'  ^  CL  ^  ^'  A  ^    /•  .  \      ^  /« 

y  =  <t*x'H-ct*Cp'ûL. 

Je  ferai  sur  cette  intégrale  quelques  observations  qui  s'appliquent 
en  générai  aux  équations  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre 
qui  s'intègrent  de  la  même  manière. 

La  première  est  relative  à  Téquation 

d  X    (^  \d  X   (p>)        ' 

qu'on  obtient  en  éliminant   ol  entre   les  deux  équations  qui   donnent 

d.    7  d   V 

les  valeurs  de  — ; — ^-r    et  de  -; — ^-r  •   Cette  équation,  ^n  y  considé- 

d  X  (  fù  d  X  (  fi  *  ^ 

rant  fi  comme  une  constante,  est  aux  différentielles  entre  les  trois 
variables  x,y,  i,  sans  aucune  des  dérivées  p,  q,  r,  &c.  de  g;  mais 
elle  ne  satisfait  pas  aux  conditions  d'intégrabilité.  M.  Monge  a  donné 
une  méthode  pour  transformer  une  équation  de  ce  genre  en  une  équa- 
tion aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre.  On  pourrait  croire 
que  quand  cette  circonstance  se  présente  dans  l'intégration  d'une  équa- 
tion du  second  ordre,  celle  du  premier  qui  résulte  de. cette  transfor- 
mation peut  être  de  quelque  utilité  pour  trouver  l'intégrale  de  l'équation 
donnée  ;  mais  je  me  suis  assuré  par  des  considérations  qu'il  serait  trop 
long  de  développer  ici,  qu'elle  ne  peut  conduire  qu'à  une  solution  par- 
ticulière :  je  me  bornerai  à  le  vérifier  sur  l'équation  que  j'ai  prise  ici 
pour  exemple. 

En  faisant  yf^  =/>  H-  ^  -^ffr  '  ^'  l^T^—  "*  ^'^  * 


ANALYSE.  57 

m  * 

et  il  faut,  suivant  le  procédé  donné  par  M.  Monge,  éliminer  u  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  prise  en  ne*  faisant  varier  que  u  ;  savoir  : 

olT  cette  opération  donne  ; 

qm^j  est  précisément  la  solution  particulière  de  (r — p  t)^  z=zq^  rt,  que 
nous  avons  déjà  trouvée. 

la  seconde  observation  est  relative  à  la  forme  des  quantités  com- 
posées de  ;(:  et  de  oL,  qui  entrent  dans  cette  intégrale.  Deux  de  ces 
quantités  se  trouvent  dans  la  première  équation ,  l'une  hors  du  signe 
n|/  ,  et  l'autre  -sous  ce  signe  ;  la  troisième  forme  le  second  membre  de 
la  seconde  équation.  Si  l'on  prend  les  dérivées  relatives  à  ol  seul  de 
ces  trois  quantités,  on  trouvera  qu'elles  ont  toutes  trois  un  facteur 
commun  où  se  trouve  exclusivement  la  nouvelle  dérivée  de  ^  et  que 
ces  différenciations  introduisent  dans  le  calcul.  Ces  trois  dérivées  se 
réduisent,  en  effet,  à 


{  Z  X  -^  2  ^'  (L  -+-  (L  Cp"  (tj    ^J/'    (  1  <L  X  -+-  ^  (L  ^  OL^'  (u)^ 


A  ^i  x+-  X  ^'  ctH-  flt<I>"  eu  A 


où  la  nouvelle  fonction  dérivée  de  ^  eu ,  savoir  ,    ^"  ^%  n'entre  que 
dans  le  facteur  commun 


n 


2  X  H-  2  ^    rt.  -H  et  ^    flP. 


Il  suit  de  là  que  si  l'on  tire  de  la  première  de  ces  équations  la  valeur 

de  -    ^.     ,  et  celle  de    ,    "^ —  de  la  seconde ,  cette  fonction  dispa*»- 
XVIII.'  Cahier.  H 
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xaîtra  de  la  fraction  — j     ■    q^^  est  la  valeur  de   ^ ,  en  sorte  que 

•  J  a  /  X  ' 

cette  dérivée,  et  par  conséquent  aussi  l'autre  dérivée/?*,  seront  homo- 
gènes à  l'intégrale  relativen^ent  aux  fonctions  de  et.  «H  est  aisé  de  voir  que 
la  même  chose  aura  nécessairement  lieu  quand  intégrale  étant  composée 
de  deux  équations,  où  une  des  fonctions  arbitraires  entre  sans  aucune 
fonction  qui  en  dérive  par  Voie  de  .différenciation  ou  d'intégration ,  les 
valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre  devront,  d'après  la  forme  de 
l'équation  donnée,  être  nécessairement  homogènes  à  l'intégrale. 

Pour  le  démontrer  d'une  manière  générale,  je  remarquerai  d'abord 

que  si  ion  représente  l'intégrale  par  les  deux  équations 

•      *  "        <  .  ^       ..      '  .  .  ■,*'.'  .  »  , 

•  •    • 

et  que  l'on  y  considère  x  tt   tL  comme   les  deux  variables  indépen- 
dantes, on  eh  tirera,  en  les  différenciant' par  rapport  à  et,' 


d  a  (  X 


\di]\dy)  \d:^]\d  y] 


*  Voyei  le  Mémoire  sur  les  fhtégrales  dés  équations  aux  diflerentietles  partielles  inséré 
dans  le  17/  caliier  du  journal  de  l'École  royale  polytechnique ,  pag.  574,  où  j'ai  démontré 
que  cette  propriété  ne  peut  appartenir  à  une  dérivée  de  ^  sans  se  présenter  aussi  dans  toutes 

tes  autres  dérivées  du  même  ordre.  II  est  d'ailleurs  évident  qu'on  a  ici 

»  •  .  •  .  •      .  .  ..    • 

«t*      la)  da        r  dûL  ^, 

3       3  d^O    L  ^V/J 


€t* 


V 

f 

pairce^ue  ta  seconde  é^tion  d«  l'intégrale  prinlitive  donne 

(  ax-i-2^  «-4-««*W-r-r  €=î  -^  «  • 
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dU\ i  iV 


59r 


ày 


4  ti  (  X 


\  di  )\d<t)        \di)\doi) 

ldV\ldJ^\(dJ^idU_\ 
\dr  f\dy  }  \dz  l\  dy  } 


d  X.  l  \  d  y  J         \  d  -^  }  \  d  y 

qui  ne  doivent  contenir ,  d'après  ée  qui  a  été  démontré  dans  an  de^ 
paragraphes  précédens,  la  nouvelfe  '  fonction  dérivée,  dé  ct>  produite 
par  ces  différenciations,  que  dans  un  facteur  commun  à  ces  deux  valeurs 

^      et  -1 — ~ — ,  pour  que  />  et  ^  soient  homogènes  à  Tintégraie. 

dU_ 

l 

(^t)  '  (^y-)  '  (47)'  **«»  seuïemeiit  dans  (4^)  ,  (4^).  qui 


d  X   (  4L      ""       à  X   (  9t 

Or  cette  nouvelle  dérivée  ne  peut  évidemment  se  trouver  dans  v-^ — )» 

dU \     l dV  \  .  ,  ,  idV\      IdV 

-f .  1— r — I  .  (—7— If  *nai$  seulement  dans  l-it—'.i  \  ( 


d  a. 


d  <L 

dy 


n'entrent  qu'au  numérateur  dans  les  valeurs  de     .     ,      ,    .     -,~ 

dx(a.dK(ci 

faudra  donc  que  les  deux  quantités 


:  il 


\il*)\  dy)  \da)\ 


dV\ ( dV\ 
dy  ) 


i  i 


et 


(dU\idV\        fâV\/dU\ 

[iir}[-dT}'-'\'Ti)[-dT}' 


d  a.   I  \  d  "^    ]  \  d  a  J  \  d  :^ 

soient  divisibles  par  ce  facteur;  doù  il  est  aisé  de  conclure  que 

d  U 


et 


doivent  rétre  séparément.  Telle  est  la  condition  nécessaire*  pour  que 

les  valeurs  de  p  et  de  q  puissent  être'  homogènes  à  l'intégrale.  Il  est 

nécessaire,  de  plus,  que  Tiine  des  deux  quantités  U  et  V  contienne 

une  fonction  arbitraire.  Supposons  que  de  soît  £/,.et  représemdns  tètté* 

(oxiai<yxi  par  4  /3,  )3  étant  donii<^  en  ^onctipn  de  ;^,^,  j,  et,  <J>  a  et 

des  fonctions  de  cl  dérivées  de  c|>  et',  soit  par  voie  de  différenciation,  soit 

par  voie  dlntégratîon ,  nous  aurons 


H2 


•  •  *  •    »  w. 


V 
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d  où  îl  suit  qu  qn  désignant  par  [-t*;^]  ce  que  deviendrait  (-^—  ]  si 
Ton  en  effaçait  les  ternies  qui  proviennent  des  termes  en  et  contenus 
d.„.  fi.  U  valeur  de  {^)  sem  [J^]  -,-  {^)  [±L)  4'  fi,  où 

ta  nouvelle  fonction  dérivée  de  ^  ol  produite  par  cette  différenciation, 
ne  peut  se  trouver  que  dans  f-^—  |  et  ( -^ — j,  puisqu'elle  ne  peut 

s'introduire  dans  [    ,  ,    ) ,  qui  résuite  d'une  différenciation  étrangère  à 

i&  ;  mais  \'  fi  doit  rester  absolument  arbitraire  :  d'où  il  suit  que  cette 
nouvelle  fonction  ne  peut  être  contenue  exclusivement  dans  un  facteur 

commun  à  tous  les  termes  de  (  -^ —  j ,  sans  que  ce  facteur  ne  divise 
séparément  j-^ — J  et  f-^ — ] .  Si  l'autre  équation  Vziz  o  contenait  aussi 

(d  V  \ 
-^ — j  ne  peut  pas  être 

td  V  "1 
•j — J  ne  l'est  pas  aussi  en  même  temps 

Il  faut  donc,  pour  que  p  et  ^  puissent  être  homogènes  à  i'intégraie» 
qu'ils  divisent  exactement  trois  quantités,  savoir  : 

r  dl/'\     r  dV-i     ld^\ 
quand  «X  j3  entre  dans  les  deux  équations,  et 

i        -  ■       •    -  ,         . 

quand  X  â  n'entre  que  dans  l'équation  U  =  o ,  ce  qui  donne 


W«  ) — Lrf,«  J' 
comme  il  arrive  dans  l'exemple  que  nous  venons  cTexaminer. 


«.. 


ANALYSE.  6l 

Je  remarquerai,  en  troisième  lieu^  que  lorsqu'il  arrive,  comme  dans 
Texemple  précédent,  qu'une  des  équations  de  Tîntégrale  donne  ia  valeur 
éle  y  en  fonctions  de  x  et  de  et ,  et  qu'on  a  d'ailleurs  celle  de  (i  ex- 
nximée  de  la  même  manière ,  on  peut  : 

i.^  Changer  la  valeur  de  /S  en  une  fonction  de  x ,  y  et  tc^  dont 
{^^  dérivée  relative  à  et  seul  soit  nulle  en  vertu  de  cette  équation  ;  il 

d  & 

snM&t  pour  cela  de  prendre  la  valeur  de  — j^'  »  ^^^  se  réduira  à  une 

• 

^jiction  de  x  et  de  et  homogène  à  l'intégrale  par  la  suppression  du 
acteur  commun  à  son  numérateur  et  à  son  dénominateur.  £n  repré- 
sentant cette  valeur  par  iW,  et  celle  dey  par  N,  *M  et  A^  ne  contenant 
quEe  x^  et  et  les  fonctions  de  et  qui  se  trouvent  dans  Tintégrale,  on  n'aura 
qm.m^  remplacer  /3  par  j8  -H  M  y — MN;  car  ia  dérivée  par  rapport  à 

*     <le  cette  quantité,  sera  (44*)  —^^-Tv)  -^  (y  —  ^)  (-Tt)' 


(44) 


qui  est  égal  à  o,   puisque  M  =     ^  ,^  ^    ,  et  que  yznN. 


m 


Dans  l'exemple  précédent, 


j3=  2  etX-f-CP  et-4- et  ^'et      ,      ^  =  et  *  X  •+- et  *  <J)  '  et  : 


ainsi 


Nz=z  et*xM-et*Ç'et. 


Il  faudra  donc  remplacer  la  valeur 


a  et  X -H  <|>  etS-et^^et 

de  j8  par 
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2  tf^xHr^  *-+-  fit  ^  '  CL  H-  -^  — 1-  «c-x  — *<^'et.=:-^^^ — |- et  ;if -+- ^  et; 

1.^  Opérer  sur  l'autre  équation  de  rintégralet  après  y  avoir  remplacé 
la  valeur  de  /i  par  celle  qu'on  aura  ainsi  obtenue,  précisément  commis 
nous  l'avons  &it  à  la  fin  du  parajgraphe  précédent  sur  les  intégrales 
des  équations  du  premier  ordre ,  pour  les  changer  en  deux  équations 
dont  Tune  soit  la  dérivée  de  l'autre  par  rapport  à  ol.  La  quantité  4"  fi 
qui  se  trouve  dans  cette  équation ,  n  empêchera  pas  le  succès  de  cette 
transformation ,  puisqu  au  moyen    du  changement   que   nous   venons 

de  feire  dans  /3 ,  -^ — y^  =  o  ;  on  aura  ainsi  l'intégrale  sous  la  formé 

d'un  système  de  deux  équations  dont  la  seconde  sera  la  dérivée  de 
fa  première  relativement  à  et  seul  »  et  réduira  en  même  temps  à  b  la 
dérivée  prise  par  rapport  à  et  seul  de  la  fonction  arbitraire  qui  aest 
pas  composée  de  «t.        . 

Par  exeiDi^y  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  /3  change 
l'intégrale  de  l'équation  (r — pt)^  :=q  ^  rt,  çn 


on  en  tire,  à  cause  que 


A   * 


en  vertu  de  la  valeur  de;^, 

et  comme  cette  valeur  de  y  donne 


<iy 


da  (  X 

on  a 


:i0LC^'^-+-e*-^"«tH-2  (t  X, 


Q 


X    ■ 


d«i  (  X 


5 
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d'où 


€C  qui  donne  pour  2=«-4-Q>'f  cette- valeur 

' 4/<t*CI)ct^<t^-^|/^-^ — hOUX'-h^AU 

qui  réunie  à 

^  =  et  *  x  H- A  *  <>  '  <t , 

représente  l'intégrale  de 

^r  — ;i/;-  =  ^*r/ 

sous  la  forme  la  plus  simple. 

C^ette  intégrale  se  vérifie  par  un  calcul  bien  simple,  parce  que  la 

seconde  équation  fait  disparaître-^ — y —  et  -^ — - — de  ses  dérivées  du 

premier  ordre  relatives  à  x  et  à  ;^,  en  sorte  qu  on  a  sur-le-champ 

a  4 


i  a 


7  ~        3 

et  en  éliminant  fa  fonction  désignée  par  le  signe  -vj/  ^ , 

p flL*^  =  Ct*, 

on  en  tire 


•        ^ 


A^S=z(4<ti'+-lA^J    j      '        , 


a'o« 


d  a  ■,-■•; 


-,     \    .-. 


•  ••  ••.  .<;» 
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r  ^^  a  *  s    ^_^^    d  X  '(  y     ^^ 


% 


*  —  «  »  r 


*     , 


parce  que  la  seconde  équation  de  l'intégrale 


donne 


dx   (y 


da 


<L\ 


dy  (X 


on  a  donc 


^♦r, 


d'où  Ton  tire 


et  par  conséquent 


/^-^/t^T' 


(r — pt )  *  —  q^  rt=io. 


Parmi  les  équations  du  second  ordre  dans  lesquelles  les  dérivées  de 
cet  ordre  peuvent  être  hétérogènes  à  l'intégrale,  se  trouvent  d'abord 
comprises  toutes  celles  dans  lesquelles  ces  dérivées  ne  sont  élevées 
qu'à  la  première  puissance»  parce  qu'alors  il  est  évident  que  /  n'entrant 
aussi  qu'à  la  première  puissance  dans  la  transformée ,  on  n'en  déduit 
que  deux  équations  en  égalant  séparément  à  o  les  termes  indépendans 
de  /  et  ceux  qui  sont  multipliés  par  t.  Il  en  est  de  même  des  équations  qui 
contiennent  en  outre  un  tçrme  où  rt  —  j*  est  multiplié  par  une  fonction 
de  X,  y,  z,  p,  q,  parce  qu'en  substituant  à  la  place  de  r  et  de  ^ 
leurs  valeurs 

^p ^y         <^y     ..  ^  /    ^y    \  % 

d  K  (  ^  d  X    (  PL        d  X   (  ^  \  d  X  (  0L  ) 

et 
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d  q         d  y 


d  X  (  A     ^  -^  "     d  X   (  0L    ' 

trouve 


r/  — j*  — —  f— ^^V     t    fi     '^P       I        ^^       —il—\ 

\dx(Al         ^^         \d   X     (   A^^     d  X     (  CL         dx(cL)' 

q«-»i  ne  contient  aussi  /  qu'à  la  première  puissance.   Pour  traiter  ces 
nations  d'une  manière  générale ,  je  les  représenterai  par  la  formule 


Hr-^2Ks'^Lt-\'M-^I^(rt—'S^)  =  o, 


où.  H  M  K,  L,  M,  N  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z,  p, 
q^  et  j  en  tirerai  les  deux  équations  que  j  ai  représentées  par  P  zr:  o 
et    ^  =  o ,  savoir  : 

\  d  X  a  X  (  A      d  X  (  a.  I  d  X  (  a  \dx  (ttl 

et 

Hir^\  --xK --r^r- -^IM-N  i-r^-  ^-^  7^)  =  o  ; 

\  d  X  (  A  I  d  X  (  A  \  d  X  (  A  dx(Adx(Aj 

dont  la  seconde  peut  s'écrire  ainsi  : 

,H+N,)  l^y  -  .  (K-  Ns)^,-^  LH-  W.=  o.- 

tt  donne,  lorsqu'on  la  résout  par  rapport  à  —\ — ^ — , 


dy       K—Ni:±:V K*-H L-N  [Hr^xKt-\-Lt-^N (rt—s*)] 


OU 


dy       K—Nsdt^K^  —  HL-^MN 

d  X  (  <t TTilTi  • 

iwi  l'on  tire,  à  cause  que 

XVIU.*  Cahier.  I 


r 
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à  q      .  .    ■  d  y 

q  X  (  *  d  X  (  <t 


cette  équation 


'^y      A   KT    ^  <i 


H-r^, y-N   ,    \     =zK±VK^^HL-^-MN. 


d  X  (y  OL  d  X   (  a 


La  première  équation,  qui  peut  s'écrire  ainsi , 

d  X  (  A  \  a  X  (  a  dx(Aldx(a 

se  réduit,  par  conséquent,  à 

d  X    (  A  *  •  d  X  (  A 


O. 


Telles  soht  les  deux  équations  entre  x,  y,  z»  P^  ^  »  q"î  ^^  contiennent 
que  des  dérivées  relatives  à  a^,  et  dont  on  doit  tirer,,  quand  cela  est 
possible ,  l'intégration  de  Féquatîon  donnée. 

II  est   aisé  de   vérifier  qu'en  remettant,   dans  ces  deux  équations, 

à,  la  place  de  -^ — ~ —  et  de  - — 7—   leurs  valeurs  r  -t-  j     ;  ■  "^ —  , 

•*  d  X     (  ÙL  d  X.   (  A  d  X    (  A     * 

t -z — 4~  >  ^t  ^^  éliminant  ~ — ^ — ,  oh  retrouve  l'équation 

a  X    (  A  .    '  d  X    (.    A  * 


Hr-i-iK  s-{-'lt'^M-+-N(rt'^s'J=:o. 

Dans  ces  deux  équations,  le  double  signe  vient  de  ce  qu'on  y  peut 
prendre  alternativement  pour  et  les  deux  quantités  dont  se  composent 
les  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale;  en  sorte  que,  si  l'on  représente 
ces  deux  qùaniltés  par  et  etjS,,  et  qu'on  fasse  pour  abréger  AT  * — 
H  L-^  M  N  :=- G ,  on  en  aura  quatre,  savoir  : 

,  d  X    (  A  d  X    (   A 


d  X   (  A     '  l  ^       d  X   (  A 
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d  X  (  f>      '  d  X//Ô 


-\ 


d  X  (  fi  *  '     d  X  (  fi 

I>^n5  deux  de  ces  équations,  les  variables  indépendantes  sont  x  et  du  ^ 
et:     dans  les  deux  autres,  a-  et  /3;  on  peut  en  tirer  quatre  équations  où 
ces  variables  soient  les  mêmes  dans  toutes,  soit  en  conservant  x  avec 
une  des  deux  quantités  et  et  /3,  soit  en  prenant  ces  dernières  quantité 
pour  les  deux  variables   indépendantes.  La  première  forme  est  celfe 
sous  laquelle  on   doit   employer   ces   équations,    lorsque^  peut  être 
exprimé  dans  l'intégrale  primitive  par  une  fonction  déterminée  de  x, 
de     A,   et   des  fonctions  de  et,  comme  il  arrive   dans    Tintégraie  de 
[T — •ji?/^*=^*rr,  et  dans  une  classe  entière  d'équations  du  second  ordre, 
où    sont  comprises,  ainsi  qu'il  a  été  dît  plus  haut,   toutes  celles  qui 
sont  susceptibles  d'une  intégrale  intermédiaire.   Quand  cette  circons- 
tance n*a  pas  lieu,  il  faut   prendre   et  et  ^  pour  \%s  deux   variables 
indépendantes  dans  l'un  et  l'autre  cas;  en  réunissant  ces  quatre  équa- 
tions à 

•  *  • 

dl'=ipdx-+-qdy, 

on  en  aura  cinq  entre  les  sept  quantités  x,  y,  i,  p,  q,  «.,  /3^  d'où  il 
s'agira  d'éliminer/?  et  q,  et  d'arriver,  dans  le  premier  cas,  aux  valeurs 
ile;^,  j,  j8,  en  fonctions  de \v  et  de  et,  et  dans  le  second  aux  valeurs 
de^,^^  2  ^"  fonctions  de  et  et  de  ^.  Considérons  d*abord  ce  qui 
arrive  lorsqu'on  prend  x  et  et  pour  variables  indépendantes.  Alors 
parmi  \^^  cinq  équations^  il  y  en  a  trois  v  savoir  :  -     . 

di     .  dy 

d  X    (  ÙL  r  "^ï      d  X    (  A     \ 

N^^-^Hlii^-'^-VO=<..  )[A] 

d  X  (  a  ^  "d  X  (  Ci 

I    2 


/  « 
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qui  se  trouvent  rapportées  aux  variables  indépendantes  x  et  et,  et  qui 
ne  contiennent  que  des  dérivées  relatives  à  la  seule  variable  x  :  à 
l'égard  des  deux  autres,  on  les  ramène  aisément  aux  mêmes  variables 
indépendantes,  mais  elles  renferment  alors  des  dérivées  relatives  à 
Tune  et  Tautre.  Pour  cela  on  observe  que  u  étant  une  variable  quel- 
conque , 

du  du  du  d  a 


d  X  (  p>   d  X   {  CL      '      da(x        d  x  (  P>    * 

et  en  faisant  successivement  u  égal  k  y,  p,  ^,  on  en  conclut 


d  X    (  €L  d  X    (  A 


'1 


H-A^^ll^-^VG) 


[H^^^('^^VO)^li^)-^-^M=o; 


qui  se  réduisent,  en  vertu  des  précédentes,  à 

d  a  rr        d  V       \         d 


et 

d  a       \       d  a  ,  ^         d  a 


{"t^^  ^at-hi/c;  ■-^)-^^^wg. 


d  X    ( 
d  A 


O. 


Ces  deux  dernières  donnent  chacune    une  valeur  àe—i — r-r  ou  de 

m  X  (  & 
d  fi 


—  — T-Ç-^  qui»  lorsqu'on  peut  les  ramener  à  ne  contenir  que  x  et  eu, 

d  A  (  X  > 

donnent  la  valeur  de  iS  par  une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre,  où  cette  quantité  est  déterminée  par  le  rapport  de 
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ses  deux  dérivées,  et  qui  peut,  par  conséquent,  s'intégrer  immédiate- 
ment  comme  une  équation  aux  dîfFérentielies  ordinaires.  Nous  avons 
vu  qu'en  effet  ^  ne  pouvait  être  déterminé  que  par  une  équation  de 
cette  forme,  pour  qu'une  fonction  quelconque  de  /3  y  satisfît  en  même 
temps  que  fi. 


J'observerai , 

i."*  Qu'en  mettant 


du 


d  X  (  u. 


d  f^ 


à  la  place  de 


d  A    (  X 

da 


dx  C  fi    • 

les  deux  dernières  équations  deviennent 


\^^    da(x    ^"     d*(  oc)    dx(  CL  ^y^'    da(x    —  °» 

(fi-T^'^(K'^'^G)-^)-^ xy/G.  ./V-  -T^  =  oJ 

\      da(  X        *  ^  daç  Xi    dx(  a  ^  dx(:a.da(x  ' 

qui  ne  contiennent  plus  que  des  dérivées  relatives  à  x  et  ot  comme  les 
trois  autres  équations ,  en  sorte  qu'on  peut  les  combiner  immédiate'^ 
ment  avec  elles; 

z^  Que,  dans  le  cas  où  il  y  a  une  intégrale  intermédiaire,  en  dé- 
signant par  (i  la  quantité  dont  se  compose  la  fonction  arbitraire  de 
...  ^ 

cette  intégrale,  les  deux  équations 

^  P  •     /  r^    ■       /  /^  \       ^  9 


qui  fournissent  les  deux  équations  intégrables  comme  si  elles  étaient 
aux  dilBMrentieiles  ordinaires  dont  cette  intégrale  résulte ,  se  trouvent 
lemplacées,  après  l'intégration,  par  deux  autres  de  cette  forme  : 


[B] 


7« 
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\f{x.y,  i,p,q)- 

=  /3 

F  (x,y,  Z.p,q):z 

=  +  /3 

/ 


qui  serviront  à  éliminer/?  et  q,  ainsi  que  leurs  dérivées  j     /    ^   j      / 

des  trois  équations  [A];  en  sorte  que  Ton  aura  trois  équations  entre 
X,  y,  z,  et  et  /3,  qui  donneront ^'^  z»  (^  ^^  fonctions  de  ;^  et  de  et, 
et  qui  pourront  être  traitées  comme  des  équations  à  une  seule  va- 
riable indépendante,  puisque  au  pourra  y  être  considéré  comme  cons- 
tant, et  qu'alors  on  n'aura  que  quatre  variables  dans  ces  trois  équations, 
il  faudra  seulement  avoir  soin  de  remplacer  dans  leurs  intégrales  les 
constantes  arbitraires  par  des  fonctions  de  et  ; 

3.**  Que  cette  réduction  dés  équations  qui  doivent  conduire  à  l'in- 
tégrale primitive,  à  des  équations  qu'on  peut  intégrer  comme  si  elles 
étaient  aux  différentielles  ordinaires,  dont  le  nombre  n'est  inférieur  que 
d'une  unité  à  celui  des  variables,  n'a  pas  iieu  seulement  lorsque  l'équa- 
tion donnée  est  de  la  forme 


Hr-\^xKS^Lt^M-^N(rt^s'') 


mais  qu'elle  a  iieu  de  la  même  manière  pour  toutes  les  iéquations  aux 

liiffôrentielles   partielles  du  second  ordre  susceptibles  d'une  intégrale 

intermédiaire.  On  trouve  aussi  dans  ce  cas,  par  le  procédé  expliqué 

tlans  un  dès  paragraphes  précédens ,  deux  équations  relatives  à  a^  et  et, 

-  jt  • 
qui,  par  le  changement  du  signe  du  radical  de  la  valeur  de  ^ — ^ — , 

*  ' 

donnent  deux  autres  équations  où  ce  sont  x  ^t  fi  qui  sont  considé- 
rés comme  variables  indéjpendantes  :  la  seule  différence  est  que  quand 
les  dérivées  du  second  ordre  doivent  être  homogènes  à  l'intégrale,  parce 
que  réquatîôn  donnée  contient  d'autres  puissances  ou  d'autres  produits 

de  ces  dérivées  que  r  /  —  j* ,  on  a  nécessairement  dans  le  calcul  dix 

•  - .  . 

quantités,  x^y,  j,  P»^»  ^»  ^*  ^*  *  ^^  P,  entre  lesquelles,  outre  les 
quatre  équations  dont  nous  venons  de  parler, 'on  a  l'équatîon  même 
donnée  et  les  trois  suivantes  .  -  ^ 


àl 

dx     (  tL 

dp 

d  X  (cl 

dq 
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dy 
^    dx  (  0^  ' 

d  X   (  ùL  '  d  X  (  a 

- . .     .  -\        ■    •  • •  ... 

Parmi  ces  huit  équations»  il  y  en  a  une  qui  ne  contient  que  fes  quan- 
tités mêmes^  x,y,  z,p,  q,  r,  s,  t,  et  cinq  où  il  entre  seulement  de 
plus  leurs  dérivées  reJatfves  à:  x:  prises  en  jneg^rdant  x  et  «(.  comme  les 
deux  variables  indépendantes.  Les  deux  autres  seront  relatives  k  x  tt 
à  j3  ;  mais  on  pourra  les  ramener  à  avoir  x  et  et  pour  variables  indé- 
pendantes ^  comme  dans  le  cas  précédent,  en  y  introduisant  des  déri- 
vées relatives  à  ct^  S'il  y  a  une  intégrale  intermédiaire,  elfes  Cpuroiroht 
deux  équations  de  k  forme 

F  ( x,y,  z,p,  q,r,  s,t)z=:^(i, 

qui  serviront ,  conjointement  avec  l'équation  donnée,  à  éliminer  r,  s,  t 
et  leurs  dérivées  relatives  à  x  des  cinq  autres ,  en  sorte  qu  on  aura 
dans  ce  cas  cinq  équations  du  premier  ordre,  entre  les  sept  variables 
^*ytZfPf  q*  (tet.^t  qu'on  pourra  toujours  intégrer  comme  si  elles 
étaient  aux  différentielles  ordinaires,  parce  quelles  ne  contiendront 
point  de  dérivées  relatives  à  et,  ce  qui  induira  à  six  le' noriibrCî  4es 
quantités  considérées  comme  variables  dans  cette  intégration;    >, 

4.*"  Que,  quand  G:=zK'^  —  HL-^NM  est  nul,  les  deux  équations 
[B]  se  réduisent  à 


d  X     (   ÙL 

OU 


o, 


doù  il  suit  que  les  deux  fonctions  arbitraires:  sont  alors  composées  de 
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la  même  quantité  »  comme  on  pouvait  aussi  ie  conclure  de  ce  que  les 

d   V  * 

deux  valeurs  trouvées  d*abord  pour  — — ^ —  et  dont  on  doit  prendre 

une  pour -j — ^ — ,  et  l'autre  pour  -^ — "/nr»  deviennent  égales  dans 

ce  cas  ; 

5.**  Que,  si  l'on  écrit  les  équations  [B]  sous  cette  forme 


d  ^ 


d  a  (  X  d  A  (  X 


^        d  a  (  X 

d  X    (  ÙL 

■ 

dfi 

d   ÙL    (  X 

dq 

d  »          d 

X  (  *    * 

' dx  (  ». 

et  qu'on  élimine  ensuite  N  de  la  première,  au  moyen  de  l'équation 


''?       t    u     ^y 


a  X  (  »  d  X  (  a 


on  obtient 


// f _££__     '^y     _.      <^^         '^y  \ 

\d  X  (  «t      d  »  (  X  d  tt  (  X      d  X  {  aj 


d  fi 


'^  d  fy         d  X  (  ë,,  ^  '        '     d  A  (  X  d  a  {  X    * 

d  X    (  €1. 

c'est-à-dire, 

dp  __        dq  dy  dq  dy 


d  a  (  OL      •      d  X  (  a      d  ë,  (  x  d  cl  (  x      d  x  (  ùl 

Nous  avons  vu  que  cette  équation  n'était   autre  chose  que  ce   que 
devient 

dp.  d  q 

'   rf/  (  n    ""^    d  X  (y    * 

quan 
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quand  on  prend  x  et  cl  pour  les  deux  variables  înd(?p?ndantes  ;  et 
puisqu'elles  résultent  des  équations  dont  nous  avons  fait  dépendre 
l'intégrale  de  Téquation  donnée,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  en  peut 
tirer  des  valeurs  de  /;  et  de  ^,  ces  valeurs  seront  toujours  telles  que 
p  d  X  ^{-^  q  dy  sera  une  différentielle  exacte ,  en  sorte  qu  en  les  substi- 
tuant ainsi  que  la  valeur  de  dy  dans  cette  expression,  on  aura  une 
valeur  de  ^  2  intégrable  exactement ,  qui  conduira  immédiatement  à 
celle  de  j; 

^.''  Qu'outre  les  équations  trouvées,  Tune  entre  les  différentielles  de 
^*yp  Z'  l'autre  entre  celles  de  x,  p,  q ,  on  en  peut  former  de  sem- 
blables dont  Tune  contienne  les   différentielles   de  x,  y,p,  et  l'autre 

celles  de  y,  p,  q.  II  suffit  pour  cela  d'éliminer  alternativement     .  ^  ^ — 

et  le  terme  qui,  ne  contenant  pas  de  dérivée,  doit  être  regardé  comme 
le  coefficient  de  d x;  on  trouve  ainsi 


a    X    (  ÙL  *  d  X    (  ÙL 

qui  se  réduit  à 


o, 


lorsqu'on  y  met 


K^—HL-^MN 


au  lieu  de  G,  tt 

qui  se  réduit  de  même  à 


^^-H/c;  -A^  -H  L  -A^  -i-M-A'^ 


d  X  (  A  d  X   (  CL  d  X  ( 


O. 


Ce$  équations  ont  aussi  leurs  correspondantes  en  dérivées  relatives  à- 
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ia-fois  à  x'  et  à  et.,  qu'on  obtient  en  y  changeant  le  signe  à^  V  G  » 
rapportant  alors  ces  équations  aux  variables  indépendantes  x  et  /8,  et 
'  ramenant  les  dérivées  relatives  à  ces  deux  variables  à  être  exprimées 
en  dérivées  relatives  à  ;f  et  à  et. 

On  trouve,  en  faisant  le  calcul  comme  pour  les  équations  que  nous 
avions  d abord  obtenues,  que 

\      d  a   (  X      »  '        d  A  (  x]  d  X    (  a.  dx(ad0L(x 

et  que 

Ces  quatre  dernières  équations  n'expriment,  au  reste,  que  les  mêmes 
relations  données  parles  équations  [A]  et  [Bj,  et  ne  peuvent  par 
conséquent  conduire  à  aucun  résultat  qu'il  ne  soit  possible  de  tirer  de 
celles-ci;  elles  peuvent  seulement  être  utiles  en  présentant,  suivant  les 
valeurs  de  H,  K ,  L,^M,  N ,  des  équations  plus  simples  et  où  il  soit 
plus  facile  d'apercevoir  si  les  équations  qui  peuvent  être  intégrées 
comme  si  elles  étaient  aux  différentielles  ordinaires  satisfont  à  la 
condition  d'intégrabiiité. 


Les  quatre  équations 


o, 


d  X  (  a, 


d 


-  ^(=-  T^a  =  "• 


conduisent  à  des  résultats  remarquables ,  quand  l'équation 

Hr-\rxKs'\-Lt'^M-\'N{rt  —  j*^=:o 
manque  de  quelques-uns  de  ses  termes, 
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I.**  Quand  elle  ne  contient  pas  une  des  dérivées  extrêmes  du  second 
ordre  r  ou  /,  on  peut  supposer  qu'on  a  pris  pour  x  la  variable  indé- 
pendante par  rapport  à  laquelle  i  est  deux  fois  différenciée  dans  cette ^ 
dérivée,  qui  est  alors  représentée  par  r.  Pour  que  r  manque  dans  Téquà- 
tion  donnée,  il  faut  quelle  se  réduise  à  2  Â^jH-  L  r -Hi^=  o ,  et 
qu'on  ait  //=r  o  et  Nz=.o\  dou  il  suit  que  la  première  des  quatre 

équations  précédentes  se  réduit  à 

d  OL  2,  V  G 


d  X  (  Ih    o        ' 

OU 

d  X        

d  êL  (  ^   ^' 

et  par  conséquent  on  tire  /3=z  \i  x\  tn  sorte  que,  dans  ce  cas,  une  des 
deux  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale  primitive  doit  être  composée 
de  la  variable  indépendante  relativement  à  faquehe  il  faudrait  diffé-* 
rencier  2  deux  fois  pour  avoir  la  dérivée  qui  manque  à  l'équation 
du  second  ordre ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  démontré  dans 
le  troisième  paragraphe. 

2.°  Pour  que  ce  soit  la  dérivée  s  qu'on  obtient  en  différenciant  2 
alternativement  par  rapport  à  x  et  â  ^,  qui  manque  dans  l'équation 
donnée,  ilfaut  que  cette  équation  soit  représentée  par 

et  qu'on  ait  par  conséquent  K:=zo  tt  N:z=:o  \  alors  tous  les  termes 
de  la  troisième  des  quatre  équations  précédentes  où  V  G  n'entre  pas 
s  évanouissent,  en  sorte  qu'en  supprimant  ce  facteur  commun  à. tous  les 
termes  restans,  on  a 

d  a  d  X  (  m,  du 


—  2 


d  X  (  P»  d  y  d  X  (  y 


I   *i 


d  a  (  X 

relation  très-singulière  entre  /3  et/,  qui  a  lieu  dans  toutes  les  équations 
du  second  ordre  qui  ne  contiennent  de  dérivées  de  cet  ordre  que  les 
deux  extrêmes  r  et  /  à  la  première  dimension  seulement;  cette  relation 
donne  sur-le-champ  )3,jjuaad  pn  connaît^  en  fonctions  de  x  et  de  ce. 
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Cette  circonstance  se  rencontre  dans  l'équatîon  (r — pt)  ^zzzq^  rt, 
que  nous  avons  prise  pour  exemple;  en  la  résolvant  par  rapport  à  fj 
elle  devient 


aydi?/y"-H4/^     ^_,  fl±JlZ-±JZ\i  t. 


et  donne  par  conséquent 


//=!,     Ar=o,     L  =  — (^^^^^-^^-'^    )\     M 


o. 


A^=:o,     G  =  V—HL 


q  dt  ^  g'  -^  4  p 


Après  avoir  trouvé  y  =:  ût.  x  -H  V  a,  il  s  agissait  d  obtenir  j8  et  ^  en 
fonctions  de  x  et  de  et  ;  nous  avons  été  obligés  >  pour  trouver  —: — ~^- 

d   X    (  p.^ 

qui  devait  servir  à  déterminer  (i ,  d'avoir  recours  à  une  équation  du 
second  degré  dont  un  seul  facteur  devait  tire  employé,  parce  que 
lautre  correspondait  à  une  autre  portion  de  fintégraie  intermédiaire 
que  celle  qui  correspondait  à 


nous  aurions  évité  cette  difficulté  et  trouvé  immédiatement  la  vafeur 
de  ^ ,  en  nous  servant  de  la  formule  que  nous  avons  démontré  avoir 
toujours  lieu  quand  Téquation  donnée  est  de  la  forme 

H  r  -+-  Lt  ^^  M=  o, 
dans  laquelle  rentre  l'équation 

(r^pt)^  -—q^  rtzzzo, 

lorsqu'on  la  résout  par  rapport  à  —  ;  on  n'a,  en  effet,  lorsqu'il  s'agît 
de  cette  dernière ,  qu'à  tirer  de  l'équation 


^=:  et  A" -h  y  et, 

cette  valeur 
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et  on  en  conclut,  en  vertu  de  cette  formule, 


11 


d  a 


d  tt 


d  X  (p, 


dx  (y 


tr  « 


en  sorte  que  /3  ou  une  fonction  quelconque  de  /S  est  la  constante  ar-: 
bitraire  de  Téquation 


considérée  comme  aux  différentielles  ordinaires.  Le  facteur  propre  à 

rendre  cette  équation  întégrable  étant  -^ —  ,  introduirait  des  radicaux 

dans  le  calcul  ;  mais  on  les  évite ,  comme  nous  I  avons  vu ,  en  écri*^ 
vant  ùL*  au  lieu  de  et,  ot^  ^  '  et  à  la  place  de  ^  et»  et  en  partant  de 
la  valeur  de  y  qui  en  résulte , 


et*  X  -+-  €t*  ^  ^  ct^ 


cette  valeur  donne 


d  « 


dx/y 


a  X  -*-  2  9'  «t  -f-  «  9"  «t 


on  a  donc 


d  A 


2    A 


d  X  {  fi 


a  «  -4-  2  9'  <t  -♦-  A  9"  «t    ' 


et  par  conséquent 

comme  nous  l'avions  trouvé. 

Nous  n'avons  pas  eu  besoin  de  multiplier  cette  quantité  par  un  fac- 
teur ,  parce  qu  elle  est  évidemment  une  différentielle  exacte  par  rapport 
à  X  et  à  ot. 

A  l'égard  de  la  valeur  de 

dx  (fi   » 

on  doit  la  calculer  ainsi  :  l'équation 
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\dx  C  fi) 


donne  immédiateiïieht 


mais  de  . 
on  tire 


X  « 


et 


4  X    (  fi  i«-»-i^'«-*-*f"«* 


et*  H-  (^2  ec  X-4-i  et  <})'  ct-+-  «t*  (J)"  *;!  J     *     =:**—a«t *=—«,* 


d'où 

3.°  Si  l'on  aviait  une  équation  qui  contînt  ft — ^^  avec  une  seule 
des  dérivées  extrêmes  du  second  ordre,  en  supposant  que  t  représente 
cette  dérivée,  l'équation  donnée  serait  de  ia  forme 


Lt-i-  M-^N  (rt — s')'^=lù, 

on  aurait  //r=r  o,  AT  =  o;  et  la  seconde  des  quatre  équations  dont 
nous  «jfiàmihdâs  les  diifêrentes  réduction^  serait  à  son  toU):  divisible 
par  VG,  après  avoir  supprimé  ce  facteur,  on  en  conclurait 


d 


* 


du.        ^^  d  »  (  a       .  </  «t 

•       d  X  (  fi  d  g  dx  ( q 

d  OL     (   X 

relation  aussi  remarquable  que  la  précédente,  et  qui  donnerait  de  même 
sur-le-champ  la  valeur  de  /3  en  .v  tt  tu  et,  si  l'on  avait  q  exprimé 
par  une  fonction  de  ces  deux  quantités.  Comme  on  peut  prendre  y  au 
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fieu  de  X ,  et  X  au  lîeu  de  y ,  pourvu  qu'on  transpose  aussi  les  lettres 
p  tt  ^9  r  ett,  il  s'ensuit  que  si  Ton  a  une  équation  ée  cette  forme 

on  aura 

d  A  d  pL 

1 


d  y  (  pi  d  y  (  p 

Il  faut,  pour  que  ces  diverses  relations  soient  démontrées,  que 


ne  soit  pas  nul;  car  alors  les  équ^itions  dont  nous  ies  aivcins  tirées 
s'évanouiraient  par  l'anéantissement  de  tous  leurs  termes,  à  cause  qu'on 
a  toujours  dans  ce  cas /B=ct  :  c'est  pourquoi  on  ne  pourrait  plus  dé- 
duire de  ces  équations  les  conséquences  que  je  viens  d^eKposer.  Elles 
n'auront  donc  nécessairement  lîeu  qu'autant  que  le  terme  2  AT  j  ne 
manque  pas  dans  l'équation  i  AT  jH-  LV  -f-  Mzizi  o,  ni  l?un  des  deux 
termes  Hr  ou  L/,  dans  l'équation  //r-4-Z./-Hyî/=r:o,  ni  l'un  des 
deux  termes  ^  ou  N  (rt — s^),^o\tà?ji%Lt-\-M-^N{Tt--^s^)':rr:o, 
soit  dans  Hr-^-M-h-Nfrt — ^j*^s=:o  ,  conditions  nécessaires  pour  que 
^  ne  soit  pas  nul,  et  que  les  deux  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale 
primitive  soient  par  conséquent  composées  de  deux  quantités  di/fërentes. 
Voyons  maintenant  quelle  est  la  marche  qu'on  doit  suivre  pour  dé»- 
duire  l'intégrale  primitive  dejs  cinq  équations  que  nous  venons  de 
trouver.  On  commencera  par  examiner  quelles  sont,  p^rmi  les.  équa^ 
tions  qui  résultent,  ies  ui=ies  de  la  supposition  qu'on  prend  pour  va- 
riable indépendante  x  et  une  des  quantités  dont  se  composent  fes 
fonctions  arbitraires  ;  les  autres  de  la  supposition  qu'on  prend  x^  et 
l'autre  de  ces  deux  quantités ,  celles  qui  peuvent  fournir  plus  de 
combinaisons  satisfaisant  aux  conditions  d'intégrabiiité,  et  Ion  prendra 
pour  ces  équations  celles  des  formules  précédentes  où  x  et  /3  sont  les 
deux  variables  indépendantes;  en  sorte  qjue,  si  l'équation  donnée  est 
susceptible  d'une  intégrale  intermédiaire,  on   pourra  tirer  des  deux 


L 
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équations  relatives  à  x  et  à  /3  qui  donnent  cette  intégrale ,  deilx 
combinaisons  qui  satisfassent  aux  conditions  d'intégrabiiité ,  et  que, 
dans  le  cas  contraire,  on  nen  pourra  tirer  qu'une  seule  ou  aucune. 
Dans  le  premier  cas ,  il  sera  inutife  d  appliquer  à  ces  équations  la 
transformation  par  laquelle  je  les  ai  changées  dans  les  équations 
que  j'ai  désignées  par  [B];  dans  le  second  cas,  il  ne  faudra  appli- 
quer cette  transformation  qua  celle  qui  ne  satisfait  pas  aux  conditions 
d'intégrabilité  ;  dans  le  troisième,  il  faudra  l'appliquer  à  toutes  deux, 
parce  que  le  but  de  cette  transformation  est  de  ramener  ces  équations 
à  ne  contenir,  comme  celles  que  j'ai  désignées  par  [A],  ^ue  des 
dérivées  relatives  à  a*  et  à  et,  et  que,  quand  on  peut  les  intégrer,  l'in- 
tégration en  fait  disparaître  les  dérivées  relatives  à  x  et  à  /3;  de  sorte 
qu'en  remplaçant  ces  équations  par  leurs  intégrales  ,  on  n'a  dans  le 
calcul  que  des  dérivées  relatives  à  x  et  à  et  d'une  manière  plus  simple 
que  par  la  transformation. 

Dans  le  premier  cas,  on  aura  deux  équations  intégrales  ^ont  les 
deux  constantes  arbitraires  seront  remplacées  par  /3  et  ^  /3,  et  qui 
serviront  à  éliminer/?,  ^  des  trois  équations  [A],  ce  qui  donnera  trois 
équations  entre  les  quatre  variables  x »y,  Z#  i8,  qu'on  pourra  par  con- 
séquent toujours  intégrer  comme  si  elfes  étaient  aux  différentielles  or- 
dinaires, pourvu  qu'on  remplace  dans  leurs  intégrales  les  constantes 
arbitraires  par  des  fonctions  de  a..  Lorsque  ces  constantes  seront  au 
nombre  de  plus  de  deux,  l'une  d'elles  pourra  être  remplacée  par  cl, 
une  seconde  par  ^  cl,  et  les  autres  devront  l'être  par  des  fonctions 
<lérivées  de  ^  «t  par  voie  d'intégration  ou  de  diâPérenciation.  La  ma- 
nière dont  elles  en  dépendront  sera,  comme  dans  les  équations  du 
premier  ordre,  déterminées  par  des  relations  qu'on  déduira  facilement 
de  celles  qui  doivent  exister  entre  z  et  ses  dérivées,  telles  que 

rfç      _-        ^  y 

inrfT  -^^  d  CL  (  K  ' 

&c.  Il  faut  observer  que  ces  fonctions  arbitraires  ne  se  présentent 
d'abord  ^ue  comme  indépendantes  de  ^  cl  ,  et  n'obligent  pas  par  conséquent 

d'avoir 
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d'avoir  recours  à  ces  relations  dans  le  cas  où  Ton  détermine  i  par  une 
seule  de  ses  dérivées  du  premier  ordre  ;  car  quand  on  peut  avoir  à-ia- 
fois  les  valeurs  en  x  et  ol  de 


et  de 


d   X    (  CL  d   CL    (  X 

on  obtient  la  valeur  de  i  en  intégrant 

a  X  -\ :; — 7 —  a  <t. 


d    X  (  A  d  ÛL    (  X 

qui  est  nécessairement  alors  une  difFilrentielIe  exacte,  sans  que  cette 
opération  introduise  dans  le  calcul  de  nouvelles  fonctions  arbitraires 
qu'il  faille  ensuite  faire  dépendre  de  <)>  cl  par  les  relations  dont  je 
viens  de  parler.  Cette  remarque,  que  j'aurais  Aé)k  dû  faire  à  l'égard  des 
équations  du  premier  ordre  lorsque  je  me  suis  occupé  de  leur  inté- 
gration ,  s'applique  également  à  la  détermination  de  la  valeur  de  y, 
lorsqu'on  peut  avoir  à-la-fois 

d  y  d  y 

—  et         -^ 


d  X    (   ÛL  d  CL   (  X     * 

ce  n'est,  au  reste ^  qu'en  l'appliquant  à  différens  exemples  qu'on  peut 
en  apprécier  l'étendue  et  voir  de  quelle  utilité  elle  peut  être  pour  fa- 
ciliter l'intégration  des  équations  aux  difTérentieiles  partielles. 

Dans  ce  premier  cas,  on  n'a  jamais   à  intégrer  que  des  équations 
aux  différentielles  ordinaires  ;  mais  il  était  aisé  de  s'y.  attendre ,  puis- 
que ce  cas  est  celui  où  la  proposée  est  susceptible  d'une  intégrale  inter- 
médiaire. Un  autre  résultat  de  la  théorie  que  j'expose  ici ,  et  qiiî  me  paraît 
beaucoup  phis  important,  consiste  en  ce  qu'on  peut  très-souvent  l'amener 
l'intégration  de  féquation  donnée  à  ne  dépendre  que  d'équations  aux 
différentielles  ordinaires,  dans  le  second  cas,    où  les  équations '[B]  ne 
peuvent  fournir  qu'une  seule  combinaison  intégrable,  et  où  par  con- 
séquent il  ne  peut  point  y  avoir  d'intégrale  intermédiaire.    Cette  cir- 
constance  se  présente  sur-tout  dans  le  cas  où  Ton  peut  aussi  former 
avec. les  équations  [A]  une  combinaison  qui  satiai&sse  aux;c(|iulifi^ns 
XVllI.'  Cahier.  L 
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d'int^abifîté.  On  a  afors  deux  équations  intégrées  :  l'une  est  décTuite  d'une 
équation  clifi<?rentiêlie  on  les  variables  indépendantes  étaient  xet/S,  et  elle 
donne  par  conséquent  la  valeur  de  fit  parce  qu'il  n'y  avait  dans  cette 
éouation  différentielle  que  des  dérivées  relatives  k  x  ;  l'autre  est  déduite 
d'une  équation  différentielle  relative  à  x*  et  a,  et  elle  donne  par  con- 
séquent, pour  la  même  raison,  ia  valeur  de  cl.  On  a,  en  outre,  trois 
équations,  dont  deux  peuvent  être  considérées  comme  aux  différen- 
tielles ordinaires ,  et  !a  troisième,  qui  est  produite  par  la  transforma- 
tion expliquée  ci-dessus ,  contient  ia  quantité 


d  X  (  e>  ' 
fw,  cm  qui  est  b  même  chose, 

TTJT 


d  & 


d  A   (  X 

mais  cette  circonstance  n'empêche  pas  d'en  déduire  souvent  l'intégi'ale, 
après  qu'on  a  éliminé  /i  et  j[  au  moyen  des  deux  équations  qui  donnent 
ks  valeurs  de  ce*  et  de  )Su 

Je  choiMiai  »    pour  exemple  de  ce  cas ,    l'équation  de  la  sur^Ke 

qui  me  fournira  l'occasion  de  faire  quelques  remarques  sur  la  manière 
dont  on  doit  traiter  les  équations  dont  nous  avons  fait  dépendre  l'in- 
tégration des  équations  aux  différentielies  partielles  du  second  ordre  de 
la  fiiHrfne 

* 


on  a  dans  cet  exemple 
KsrrfH-'f',     ir=: — /f>     i.=  i-+-^*,     Mr=o,     Nz=zo, 


V 
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A. 
-    w 

et  les  quatre  équations  que  nous  avons  obtenues  en  Aidant  pow  Atégtt 


deviennent,  après  les  avoir  divisées  par  i  -t-  ^  * 


dy 

d  X    (  CL 

dp 

d  kC»- 

dy 

dx(  9>. 

dp 

t 


o. 


p  g  —  V  —  i  —  p  *  —  g  * 


q  ^  d  X  (  A 


o. 


o, 


d  X  (  P» 


6: 


En  joignant  les  deux  premières  à     .■    .     Tizp  --\r  q  -t — y—  ;  on  aura 

trois  équations  où  ;c  et  et  seront  les  variables  indépendantêt.  If  faudra 
ramener  les  deux  autres  à  ne  çostenk  que  des  dérivées  relatives  à  x 
et  à  0L,  et  Ton  pourrait  le  faire  au  moyen  de  la  transformation  gér 
néraie  qui  nous  a  donné  les  équations  [B];  mais  comme  fa  dernière 
peut  être  intégrée  exactenient^  q\x  ne  devra  se  sewir  de  cette  transfor- 
n^ation  que  pour  l'équation  précédente,  quelle  changera  en 


^^»^F" 


dy  dfi  2/—  I— »»  — a»  .d /i 


«MPI» 


d  A  (  X  d  X    (  tL  1-H^*  d  tL  (  X 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


i,ë^(  X     d  X  CP  I  -f-  y  * 

quant  à  Is  4£rnièfe,  apiè»  favem  écrite  awai  '{  '  \^ 


o; 


.\ 


q  (  ^  t  th  f^ 


L  2 


■it^A^ 
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on  verra  qu'on  peut  l'intégrer  comme  une  équation  aux  différentielles 
Airdlnaires .:  le  moyen  le  plus  simple  pour  y  parvenir  consiste  à  en 
différencier  les  deux  membres  en  remplaçant  dans  le  second 

dp 


dq  (  9> 
par  sa  valeur,  ce  qui  donne 


f 


d  ^  p         ^  •  —   I  —  |7»  —  q  *  p  q  —  >^— .1   —  p  ^  —  ^* 

d  j*  (pi  I   -f-  y  *  1   -♦-  g  » 

\-V — I — »*  —  a*    I 


(  y  -\-  q-  )  - 

q(\-k-p*-^q*) 


i-— Pi 


V  —  1  — /7*  —  q  X 


q  V  —  I  — p  *  — q  * 


4ont  Tlntégrale  est 

dq   —f^' 
et  par  conséquent 


o. 


'  I  -+-  j  * 

Cette  valeur  de  fi  une  fois  obtenue^  on  n'aura  plus  à  traiter  que  les 
quatre  équations 


d  X    (  » 

d  m< 

• 

• 
• 

-.-p^-q^     _ 
1    -i-q^ 

dp  . 

—   I   —   p.*  —  q  *              d  q 

d  X  (  a 

l-t-J*                                      d  X   (  tt 

,  '^y 

a  •  —  «  — /»  *  —  q  " 

d»  (  M 

d*  (  Çt, 
di 

rf*r«  ""'^      *  i/«c*  • 
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La  première  devient 


d  X  (  a 


/3 


o. 


ia  seconde  s'intègre  comme  celle  qui  nous  a  donné  la  valeur  de  ^, 
et  l'on  a 


/3 


ce  qui  change  la  troisième  en 


a.  V  —  I  —  B»  —  0* 


î* 


d  a 


d  CL  (  X         d  X  (  & 


i8 


A, 


#/   it. 

d'où  il  faut  éliminer^  en  y  considérant  -^ — -7-7-  comme  l'inconnue  qui 

doit  être  déterminée  par  l'équation  résultant  de  cette  élimination.  En 
représentant  cette  inconnue  par  y,'  on  aura 


dj> 


d  »  {.X 


/3 


équation  d'où  l'on  tire ,  lorsqu'on  la  différencie  par  rapport  k  x  ^  en 
y  regardant  x  et  et  comme  les  deux  Variables  indépendantes, 


dy 


dy 


d  X    (   A         d  tL   (  X 


d*  y 


d  ^ 


d  X   d  A 


d  X  (  a    ' 


nais  l'autre  équation 


ày 


d  X  (  A 


■^ 


donne 


d  *  y 

d  X   d  û 


dfi 


d  A  (  * 


et  par  conséquent 


dv 


£i_ 

d  X   {  tL  d  »   (   X 


d&  . 


dft(* 


dfi 


d  X  (  <t 


O, 


B6 

puisque 


Aïi^kysi 

E' 

d  fi 

d^ 

d   X    (  A 

dx(  e>  —  ^ 

d  9> 

—y —  ne  pouvant  être  nul ,  îl  faudra  qu'on  ait 


d  A  ( 


d  X  (  A 


Ot 


d  où  l'on  tire 


du 

zn  v:=:  Vol, 


i^ce^ 


et  par  conséquent 


d  X  I 

tt  A   (P      ^^      MA 


En  représentant  cette  fonction  par  ^^  «t,  ce  qui  donnera  v 

ainsi 

dx  =  <^"  <LdtL-¥^y  (id(i; 


et  comme  on  a  bailleurs 


dy 


d  X  (  a 


d  A  (  X 


il  viendra  en  réduisant 


^/=Ç  — ^•^"-A'f/8  —*<fH^*. 


<i 


9      A 
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^ui  donne 

£n  substituant  les  valeurs  que  nous  venons  de^  trouver  pour  d  x  tt 
dy  dans  dizzzp  d x  -^  q  dy ,  on  obtient 


di-z=:(p  —  (tq)  cp"  (LdtL^^^p-^fiqjy^dfi, 

doù  il   faut   ^limiiler  /?  et  f   au  ntoyen    des    dettjk    écpaftioia    qui 
donnent  les  valeurs  de  et  et  de  /3  »  on  en  tire 


ainsi 


p^(iq=zd-V—l—l2\ 


et  par  conséquent 


>iiiin<ÉÉHti    i« 


dont  la  réunion  avec  les  deux  équations 

t 

exprime,  comme  on  sait,  Ilntéjgrale  de  la'  pfopcjséé,  té  cfoulffe* rfjgfftf 
de  la  valeur  de  i  vient  de  ce  qu'on  peut  toujours  cîiatrfg^  ief  sîgrfe* 
de  i  sans  qu  elfe  cesse  de  satisfaire  à  réquatiôii  dônifée,  pUisqiie  céfle-^ 
ci  ne  contient  dans  tous  ses  termes  que  des  d*érîVeéS  cfe  ^  éU  rio^BrfcT 
impair,  en  sorte  quiis  changent  tous  de  signe'  à-lk-^fois  quand  ôtt" 
change  celui  de  ^. 
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Sur  quelques  transformations  des  équations  aux  différentielles  partielles 
du  second  ordre ,  et  sur  la  manière  dont  on  doit  les  intégrer  dans 
le  cas  ou  les  deux  systèmes  d'équations  aux  différentielles  ordinaires 
\dont  leurs  intégrales  dépendent  se  réduisent  à  un  seul. 

M.  Legendre  a  fait   connaître   une  transformation  par  laquelle  on 
ramène  l'équation  du  second  ordre 

s 

Rr-^Ss-¥'Tt=zo 


à  une  équation  linéaire  du  même  ordre,  où  p  et  q  sont  les  deux  va- 
riables indépendantes,  lorsque  R,  S,  T,  ne  contiennent  que  ces  deux 
dernières  quantités.  J  ai  reconnu  qu'il  existe  deux  transformations  ana- 
logues, qu'on  obtient,  l'une  en  prenant  ;c  et  ^,  et  l'autre  en  prenant^ 
et /^  pour  variables  indépendantes,  et  qui  peuvent,  comme  celle  qua 
donnée    M.  Legendre ,  être  appliquées  à  Téquation 

//rn-  2  Ks^Lt-^-M-^-NCrt  —  s^)  =o 


sans  que  cette  équation  change  de  forme.  Pour  donner  une  idée  claire 
de  ces  deux  transformations,  je  commencerai  par  rappeler  la  trans- 
formation de  M.  Legendre ,  en  en  calculant  les  formules  à  l'aide  de 
la  notation  dont  je  fais  usage  dans  ce  mémoire.  On  sait  qu'en  prenant 
p  et  q  pour  les  deux  variables  Indépendantes,  on  doit,  pour  obtenir 
ces  formules,  considérer  la  quantité  p  x -^  q y  —  ^  comme  la  fonc- 
tion qui  en  dépend  en  vertu  de  la  transformée  qu'il  s'agit  d'obtenir. 
Représentons  par  i'  cette  quantité,  et  par/>',  q' ,  r',  s' ,  t',  ses  dérivées 
prises  en  faisant  varier  alternativement  p  et  q,  que  nous  représente- 
rons par  x'  et^'  ;  nous  aurons  d'abord 
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♦ 

p'z=ix 


8.9. 


a  cause  que 


dz   =zx  dp-i-ydq, 


ensuite 


i 


d  X 


d  p  (  q     ~ 

-         dp 

d   X 

dx  (q 

I 

d  q  (  p      ~ 

-         di 

'iy      _ 

dx  (p 
I 

dq  ( p     ~ 

-         dq 

dy  (  p 


on  tire  de  ces  vaJeurs 


Z 


d  X  (  q 


dy 


d  X  (  p 


d  X 


^y  ( P 


-f- 1 


r  t  —  s* 

■•  -  .  i  '  V  . 


a     • 


r  r  —  1 

1  î  jf.    'iw 


a     K 


r  t  —  s 


r'  /' 


r  f  —  ** 


et  par  conséquent 


•\ 


> 


mmmmm 


i 


'S 


»    ..     (l   .■!.      >j  ) 


'^  Parce  que,  4*aprés  les  ibmiules  connues , 


dj 


dàCi  ' 


dy 


^-r/ 


</« 


-'J'^'/' 


^i 

dx(y 

d'i 

dy(, 
dp. 

dx(y 

dp 

dy(* 

I 

1 

dy 

s 


«  t 


.4        4    .' 


S 

r 


XVIII/  Cahier. 


d,(p 


♦       »  I     » 


V  <      «    I    • 


iii  Ji     j  - 


jf 


<  •  •  •  .lit 


,.  J 


M 


^o  analVseI 


r    t    —  J  * 


s 


'    *#  -'a     » 


r    /'  —  s 


* 

r 


f 


r  /  —  j* 


I    ««  ^ï^       » 


r'  /'  —  j- 

en  substituant  ces  formules  dans  l'équation 

Hr'^xKs-^Lt'^M-\-N(rt^  s* )=io, 
on  aura 


Lr'  -^  xKs'  -^Ht'  -+-N-^M(r'  t'  —  s'^Jzzzo, 


où  l'on  devra  remphetr  respectivement  dans  les  coefficiens  les  lettres» 

.X,  y,  z,  p,  q, 

P"  :  -  - 

P  ,q  .p   X  -\-q  y   ^i,x  ,y. 

■  » 

JCçttçJransforiîiation  ne  change  point  la  forme  de  réquation  donnée, 
et  il  est  à  remarquer  que  la  valeur  de  la  quantité  K^  —  H L'-\-  M N 
que  nous  avons  nommée  G,  reste  la  même,  puisque  les  seuls  chan- 
gemens  qu'éprouve  cette,  équation  se^réduisent  à  celui  du  signe  de  AT, 
et  à  la  permutation  dc/:^ayec£.etde  A4  avec  M 

Prenons  maintenant  x  et  ^,  qtié  nous  représenterons  par  x'ti y"  pour 
les  deux  variables  indépendantes ,  et  2"  =  j  —  q  y  pour  la  fonction , 
en  représentant  par  p,  q^  r  ^  St  { ,  les  dériva  de  xrette  fonction  prises 
len  fais&nt  varier  alternativement  x  tx  q;  nous  aurons  d'abord 


u 
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à  cause  que  d  'i  ::zzp  d  x  —  J  ^i i  ensuite 


H 


II 


(Toù  Ton  tire 


dx  (  q 


II 


dy 


<it(x 


ày 


dx(  q 


dx(q 


wâÊ^ 


9* 


li^9 


•      • 


// 


^*  _  s"» 


M      ^#» 


r  t 


i* 


r     t    —  s 


••* 


."  * 


•mr^iÊnm^mmm 


>«ia 


,"  a 


.M 


valeurs  substituée^  dans  l'équation 
donnent,  en  changeant  les  signes»  • 


Il     .  // 


H{r   t 


Il  %     % 
^  ) 


o, 


qui  est  encore  de  fa  même  forme,  et  où  fa  valeur  de  la  quantité  que 
)3i  nommée  G  n'a  point  changé,  parce  qu'en  âtant  de  AT*  le  produit 
éee  coefficiens  de  r"  et  de  r''  dans  l'équation  précédente ,  et  en  ajou- 
tant au  reste  celui  du  coefficient  de  r  t"  -r-/*  par  le  terme  qui  ne  con- 
tient point  de  dérivées  du  second  ordre,  on  a  pour  résultat  AT*  -+- 
M N—H  L,  qui  est  égal  à  k  quantité  de  K^  --H  L-^M  N ,  quon 
déduit,  par  les  mêmes  opérations,  de  l'équation  donnée 


Hf^xKs^Lt^M 


M    2 


ipa  ÀNALVSE'i 

li  est  évident  que,  dans^fâ'  transfcîrmée  que  ilo'us  venorrs  d'pbtenîr,  il 
faut  remplacer  respectivement  les  lettres 

X,  y,  i,  p,  q» 

« 

par  / 

//  u  n  II      II  II  M 

^  .  -—  f  ,  z   —  q  y  ^  p  f  y  ^ 

en  sorte  que  si  les  coefficiens  de  l'équation  ne  renferment  que  x  et  q  ^ 
ceux  de  la  transformée  ne  contiendront  que  les  deux  variables  indé- 
pendantes de  cette  transformée. 

En  prenant  de  même  p  et  y  pour  les  deux  variables  indépendantes  ^ 
Z  — P  ^  pour  la  fonction,  et  en  représentant  cette  fonction  par  i^"  et 
ses  dérivées ,  relatives  à  p=z  x  et  k  yznz  y  ,  par  p  ,  q  ,  r  ,  s  ,  t  ,^ 
on  trouvera  par  un  calcul  ^bs^olument  semblable  au  précédent 


ni 

P    - 

—    — — 

jf/ 

f    = 

=  f , 

/// 

=  — 

I 

S        ZZ 

1 

• 

r"'    = 

IT    /    •— " 

J» 

• 

ai  USE 


NT    r 

r 


r'"    ' 


^m    ^tu    •  »"  a 


r  /  —  X* 


valeurs  qui  changent  Téquation  donnée  en 

i^  r"'  -^  2  AT  j"'  —  iV  t"'  ^H-^Lfr"'  t'"  —  /"  V=  O, 
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où  il  ne  s'agit,  plus  que.  de  remplacer  respectivement  Ie$  lettres 


X,  y,  z,  p,  q 


i 


V 


par 


m         ni  ///  ui      NI  têt  tu 

P    »  y    »  Z      —  p     X    ,  X    ,  q    , 


pour  avoir  une  équation  de  même  forme  que  la  proposée,  dans  laquelle 
f  ^i y  seront  les  deux  variables  indépendantes,  et  dont  les  coefficiens 
ne  renfermeront  que  ces  variables,  lorsque  ceux  de  la  proposée  ne  con- 
tiendront que  p  ei  y. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  diverses  transformations  ne  peuvent  servir 
qua  simplifier  le  calcul,  quand  on  cherche  à  déduire  Tinlégrale  des 
fornîîules  que  j'ai  données- dans  un  des  paragraphes  précédens ,  savoir  c 


d  X    (  ÛL  »  ^      d  X   (  tL 

car  il  est  aisé  de  voir  qu'en  appliquant  ces  quatre  formules  aux  trois 
transformées,  dans  lesquelles  nous  avons  changé  lequatîon 


et  en  remplaçant  ensuite  dans  les  équations  qui  en  résultent 


t      I       I      -1       I 

X  ,  y  ,  z  ,  p  >  q  r 

»  Il  II  II  II 

X  »  y  ,  i  ,  p  ,  q  : 

///  ///  ///  ///  /// 

^  '  y  ^  i  '  P  '  q 


par  les  valeurs  de  ces  quantités,  en  x ,  y,  z*  P^  ^>  ^"^  correspondent 
à  la  transformée' d'où  Ton  est  parti,   oft   trouve  quatre  équations  qui 
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rentrent  identicfucmetit  dans  (es  quatre  pr^édentes . .  ou  dans  cfs 
quatre-ci,  qui,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  en  sont  une 
suite  nécessaire  : 


"^ P       .^  /  ^  _  ,/  /-   )       "^y 


N-,^z^-(K-V  G) 


o. 


d  X  (  a  »  ^  ^      d  X  {  a 

^F         t     r       ^1         .     Aj      ^y 


r  AT  +  /  C  ; -,^4- -*- L -,ff-  +  yl/ 


d  X  (  A  d  X  (  a  d  X  (  tL 


o, 


d  X  (  ^         *         '    y^       ^    d  X  (  p, 


o, 


(  K  -^  V  G  )  "^'   .-j.-  H-  L  -1  '/r  -♦*•  ^  j>w   =  o- 


TTîT  "^  '^  TTTT  "^  '"  T7TI 

m 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  calcul  qui  ne  présente  d'ailleurs  aucune 
difficulté,  appliquons  la  formule 

d  X  (  a  d  X  (  êk  y 

à  fa  première  transformée;  nous  aurons 

d  X'  (  a  d  X    (  a  ^ 

et  à  cause  de  x^  zn  p,  y'  -rzz  q ,  q*  -zziy ,  W  viendra 

yff  ■■■■■  ■     ■ — ^  -+—    Lé    ■,■"■; ^-H    K  ■•*^    y    G   "^^^    o, 


d  p  (  a  ^  P  ( 

qui  est  évidemment  ia  même  chose  que 


parce  que  rien  ne  détermine  quetie  est  celle  des  deux  quantités  dont 
se  composent  les  deux  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale  primitive  qui 
a  été  désignée  par  et ,  et  quelle  est  celle  qui  Ta  été  par  /? ,  en  sorte 
qu'on  peut  toujours  écrire  j8  à  la  place  de  et  et  réciproquement. 

Mais  ces  transformations   présentent  des  avantages   beaucoup  plus 
foipo/taasi  quaad  i'întégiale  d'une  équation  aux  différentielles  par^ 
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tielles  da  second  ordre  ne  peut  être  exprimée  qu'en  intégrale  d^nie^ 
parce  que  ion  ne  connaît  point»  dans  ie  plus  grand  nombre  des  caf« 
de  procédé  qui  conduise  directement  à  ces  sones  d'intégrales»  et  qu'on 
peut  par  ces  transformations  ramener  une  équation  qu  on  ne  sait  point 
intégrer  directement  à  une  autre  dont  l'intégrale  soit  connue  ;  pour  en 
donner  un  exemple  bien  simple,  je  prendrai  l'equation 


;>  r  H-   I  =  o, 

iiont  l'intégration  présente  d'ailleurs  des  circonistahces  remarquais»  et 
nous  fera  connaître  une  espèce  particulière  d'intégrales  du  premier 
ordre  renfermant  des  intégrales  définies  >  et  qui  conduisent  immédiate^ 
ment  à  l'intégrale  primitive. 

Dans  cet  exemple,  on  a 

//  =  o,     K  =  0,     Ij  z:=:  p,     yW  =;=   i ,     N  z=z  a, 

■  •  ■  . 

d'où  il  suit  que  la  seconde  transformée  est 

• .    -  f      ■     ,  I 

—  r    -H  /;     =  o» 

.  -       • 

> 
ou 


d  q*  (  X  d  X  l   q     * 

fintégrale  de  cette  ^uation  est ,  comme  i'a  iâlt  voir  M.  de  Lafifcêi 

Z'=:fe-'"Ju<f{^'^zui/xJ,    [«  =  — --^,    «  =  -!-]; 
et  comme 

S  ensuit  que 
cette  àjuation  contenant^ x^  y^  l»1^  P^^t  èt9é  reffit4é9  €ùtMm  ygit 


■  i-.^, 
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intégrale  du  premier  ordre  de  l'équation  donnée  p  t  -+-   i   =r  o , 
on  peut  la  vérifier  de  ia  manière  suivante. 

Eh  difFérentiant  cette  équation,- en  y  faisant  varier  alternativenn 

;ir  et  y ,  on  aura 

•  « 


et 

oM  en  réduisant 

/  ^-"'   d  u  <^'  (  q  -^   z   u  V  X  )  =:  O. 


cette  équation  réduit  ia  valeur  de  /?  à 


/?  r=  -^ — y^"""*  tt  ^tt  ?Vf  ^^  xuV  X  Jzzz  fe  ^^  du(p"  (q'-\-iuV 

parce  que  le  terme  qu'on  trouve  hors  du  signe  /  en  intégrant 
partie,  savoir, 


.-K*      >*' 


est  nul  aux  deux  limites. 

La  même    équation    donne   en    la    difFérentiant    par    rapport 
seul, 

/  /  ^""*  d  u  (p"  (  q  -^  1  u  V  X  )  -=1  o. 


d'où  Ton  tire  immédiatement  la  proposée 

/^  *  -h   I  =  0, 
en  éliminant 

fl 

/  e'^^^  d  u  f"  (  q  ^{^  2  u  ^  X  ) 


L'équation  que  nous  venons  d'obtenir 
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qui  satisfait  à  Téquation  proposée  comme  une  intégrale  du  premier 
ordre,  peut  aussi  être  considérée  comme  une  transformation  de  Tinté- 
grale  primitive,  parce  que,  si  on  éc^ît  et  à  la  place  de  ^ ,  et  qu'on  réu- 
nisse i  équation  résultante 


avec  sa  dérivée  partielle  relative  à  et,  savoir, 

y  -^r-  fe""  du<^'  (dL-{-  zuV  x) ,   [u=, î-,    f/  =  4-], 

en  aura  un  système  de  deux  équations,  qui  sera  i'intégrafe  générale  Je 
la  proposée,  qu'on  pourra  vérifier  comme  celle  que  nous  venons^  de 
trouver  entre  x,  y,  g,  q,  et  dont  cette  dernière  résulte  îmmédiatementt 
lorsqu'on  élimine  cl  entre  lintégrale  primitive  et  ses  dérivées  du  premier 
ordre,  qui  donnent  évidemment  dw^zq. 

Il  est  aisé  de  trouver  d'autres  exemples  de  ces  équations  du  pre« 
mier  ordre  contenant  des  intégrales  définies  avec  des  dérivées  de'j 
du  premier  ordre ,  qu'on  pourrait  considérer  comme  des  intégrales 
premières  des  équations  difFérentielles  partielles  du  second  ordre,  mais 
qui  ont  la  propriété  de  conduire  à  l'intégrale  primitive  sans  nouvelle 
intégration,  et  par  une  simple  transformation  :  soit,  par  exemple  « 
l'équation 


1  q  s  -^  q^  t  r=.  X  p 
ou  X  est  une  fonction  de  x  seul,  on  aura 

//=  I,     Kz=zq.     L^q\     M=  —X,     N±=:o  . 

ttj  par  conséquent ,   6^  =  o,  ce  qui  réduira  les  formules   générales 
aux  trois   équations 
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d 

l 

d 

X 

(  * 

d 

y 

d 

X 

(  « 

d 

p 

1  inrr^  ' 


o  , 


d  X  (  a.  ''      d  X  (  «. 


dont  I*  deinière  seule  est  intégrable  ,  et  donne 


?* 


^  -  fXdx 


O. 


On  tire  de  cette  dernière  équation 

dp  à  q  ^ 

d   A    ^     X  -«         d  A    (  X 


et  à  cause  de  ^  z=:  -r — 4 

•  ri    V     / 


d  X  (  a     ^ 
dp  dq  dy 


d  a  (  X     ""^                            d  A  (  X  d  X  (  a 

maif  nous  avons  vu  qu*on  a  toujours 

dp        dq               dy  dq               ^^._* 

d  CL  (  X               d  X  (  tt      d  A  (  X  d  A  (  X      d  x  (  a     '' 


ainsi 


dq 


d  X  (  A        d  A  (  X 


I  f 


OU 


d  y  d  *  y 


d  A  (  X       d  x^  (a 


O, 


en  comparant  celte  équation  à  />/  -4-  i  =  o,  que  nous  venons  d'in- 
tégrer, on  verra  qu'elle  a  pour  intégrable  primitive  ce  système  de 
deux  équations  ».  oii  j'ai  écrit  Cp^  au  lieu  de  Cp  ,  pour  rendre  plus 
faciles  les  calculs  suivans  : 


t 
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t 

X  -H  Z^""*  duC^"  (l3  -+-  zu  i/  (tj  =z  o  ; 


le  premier  membre  de  la  seconde  étant  fe  coefficient  de  ///3  dans  I« 
difFcrentielle  de  ia  première,   on  en  tirera 


d    X    (   ÙL 


d  X  (  tt  ^   ,      ^      d  X  (  a  J  2.    ^      d  X  (  m, 

et  par  conséquent 

Comme,  dans  rimégration  de  y  J  (i  ,  àu  doit  être  considéré  comme 
constant,  et  que  les  deux  équations  primitives  qu'on  vient  d'obtenir; 
donnent 

•n  trouvera  aisément, 

et,  par  conséquent, 

mais  on  a 


N    2 
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ainsi; 

^ont  la  réunion  avec  les  deux  équations 

et 

forme  un  système  de  trois  équations  qui  est  l'intégrale  primitive  de  la 
proposée,  li  semble  d'abord  qu'on  aurait  rendu  cette  intégrale  plus 
générale,  en  ajoutant  à  la  valeur  de  /y^/3  une  fonction  arbitraire  de 
et,  qui  se  serait  aussi  trouvée  dans  celle  de  i  ;  mais  il  est  aisé  de  voir 
que  ,  si  on  le  faisait ,  et  qu'on  déterminât  cette  fonction  de  manière  à 
satisfaire  à  l'équation 

d  i  d  y 


d  a  (  X    ^      d  A  (  X     ' 

on  trouverait  que  cette  fonction  doit  être  nulle. 

Cette  intégrale  se  vérifie  par  un  calcul  très -simple,  lorsqu'on  fait 
attention  que  la  seconde  des  trois  équations  dont  elle  se  compose  est  la 
dérivée  de  la  première,  prise  en  ne  fciisant  varier  que  j3,  et  que  la  troi- 
sième, qui,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  est  aussi  la  dérivée  par  rapport  à 
/3  seul  de  la  seconde,  est  en  même  temps  la  dérivée  de  la  première,  prise 
en  ne  faisant  varier  que  et;  car  on  trouve  d'abord  pour  cette  dérivée. 


^yi?-«*  udu<^'  (^-\-  xu  i/(tj 


qai  devient ,  en  intégrant  par  parties ,  et  en  se  rappelant  qu'aux  deux 
limites  f^'*  ;=  o  . 
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/^— *  Ju(p"  {12-h-  iw/a)  =  o  , 


c'est-à-dire,  précisément  ia  troisième  équation.  Cela  posé,  en  difTé* 
renciant  les  deux  premières  par  rapport  à  x  et  à  ^,  on  aura 

« 

p  z=zfXâx  —  «t ^  ,   q  z=.  ^, 

'  =  ■7777  -Tt/^""*"^"^"^^  '^^^u^/^), 
d'où  l'on  tire 


fxd 


î' 


du. 


'''^^■  =  ~/3 


d   CL 


dy   (X 


c  est-à-dîre , 


X  '^  r  --^  qs 


s  -^  qi  * 

d*où  résulte  immcdiatement  rcquatîon  donnée» 


2  ^  j  -H  ^  /. 
Outre  la  propriété  remarquable  que  présente  l'intégrale  de 

d'être  composée  de  trois  équations,  dont  deux  sont  les  dérivées  par- 
tielles de  la  troisième  ;  l'une  relativement  à  /3 ,  l'autre  par  rapport  à  «., 
et  qui  sont  telles  que  cette  dernière  est  en  même  temps  la  dérivée  de 
ia  précédente  prise  en  différenciant  une  seconde  fois  par  rapport  à  /3  « 
elle  conduit,  à  une  intégrale  intermédiaire  analogue  à  celle  que  nous 


•  • 


•        •  • 


•  • 


•  •  •• 
•••• 


•  _  • 
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avons  trouvée  pour  féquation  /?  /^  -+-  i  =  o ,  et  qu  on  obtient  en  éfî- 
minant  ^  des  deux  équations  de  l'intégrale  primitive  qui  donnent  les 
valeurs  de  ^  et  de  j,  au  moyen  des  dérivées  du  premier  ordure  de 
cette  intégrale. 

Nous  avons  vu,  en  la  vérifiant,  qu'on  en  tire  (i"==^q;  nous  aurons  donc 

€t 

pour  cette  intégrale  première,  qu'il  est  aisé  de  vérifier  de  la  manière 
suivante.  Comme  la  seconde  équation  est  la  dérivée  partielle  de  la 
première,  prise  en  n'y  faisant  varier  que  ^,  on  en  tire 

^  =  ç  —  [x^^fe-^'uJuÇ'fq^iui/cLj]-^. 
0'=zq'^Ax'-\-Je''''^du<^''(q'^iuVdi}U      ~ j-^.- JT'^^  udu(^"  (q-^  zuV  du) , 

I  =  ]x^fe^"  duQf"  (q^xu\^  <l)\  t^^^^^^fe-^'udu<^"(q^zuVa.)  ; 

la  seconde  de  ces  quatre  équations  réduit  la  première  à 

<t  ^fXdx  ^  p Ç-  , 

et  à  cause  de 

elle  réduit  {es  autres  à 
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Va.       d 


IJ^  Je''" uJu<p" (^ -{-  2Ui/ a.; , 


?;;  •  777T  Z^"""*^  ^'^  ^'' ^^  •^  ^  "^  V'^^^  ' 


ce  qui  donne 


d  a 


d  ùL  (  X  X  —  r  —  qs 

d  et  i 


d  A  (  y 

et  par  conséquent  l'équation  proposée 


^^ 


2^J    H-    ^*/    =    A'. 

Il  est  évident  que  la  quantité  dont  se  compose  la  fonction  arbitraire 
peut  être  écrite  ainsi,  /3-f-cttf  ou  q-^iLU  »  pourvu  qu'on  remplace 

A  par  — —  dans  la  valeur  de  j.  Les  propriétés  que  nous  a  offertes  Tinr 

tégrale  précédente,  se  retrouvent  dans  une  classe  entière  d'intégrales  dont 
un  examen  particulier  pourrait  conduire  à  des  résultats  utiles  aux 
progrès  du  calcul  intégral  aux  différentielles  partielles»  mais  sécar* 
terait  absolument  de  l'objet  de  ce  paragraphe. 
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S.    IV. 

Méthode  pour   intégrer  les  Équations  aux   différentielles  pm 
du  second  Ordre  dans  lesquelles  les  dérivées  de  cet  Ordre  n'entrent 
qu'à   la  première  puissance,  par    l'évanouissement  des   termes  qui 
contiennent  ces  dérivées. 

La  méthoJe  connus  pour  l'intcgration  des  équations  du  premier 
ordre  où  ;j  et  ^  n'entrent  qu'à  la  première  puissance  ,  se  réduit  à 
changer  une  des  deux  variables  indcpendantes,  de  manière  qu'il  ne 
reste  plus  qu'une  des  deux  dtrivces  du  premier  ordre  dans  les  équations 
aux  diffcrentielles  partielles  dont  l'intégration  doit  conduire  à  celle  de 
Ja  proposée.  Ces  équations,  ne  contenant  alors  que  des  dérivées  rela- 
tives à  une  des  deux  variables  indépendantes,  peuvent  être  intégrées 
comme  si  elles  étaient  aux  différentielles  ordinaires. 

Si  l'on  compare  à  cette  méthode  celle  que  M.  le  marquis  de  Laplace 
adonnée  pour  les  équations  linéaires  du  secoixl  ordre,  on  verra  que 
la  première  opération  qu'elle  suppose  consiste  aussi  à  faire  évanouir 
deux  des  termes  où  entrent  les  différentielles  de  cet  ordre  ;  en  sorte 
qu'il  n'en  reste  qu'une  seule  dans  l'équation  du  second  ,  qu'il  faut 
ensuite  intégrer  conjointement  avec  deux  équations  du  premier  ordre. 
La  dérivée  du  second  ordre  qui  reste  dans  cette  transformée,  est, 
comme  on  sait,  r  ou  /,  c'est-â-dire  unç  des  deux  extrêmes,  quand 
ies  coefficiens  de  r,  s,  t  sont  ceux  d'un  carré  parfait,  et  ia  dérivée 
intermédiaire  s,  quand  cette  condition  n'a  pas  lieu. 

Je  me  propose,  dans  ce  paragraphe,  de  ramener,  lorsque  cela  est 
possible,  l'intégration  des  équations  du  second  ordre  où  r,  s,  t, 
n'entrent  qu'à  la  première  puissance,  à  celle  de  deux  équations  du 
premier  ordre  qu'on  puisse  intégrer,  comme  si  elles  étaient  aux  dif- 
férentielles ordinaires  ,  et  d'une  équation  du  second  ordre  qui  ne 
contienne  qu'une  seule  dérivée  de  cet  ordre  ;  savoir,  une  des  dérivées 

extrêmes, 
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extrêmes,  quand  les  coefficiens  de  r,  s,  t,  dans  Féquatîon  donnée  » 
sont  ceux  d'qn  carré  parfait ,  et  la  dérivée  intermédiaire  du  second 
ordre,  lorsque  ces  coefHciens  ne  satisfont  pas  à  cette  condition.  Il  ne 
reste  plus  ensuite  qu'à  intégrer  cette  équation  ,  et  il  peut  arriver 
deux  cas  : 

i.""  Celui  où  Téquatîon  donnée  est  susceptible  d'une  intégrale  du 
premier  ordre  ;  alors  la  transformée  le  sera  aussi  ,  et  on  aura  cet 
avantage  de  pouvoir  le  reconnaître  immédiatement ,  parce  que  la 
transformée  ne  contenant  qu'une  seule  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé, 
elle  rentrera  dans  Tune  des  deux  fonctions 

t  =zf  (X  ,   y  ,    i.    p.    q)  , 
on 

1  =zf(x,   y  ,    z,  p  ,    q)  , 

et  qu'il  est  toujours  facile  de  voir  si  elles  sont  susceptibles  d*une 
intégrale  du  premier  ordre,  la  première  n'en  pouvant  avoir  une  que 
quand  p  n'y  entre  pas,  et  la  seconde  que  quand  réquatlon 


/(^'  y'  Z'  4f  '  ^) 


d  X       '^ 


satisfait  à  la  cojidition  d'intégrabilité,  en  y  regardant  y  comme  con^ 
tant ,  ou  que  l'équation 


dy 


f[^^y^  l'  P^^Y 


satisfait  à  la  même  condition,  en  y  considérant  x  comme  une  cons- 

tante. 

2.*  Le  cas  où  l'équation  donnée  n'est  pas  susceptible  d'une  inté* 
grale  du  premier  ordre  :  la  méthode  que  j'emj>loîe  alors,  consiste  h 
exprimer  la  valeur  de  1  par  des  intégrales  définies,  soit  quelle  ne 
puisse  être  représentée  autrement,  soit  qu  elle  puisse  l'être  par  un  nombire 
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fini  d'intégrales  indéfinies,  dérivées  les  unes  des  autres  par  voie  de 
difrérencia,tion  ou  d'intégration.  Ceite  dernière  forme  étant  regardée 
comme  plus  simple  que  celle  des  équations  primitives  à  intégrales 
définies,  celte  méthode  d'iniégiaiion  exige,  pour  être  complète,  qu'on 
ait  un  moyen  de  transformer  les  intégrales  définies  en  intégrales  de 
cette  espèce,  lorsque  cela  est  possible,  et  de  reconnaître  celles  qui  en 
sont  susceptibles.  Cette  transformation,  au  reste,  ne  présente  pas 
de  très -grandes  difficultés,  et  je  me  propose  de  donner  ailleurs 
un  procédé  général  pour  y  parvenir  :  mais  l'exposition  et  la  démons- 
tration de  ce  procédé  m'écarieraient  trop  de  l'objet  principal  de  ce  mé- 
moire ;  c'est  pourquoi  je  me  bornerai  ,  quant  à  présent,  à  montrer 
comment  on  doit  s'y  prendre  pour  ramener  les  équ;;iions  aux  différen- 
tielles partielles  du  second  ordre ,  où  les  dérivées  de  cet  ordre  n'entrent 
qu'à  la  première  puissance ,  à  l'une  des  deux  formes , 

1   =zf{x.    y,     l.    p.     q)  . 


s  =  f  (x 


9)' 


suivant  que  les  coefKciens  de  r,  s,  t,  dans  l'équation  donnée,  sont 
ou  ne  sont  pas  ceux  d'un  carré  parlait.  Je  vais  appliquer  la  méthode 
que  j'emploie   pour   cela  à  l'équation 


Ht 


zKs 


nodific; 


-f-   /,/   -H   A/  =   o  ; 

cette  méthode  peut  aussi  être  appliquée,  avec  quelques  i 
à  l'équation 

Hr~k-xKs^Lt~inM+N(rt—5')=o,  ' 

et  servir  à  la  ramener  à  l'une  des  deux  mêmes  formes  ,  suivante 
que  la  quantité  A'*  —  H  L  -^  M  N  est  nulle  ou  ne  l'est  pas:  > 
mais  pour  rendre  plus  simple  l'exposition  de  cette  méthode  et  le^ 
démonstrations  qui    y  sont  relatives ,  j'ai    cru   devoir  me   borner  à  I 
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formule  * 

Hr  ^  iKs^  Lt  -h-  Af  =:  o"; 


où  les  dérivées  du  second  ordre  ne  se  trouvent  qu  a  la  première  puis- 
sance.  En  prenant  x  pour  une  des  deux  variables  indépendantes  ,  et 
représentant  l'autre  d'abord  par  du  et  ensuite  par  j8,  on  trouvera,  en 
faisant  N:=:o  dans  les  formules  que  j'ai  données  pour  l'intégration 
de  l'équation  , 


Hr-^2Ks-\-  Lt  -^  M -+-  N  (rt  —  j*;  =:  o, 


que  celle  de 


!    . 


//r  H-  xKs  -\-  Lt  ^  M  z=i  o. 


dépend  du  système  des  trois  équations 


i 


d  x(<>L     t^        '      ^      d  X  (  ti    * 

ou  de  celui-ci,  composé  de  trois  équations  semblables, 

H-i^^(K-^  VG)  -^  -+-/!/  =  <,, 


dx(^     '    ^       '    y     -^    d  X  (^ 

d  x'Cfi'    -^    r    "^     V      d  X  (^     * 

en  faisant  pour  abréger 

K^  -^  HL  ^  G. 


O  i. 
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Si  cette   quantité  était  nulle,    ces  deux   systèmes  se  réduiraient  à  un 
seul  ;   savoir  : 


^  1^  —  AT  =  o. 


d  X  (  a  dx  (a 


dy 


d  X  (  0,      ^       '       ^      d  X  (  0L    ^ 

Lorsque  l'équation  est  linéaire,  H ,  K ,  L,  et  par  conséquent  G,  ne  con- 
tiennent que  X  et  y;  ii  y  a  donc  dans  chaque  système  une  équation 
où  entrent  uniquement  ces  deux  variables ,  et  qu'on  intègre ,  par  con- 
séquent, comme  si  elles  étaient  aux  difTérentielles  ordinaires.  Cette 
intégration  donne  en  fonctions  de  .v  et  y  la  valeur  de  et ,  lorsque 
AT*  —  HL=z  o,  et  celles  de  et  et  de  /?,  quand  cette  condition  na  pas 
lieu.  C'est  au  moyen  de  ces  valeurs,  en  prenant  dans  le  premier  cas 
X  et  ^,  et  dans  le  second  cas  et  et  y3  pour  variables  indépendantes, 
qu'on  ramène  les  équations  linéaires  où  K^ — HLz=o^  à  la  forme 

/  =/  (x,  y,    z,  p.   q) , 

et  les  autres  à  la  forn>e 

s  z=if  (x,  y,    i,  p,   q). 

Pour  pouvoir  étendre  cette  transformation  à  l'équation 

Hr  -4-  %Ks  -f-  L/  +•  i^  =  o  , 


lorsque  H,  K,  L,  M ,  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  i,  p,  q , 
il  faut  de  même  que,  dans  le  premier  cas,  on  puisse  former  dans 
chaque  système  une  combinaison  intégrable  ,  afin  de  pouvoir  déter- 
miner les  valeurs  de  al  et  )8  en  fonctions  de  ces  quantités,  et  que 
dans  le  second  on  puisse  en  former  une  qui  donne  la  valeur  de  a. 
aussi  en  fonctions  de  x,  y,  i,  p,  q.   11  semble  alors  que  les  équa- 
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tions  qu'on  se  propose  d'intégrer  pourraient  être  ramenées  à  la  forme 
désirée,  en  prenant  de  même  et  ou  /3  ou  a*,  et  et  pour  les  deux 
variables  indépendantes;  mais  il  se  présente  une  difficulté  qui  paraît 
d'abord  insurmontable  :  au  lieu  d'une  équation  aux  différentielles  par- 
tielles entre  trois  variables  dont  deux  indépendantes,  on  aurait,  en 
s'y  prenant  ainsi ,  plusieurs  équations  simultanées  qu'il  est  aisé  de 
déduire  des  formules  que  j'ai  données  dans  le  mémoire  déjà  cité  *  , 
mais  qui  ne  peuvent  conduire  à  une  méthode  générale  d'intégration, 
parce  que  la  théorie  des  équations  simultanées  aux  différentielles  partielles 
est  encore  au  berceau.  J'ai  trouvé  le  moyen  de  faire  disparaître  cette 
difficulté,  en  déterminant  une  fonction  dont  la  valeur  soit  telle,  qu'elle 
dépende  des  nouvelles  variables  indépendantes,  par  une  seule  équa- 
tion du  second  ordre,  qui  ne  contienne  que  ces  trois  quantités  et  tes 
dérivées  de  la  première  prises  par  rapport  aux  deux  autres ,  et  qui  soit 
de  la  forme 


*  Lorsque  AT'  — //£  =  o,  ces  équations  simultanées  sont  celles  dont  se  compose  ie 
système  de  trois  équations  où  x  et  a  sont  les  variables  indépendantes  que  nous  avons 
trouvées  pour  ce  cas.  Qtiand  cette  condition  n'a  pas  lien ,  on  forme  aisément  cinq  équa- 
tions simultanées  aux  difTérentielles  partielles  du  premier  ordre  9  entre  les  sept  variables 

^>   y>   Zj  pj   ?/   «>   ^* 

où  A  et  jd  sont  les  deux  indépendantes ,   en   raultipPiant    les  équations   du   premier  sys- 

J  M  d  X 

tèrac  par    ^tïT/ —  >  *^  celles  du  second  par    -r yrr- .  Ces  cinq  équations  sont  : 

a  p  (  A  a  CL  (  p 

»  irr^  -  c^  ^  V  c)  ii-^-,  =  - , 
«ITT.*  c'-^'''  -//r^  *  ^  lir-^  "  • 


H  -^.  -t-  (K*  /C;  jitj  ■*■  Mji^. 


ûi 
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f  =/  f^ '  y >  zp  p»  q) » 


ou 


f  (x ,    ys    Z,    p  .    q). 


Lorsque  K^  —  HL  n'est  pas  nul,  et  qu*îl  n*y  a  qu'un  des  deux 
systènfies  où  Ton  puisse  former  une  combinaison  întégrable ,  on  ne 
peut,  par  la  même  méthode,  faire  évanouir  qu'une  des  dérivées  ex- 
trêmes, et  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  la  fonction  dont  nous 
venons  de  parler  est  de  la  forme 

s  -\-  iF  (x.  y,   i,  p,  q)-=zf(x,y,  z.  p,  q). 

Cette  équation  présente  plus  de  difficultés  que  Içs  deux  précédentes; 
mais  elle  ne  laisse  pas,  dans  beaucoup  de  cas,  de  conduire  à  une 
équation  primitive  en  intégrales  définies ,  qu'on  peut  également  déve- 
lopper pour  reconnaître  si  elle  est  susceptible  de  se  transformer  en 
une  intégrale  sous  forme  finie  où  il  n'y  ait  que  des  intégrales  indé- 
finies. 

Lorsque  K ,  H ,  L  sont  des  fonctions  de  p  et  de  q  seulement,  et 
que  Afz=  o  ,  les  deux  équations 

H-r^  -h  C^—  VGJ  -f^  -H  Mz=z  o  . 


et 


dp  ^     /ï^    i_     //^  )         ^  ^ 


appartenant  la  première  à  un  système,  et  la  seconde  à  l'autre,  s'in- 
tègrent immédiatement,  parce  qu'elles  ne  contiennent  alors  que/?,  q, 
dp  et  dq:  elles  donnent,  par  conséquent ,  les  deux  quantités  et  et  /3 , 
qu'il  faut  prendre  pour  variables  indépendantes  en  fonctions  de  p  et 
de  q.  Ces  valeurs  sont  précisément  celles  qu'on  obtient,  en  faisant 
évanouir  les  deux  dérivées  extrêmes   du   second  ordre  dans  l'équation 
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linéaire  qu'on  trouve  en  transformant  l'équation  par  la  méthode  de 
M.  Legendre;  la  fonction  qui  en  dépend  par  une  simple  équation  de 
second  ordre,  est  alors  la  valeur  de  px-^qy  —  ^,  ainsi  que  la  fait 
voir  ce  célèbre  mathématicien  :  mais  on  n  a  eu  jusqu'à  présent  aucun 
moyen  de  déterminer  cette  fonction  dès  que  M  n'est  pas  nui  /  ou 
que  X  ou  y  entrent  avec  p  et  éj  dans  les  coefficiens  des  dérivées  dut 
second  ordre. 

La  première  question  à  résoudre  pour  atteindre  ce  but  consiste  à 
déterminer,  lorsqu'on  peut  tirer  d'un  des  deux  systèmes  une  combi- 
naison intégrable,  une  fonction  telle  que  la  valeur  en  soit  donnée  par 
une  seule  équation  du  second  ordre  entre  cette  fonction  et  deux  nou- 
velles variables  indépendantes,  dans  laquelle  il  n'y  ait  que  deux  dé- 
rivées du  second  ordre ,  l'intermédiaire  et  une  des  deux  extrêmes  :  je 
ferai  voir  ensuite  que,  dans  le  cas  où  AT* — HLzmo,  la  dérivée  in- 
termédiaire j  disparaît  nécessairement  dans  cette  transformation,  et  que 
1  équation  qui  en  résulte  se  trouve  ainsi  immédiatement  sous  la  forme 


^  =/  f^^   y  »    Z^    P  ' 
tandis  qu'elle  se  présente  sous  celle-ci  , 


W^ 


s-+-tF  {x,  y,   i,  p,   q)  =zf(x,  y,   Z'  P»   q)  > 

quand  cette  condition  n'a  pas  lieu.  La  solution  générale  de  cette 
question  sera  le  premier  objet  des  recherches  contenues  dans  ce  para* 
graphe;  je  donnerai  ensuite  le  procédé  qu'il  faut  suivre,  lorsque  K^ — HL 
n'est  pas  nul,  et  qu'i!  reste  par  conséquent  deux  dérivées  du  second 
ordre  dans  la  première  transformée ,  pour  ramener  par  une  seconde 
transformation  l'intégration  de  l'équation  donnée  à  celle  d'une  équation 
de  la  forme 


,s 


f  (^  >    y 


h)^ 


ou  il   n'y   en  ait   plus   qu'une  ;   et  je  terminerai   ces  recherches  par 
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i'examen  des  cas  où  la  solution  générale  doit  être  modifiée  suivant  les 
diverses  circonstances  que  présentent  les  équations  qu'on  obtient  en 
intégrant  celles  dont  se  composent  les  systèmes  de  trois  équations  dé- 
duits de  l;i  proposée. 

Démontrons  d'abord  que  si  l'on  forme  avec  l'un  de  ces  systèmes  de 
trois  équations,  une  combinaison  intégrable ,  et  qu'après  l'avoir  inté- 
grée comme  une  cquaiion  aux  différentielles  ordinaires,  et  y  avoir 
ajouté  une  constante  arbitraire  a,,  on  intègre  de  nouveau  cette  équa- 
tion, qui  est  aux  ditférentielles  partielles  du  premier  ordre,  par  la  mé- 
thode connue  pour  les  équations  de  cette  sorte,  l'intégrale  qui  en  ré- 
suilera  satisfera  à  la  proposée  dont  elle  sera,  comme  nous  le  verrons 
bientôt,  une  intégrale  particulière  contenant  une  constante  et  une  fonc- 
tion arbitraire  ;  nous  examinerons  ensuite  comment  on  peut  continuer 
d'y  satisfaire,  en  faisant  varier  et  de  manière  à  convenir  cette  intégrale 
particulière  en  intégrale   générale. 

La  combinaison  intégrable  que  nous  considérons,  déduite  de  trois 
équations  où  les  dérivées  ne  sont  qu'à  la  première  puissance,  résulte 
nécessairement  de  la  somme  de  trois  produits  formés  chacun  d'une  de 
ces  équations  multipliées  par  un  facteur  convenable.  En  nommant 
A,  fÀ,,  ¥,  ces  trois  facteurs,  qui  sont  des  fonctions  de  x,  y,  i,  p,  q, 
la  combinaison   sera  représentée  par 


^I 


<  « 


-?  Tirrr] 


en  sorte  que  si  nous  désignons  par  u  la  valeur  de  la  constante  arbi- 
traire tL  de  son  intégrale  en  fonctions  des  mêmes  quantités  ,  cette 
combinaison  sera  identique  à 

i  d  II  \         d  y  .     I  ^  "  \         ^  Z  .     l  '^  "  \        ^  r 


d  X  (  • 


à 
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et  on  aura? 


j 

•  /  '  ï/  Il    \  î       •  -         « .  ' 


(^)=''^. 


•  j 


du 


La  possIbiUté  3e  satisfaire  à-ja  fois  à  ces  cinq  équations  par"  des  va- 
leurs convenables  de  A,  )ut>  v,  est  la  condition  nécessaire  pour  que 
le  système  de&.trojs  équations    .  r    ,  « 


.  »  «  #  »    • 


■   \         a^.  i 


H  :-j^, -AT— •t/^=irb,'^ 

a  X  (  A  ^ 

d  X  (  A  ^  r      ''  ,d  X   (  CL  .  ' 

d X  i  A  "~^  ~"  ^ ZdlTfT     '     *      ,     .  ■  :  , 

puisse  donner  une  combinaison  intégrable  ;  cette  condition  est  donc 
remplie  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons,  et  il  est  inutile,  pour 
le  but  que  nous  nous  proposons ,  de  chercher  à  quels  signes  on  pour* 
fait,  d'après  1  équation  donnée,  reconnaître  dans  quel  cas  elle  a  lieu; 
contentons -nous  de  tirer  de  ces  cinq  équations  la  démonstration  dont 
nous  avons  besoin. 

En  considérant  cl  comme  une  coilstahte  dans  Téquation  du  premier 
ordre 

W    =1    et  ,' 

on  en  trouvera  l'intégrale  par  la  méthode  expliquée  dans  le  premier 
paragraphe  de  ce  Mémoire ,  en  la  différenciant  par  rapport  k  y ,  x  étant 

XVUI.'  Cahier.  P 
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lautre  variable  indépendante  ,  et  en  introduisant  dans  1  équation  ré- 
sultant de  cette  dlfFérenclatipn  une  nouvelle  variable  indépendante  y , 
au  moyen  des  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  j  et  de  /  en  fonc- 
tions des  dérivées  de  y  et  de  ^  ^  iorsqu  en  supposant  cl  constant ,  on 
prend  a*  et  y  pour  les  deux  variables  indépendantes.  Afin  d'exprimer 
que  Ar  ne  varie  pas  dans  ces  dérivées ,  je  les  représenterai  par 

d  ^  d  y  d  q  d  q 


d  X  (a^  y    *        d  y  (a,  X    '        d  x  (a,,  y  /        4  y  (a^  x 

alors  ces  valeurs  seront 

d  q     *  d  q 

.   d  q  d  y  d  y  (a^  X  dy  (a^x 

d  X  fa,  y  d  X  (d,>-  d  y  "  dy  * 

*       \    .      d  y  (ùtf^  X  d>  (0L^x 

il  faudra  les  substituer  dans  la  dérivée  de  isr  =:  et  prise  comme  nous 
venons  de  le  dire,  et  égaler  séparément  à  zéro,  après  cette  substitu- 

tion,  les  termes  qui  seront  multipliés  par  — t^2l—  ^  et  ceux  qui  ne 

d>  (a,x 

contiendront  pas  ce  facteur  ;  on  "aura  ainsi  les  deux  équations 

d  u    \  d  y  f    ^  ^ 


« 


(d  u    \  d  y  f    d  u    \    ^ 

w/  y      w  î  /  ^     w  î  y   d X  (a,  y  —  ^  ' 


qui  ,  jointes  à 


et 


d  Z  d  y 


d  Z  __  dy 

d  1  C^i  *  *      d  y  (a,  9t     ' 
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donneront  toutes  les  relations  né^ressaires.  pour  parlreoii'  à  l'intégrale 
cherchée  sous  la  forme 


=  o, 
d  V 


[^f-J 


t>. 


ainsi  qu*onl  fa  vu  dans  le  premier  paragraphe  de  ce  Mémoire»  en  re^ 
présentant  par  j  ■  -. — - 1  fa  fonetion  dédvée  de  V ^  lorsqu  on  n'y  fait 

varier  que  y  et  ^ y,  a  étant  fÀîi/ôiifô  cotistàrtt. 

En  vertu  de  la  seconde  de  ces  deux  équatioils,  fe&  dérivées  de  la 
prcmièrep  V^:^Q ,  ne  côntîendijoiir  point  de  termes  provenant  de  la  va- 
riabilité de  y,  et  les  valeurs  de  p  et  de  ^  tirées  de  ces  dérivées,  rendront 
identique  Téquation 


Si  Ton  suppose  actuellement  du  variable  .dans  Vzzi  o ,  qu'on  y  écrive 
n  au  lieu  de^y,  91  étant  une  fonction  dé  cl  et  de  y,  et  qu'on  joigne 
à  cette  éqUiOitiôn  cess  déuk-ct  :   , 


r--— 1 


o. 


en  donnant  aux  parenthèses  carrées  la  signification  que  nous  leur  avons 
attribuée  jusqu'ici ,  il  est  clair  que  les  deux  différentielles  de  l'équation 
Vz=:o ,  seront  encore  les  nriétnes,.  et  donneront  les  mêmes  valeurs  de 
p  ttde  ^  0  excepté  que  yi  y  sera  écrit  à  la  place  de  ^  y  ;  eh  wrte  que 
cei  valeurs  satîtièfoncî  toujours  ^à  .         / 

puisqu^eHts  ttïtëàietit  otîtt  éqtiatH)!t  identkjue  inéépemfantmetir  ie  la 
valeur  de  ^y,  lorsque  et  était  considéré^  comme  une  constante;  on  aura 
donc  toujours  ii=:ct ,  et  it  ne  restera  pfus  qirà  faire  en  sorte  que  cette 

P  2 


I'I'6^  A  N  A  ,l.iY/ S^>fA 

équation  y!  (|ui  satisfait  à  Ja  proposée^, 


H r  -H  2  K s  -H    Lt  ^^-  M  —  6  .     *    -^  -       ^ 


quand  et  est  constant,  y  satisfasse  encore  quand  et  sera  considéré  comme 
une  quantité  variable,  en  joign^nt^pbur  exprimer  cette  condition,  une 

quatrième  équation  aux  trois  que  nouli  avons  déjà  obtenues  comrne  de- 

....  '         •,  ■  ■       • 

vant  faire  partie' de  fintégràle^.  •        •     1<     !    \  > 

Pour  cela,;  voyons  d'abord:  comttient;:2/ w=r  <t  iatis^it  à  l'équation 
proposée  quand  et  est  constant. ,pn^  en  uçe, alors,  à'  cause  que  u  ne  CQn- 
tient  que. f/;r,Z,^,  ^,:. 


t  - 1  \  f  #  *■'>•' 


{mM^pH^f'^i'^V^-'-' 


'  '■  '  ''i  ■';•      •■."   .;*■  r";!  j-     "'  ' 


et 


♦  -  -  <. 


(4T)-(^i)v-<-(4F>^^(47)'=- 

:est"a-dire,  en  y  écrivant  au  ii^eu  dç       .^  *^      i  *      *^^  ^     - 

(4f).  (47-)' (4r)'  f4t)M-47^h  ■  -  ■ 


:   Y 

.  Il 
a  p  ]        \      d  q  r   ^ 


leurs  valeurs  trouvées  ci  -dessui,-^  ^n  jjîvisajiit  tar  />t  les  équations  ré- 
sultant de  celte  substitution ,  r-        ;  . 

'   ,(K-^VG)  ^M-^Hr  J^(K^VG)  s  =  o. 


et     '  ^'  '  ....  y.ir  \'  f\  \  • 


'    »  »  *l  i.  '\:i: 


<> 


.   i 


r> 


qui  donnent,  en  tirant  de  la   seconde  équation-  laivaieur  dev^fU  ec  ia« 
substituant  dans  la  première  ,  et  ep  £^jsant  attention    qu  a  cause   de 
zzK^  '^^ HLf  on  a — ^^gr^^^^-^/^'^quationim^ 
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Si  et  est  variable,  on  aura ,  au  lieu  des  deux  équations  que  nous  venons 
d'obtenir,  celles-ci 


{K:-h\/GJ-^Af-^Hr-\-{/C-^l/GJ  s 


d  et 


dx   (y    * 


et 


H-\-Hs-^(k'—\/C)t 


d  a, 


d'où  l'on  tire >  en  éliminant. — 

1  .  '* 


Hrrh  *  AHf  -4-  Lt-r^M 


H 


fA,         d  y  (  X 

de  la  mêine  manière , 

* 

a  fk 


dx  (y 


.'     .: 


•'i  li. 


^        I 


et  comme 


d  X  {y 

pourra  secrire  ainsi  : 


esti  égal  à  -.    dy  fx'    Jxr*  '  — '* . ^^na^on 


>  / 


•'1 


d  a 


/i       dy  '(k 

; 

4*011,^1  suit,  que  1  équation  proposée 


( 


dy  :     ■     kA-y/G 


L*'  •     ' 


«  •  & 


.{ 


Hr 


2  II  s  H-  Lt  Hr  M 


d  k  (Ht: 
=  O 


H 


■). 


sera  satisfaite ,  si  Ion  joint  aux  trois  équations 

F=  o, 

•     f  .  -       ^         \      <    •  -...,. 


»! 


[ 


(itillë-ti  • 


'■■M  ]      »<j- 

7V7T 
d  y 

d  a  (  y 

"..   ..."     ' 


] 


A'-t-  /C 


Jjt 


*.  ■  ♦  I 


»      -I 


'    d^  (a  h  * 

On  tire  immédiatement  à^^  trois  premières , 

dV\     .      t'dV 


X'j 


/  «/r\    ,    (  dv\ 


»    '  / >  •  ji. 
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ce  qui  fait  cinq  çquatîons  déterminant  z,  x ,  y ,  p ,  q ,  en  fonctions  de 

a  y  (  a  d  a  (  y 

qui  serviront  à  les  éllmii^r  de  H^  K ,  j/C^;  et  il  ne  s'agira  plus  que 
d'avoir  la  valeur  de  -7 — 4 —  c"  fonction  de  et,  y,  i!,  et  des  dérivées 

a  X  (  et, 

de  n»  pour  que  ia  quatrième  équation  de  l'intégrale  ne  contienne  aussi 
que  ces  quantités»  et  puisse  servir  à  déterminer,  en  l'intégrant,  la  valeur 
de  ti  en  fonction  de  cl  et  de  y»  afin  qu'en  écrivant:  cette  valeur  au  litu 
de  Tï  dans  les  trois  premières  des  quatre  équations  que  nous  venons 
d'obtenir,  elle^  représentent  alors  à  elfes  seules  l'intégrale  cherchée  sous 
la  forme  d'un  système  de  trois  équations. 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  ne  se  trouvera  résolu 
par  cette  méthode ,  qu'autant  que  Téquatton  trouvée  de  cette  manière 
pour  déterminer  n,  ne  contiendra  au  plus  que  deux?  des  dérivées  du 
second  ordre  de  tj,>et  que  ces  dérivées  n'y  entreront  qu^à  là  prêmlèt'lt 
puissance  ;  sans  quoi ,  cette  équation  étant  aussi  compliquée  ou  même 
plus  compliquée  que  la  proposée,  l'intégration  ne  serait  pas  ramenée  à 

celle  d'une  équation  plus  simple.  Pour  trouver  !a  valeur  de  -^^ — y — , 

je  remarque  d'abord  que  si  l'on  représente,  conformément  à  la  notation 
dont  nous  avons  fait  usage  jusqu'à  présent,  par 

[  dy{a  J'  L'^r^rrJ'  i~dT7^y  L~^7tJ' 

les  dérivées  partielles  des  valeurs  de  p  et  de  ^  qui  résultent  de  noc  deux 
dernières  équations ,  savoir  : 

l"^^) .     (tt) 


I    I 


/"     (4^)  {4f) 

prises  en  ne  faisant  varier  dans  ces  Valeurs  que  et,  y  et  n  considéré 
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comme  une  fonction  de  (t^et  de  y,  on  aura,  d'après  cette  convention, 
pour  déterminer  la  valeur  de  j  ^  ^   /  ^  1  »  l'é<l"ation  identique 


m[ 


dp 


dy   (* 


] 


dV_ 

î_ 

d  y  (  a. 


44^) 


ou 


( 


dV 
d  ç 


)  L  rf>V« 


] 


L  //> 


d  V 


r« 


rf  V 


d  y  (  A 


parce  que  l'on  peut  changer  Tordre  de  deux  différenciations  partielles 
Eûtes  dans  deux  systèmes  drfférens  de  variabilité  sans  changer  la  valeur 

des  dérivées  qui  en  résultent  ;  on  trouvera  de  même ,  pour  déterminer 

les  valeurs  des  trois  autres  quantités , 


(■5t)[- 


d  A  (  y 


■] 


d  »  (  y 

d   X 

d  V     1 
à  y  (  t 

dy 
d   V     -[ 


[ 


d  V 

d  «L  (  > 
~dl 

d  V 
dy  (tL 


d  a  (  y 


d  V 
d  a.   (  y 


(■^T)  Va  Ci  (y  J  =  ~ 

En  ceiivant  les  premiers  membres  de  ces  quatre  équations  à  la  place  des 
seconds,  dans  les  dérivées  prises  par  rapport  à  y  en  y  regardant  et  et  y 
comme  les  variables  indépendantes ,  des  deux  équations 

d  V 


[ 


d  y  (a 


1 


l  da(y   \ 


O, 


qui  font  partie  de  l'intégrale,  on  mettra  ces  dérivées  sous  une  forme 
plus  simple  ;  et  comme  on  n'aura  pas  &it  varier  et  dans  la  différencia* 


i 
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tîon  qui  aura  donné  ces  dérivées ,  il  sera  facile  d'en  déduire  la  valeur 

de  -T— ^7 — .  ^ 

On  trouve ,   en  faisant  cette  opération  et  en  transposant , 

Mil\  \     àp     1      d  X  {dV  \r    Vy     -1      ^>^      _r    d-  V   -i 

\   di    lld  y  (  CL  \    d  y  (  a    '^X  di     JldyfajdyCcL    L  dy-  {a  ]' 


et 

i  i/^  /  L  i/«  r>  J  </«  r^     Wî  Jid  CL  {y  ]  da  ( >• — \~nrd'-,  J' 

1  '/t'A' 

Résolvant  ces  deux   équations  par  rapport  à    -j — - —    et    -^ — '^—  , 
et  divisant  ia  seconde  valeur  par  la  première  pour   avoir  celle  de 


qui  est  la  même  chose  que  -j — ^ — ,  on  trouvera 


d  X  ^ ^  dx  (a 


dy  (  tL 


dy 


d  X  (a  —       r    «/g    1  r  Jj_y_l  __  r_£i_l r_^L^l  ' 

en  supprimant,  au  numérateur  et  au  dénominateur,  le  facteur  (— —  J, 

et  comme  cette  valeur  doit   être   égale  à  j^~  ,  on  aura  enfin 

poiîr  la  quatrième  équation  de  l'intégrale  dont  nous  avons  déjà  trouvé 
les  trois  premières  équations , 


"[-^%]^('^^y'^''[^Mrirr;] 


o. 


Celte  équation  contenant  des  dérivées  du  second  ordre  de  7\  relative- 
ment ^aux  deux  variables  indépendantes  et  et  y,  il  faut,  pour  que  Tîntes 
gration  de  l'équation  proposée  se  trouve  ainsi,  ramenée^  à  une  question 

plus 


ANALYSE.  121 

plus  simple ,  qu'il  n  y  ait  dans  cette  équation  que  deux  des  dérivées  du 
^ccond  ordre  de  *ï  ,  et  que  ces  dérivées  n'y  entrent  quau  premier  degré: 
o^^.  c'est  ce  qui  est  bien  évident;  car,  d'après  la  manière  dont  on  a 
obtena  les  trois  preniières  équations  de  l'intégrale  , 


» 


o  , 


o  , 


[t77t]  =  ''' 

lès  valeurs  de  x ,  y,  j,  qu'on  doit  en  tirer  pour  les  substituer  dans  la 
quatrième,  ne  contiendront  que 


Vf    ^1     ^  .  .     '    « 


d  (t  (  y  d  y  (  A     * 

ies  valeurs  de  p  tt  At  a  déduites  des  deux  dérivées  de  la  première  de 
ces  trois  équations ,  prises  en  considérant  x  ei  y  comme  les  deux  va- 
riables indépendantes ,  et  simplifiées  en  vertu  des  deux  dernières,  ne 
contiendront  que 

X»  y,    z»   et,   y    et   y\\ 

ies  dérivées  de  p  et  de  ^  par  rapport  à  et  et  à  ta  qui  entrent  dans  la 
quatrième  équation  de  l'intégrale,  devant  être  prises,  ainsi  que  l'indi- 
quent les  parenthèses  carrées,  sur  ces  valeurs,  avant  d'en  éliminer  x, 
J»  l,  et  en  y  faisant  varier  seulement  \es  deux  quantités  et  et  y  comme 
indépendantes,  et  ii  comme  une  fonction  de  et  et  de  y,  il  n'y  aura 
dans  ces  dérivées  que 

dn 


X,  y»   2,    et,    y,    n,     .     .    -  -  et 


d  f^  (  y  dy  (  A  ' 

d'où  il  suit  qu'après  qu'on  en  aura  éliminé  x,/,  j,  il  n'y  restera  que  les 
mêmes  quantités  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  ces  dernières  variables. 
Les  dérivées  du  second  ordre  de  n  ne  se  rencontreront  donc  dans  la  qua- 
trième équation  de  l'intégrale  qu'autant  qu'elles  seront  comprises  dans 
les  quantités 

XVIU.'  Cahier.  Q^ 


12Z  ANALYSE. 

r     «^^     1    et    F-^^—1. 

l  d  y*  {  a   J     ^     \_    d  (t  dy    }' 

qui  ne  se  trouvent  quau  premier  degré  dans  cette  quatrième  équatjon; 
et  comme  on  doit  calculer  les  valeurs  de 


[dlu<^]    ^*   ^    [dldy]  ' 


par  le  même  procédé  que  lorçqu'U.  s'agît  de  déterminer  celles  des  déri- 
vées de  p  et  de  i/  renfermées  aussi  entre  des  parenthèses  carrées  ,  c'est- 
à-dire,  en  fiiisant  varier  de  la  mérrtemqn|èi:e  c«t#  y  et  yi  dans  la  valeur  de 
V,  avant  d'en  éliminer  x,  y,  j,  il  est  évident  qu'après  cette  éliinînation, 

la  quatrième  équation  de  Tintégrale  ,  ainsi  trans^formée ,  ne  contiendra 

//•//■  * 

que  les  cinq  quantités  et,  y,  >îf  -:r  -^ — t    -3 — / — »  ^^  ^^"^  dérivées 

•*  •*-*  d  ùi  (  y  a,  y  (  0L 

du  second  ordre  de  n,  savoir  : 


J*   II,  ^  //*  H 

et 


» 


dy^  (a  d  a  4y    ' 

^'nsi  que  nous  nous  étion^^  proposé  de  Je  démontreip. 

La  quatrième  équation  de  l'intégrale  que  nous  venons  d-obtenir 
peut  être  mise  sous  une  for;Tie  plus  simple  dans  le  cas  où  Ion  peut 
obtenir  une  combinaison  intégrale  ,  non-seulement  avec  \^  système  de 
trois  équations  susceptibles  d'être  intégrées  comme  si  elles  étaient  aux 
différentielles  ordinaires,  et  où  ;ir  et  ol  sont  pris  pour  les  deux  variables 
indépendantes,  mais  aussi  avec  l'autre  système,  où  c'est  ;t  et  j3  qui  sont 
considérés  comme  les  deux. variables  indépendantes;  il  est  d'autant  pfus 
intéressant  de  nous  occuper  de  cette  transformation ,  que  nous  en  dédui- 
rons dans  la  suite  de  ce  Mémoire  plusieurs  conséquences  importantes. 

En  désignant  par  v  l'intégrale  de  cette  combinaison ,  en  sorte  que 
l'équation 

soit  à  l'égard  du  second  système  ce  que  l'équation 

«  =  et 
est  à  l'égard  du  premier,  H  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  représente  par 
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^'  t  ht  *>  ^^^  &ctëurs  des  équations  du  second  systèlne  cbrrespondans 
aux  facteurs  A, 74.,  f,  des  équations  du  prenVieï',  on  atim 


H~) 


A'  (K  —  ^G)  ^f,'  M'—^'p 


(47-)  -  >'»■ 


y  q 


P 

4iv 


(-77-;)  "  "'  c^  ^  >^^^- . 

lupposons  maintenant  ^uon  substitue  dans  v,  qui  ne  contient  que 
X,  ^,  l,  p  et  ^/ià  lâ  placife  de  /?  et  de  ^,  leute  vâieu!*s  tirées  des  trois 
pr&rnières  équations  de  Tintégraie,  en  les  calculant  comme  nous  avons 
dit  -qu'il  fallait  te  faire  lorsque  nùus  bvîonb 'à  élirtiiner  leurs  dérivées 
partielles  de  la  quatrième  équation  dé  l'intégrale,  et  représentons  par 
ITce  que  devient  v  en  vertu  tie  celte  Substitution  :  cômnle  «t,  y  et  »t 
n'entreront  dans  W^  qu'en  tant  que  p  et  ^  se  trouvaient  dans  v  ,  il  est 
évident,  en  donnant  toujours  le  même  sens  au>^  parenthèses  carrées, 

qtt*Qn  aur* 

r  ^^1  _  (J_j_\  r    ^^    1  -u  (J^\  T—  ^—1  — 

Idy  {aj  \    df    ]ld>(aA'^\dq]ldy(cL\ 


et 


ld*(y\  \dp)ld»(y]'^\dqj\_da(y\ 

C- est  en  écrivant  les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  à  la  place 
d^i  derniers   dans  là  quatrième  équation  de  Tîntégrale ,  après  qu'elle 


I  • 
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aura  été  multipliée  par  ià,\  qu'on  la  mettra  sous  fa  forme  dont  nous 
venons  de  parler,  savoir  : 

d  ïï^    -i  r    d^  V    -i        r     d  W    -^  r     d*  V 


r     d  )v     T  r    d*  y     1 r      d  \^    -^  r      </*  K    i 

V    da(  y    \ldy^  (a  \  L    ^7    ^^  J  L"T77TJ 


o. 


Si,  au  lieu  de  substituer  dans  ia  valeur  v  de  /3,  à  la  place  de  /^  et 
de  ^,  leurs  valeurs  tirées  des  trois  premières  équations  de  l'intégrale,  on 
les  substituait  dans  celle  de  et,  que  nous  avons  représentée  paru,  et 
qu'on  nommât  w  le  résultat  de  cette  substitution.,  comme  et,  y  et  n 
n'entreraient  aussi  dans  w  qu'en  tant  que  u  contient  p  ex  q,  on  aurait 
de  même 

r     </y    1 M»  \  r     '^F    1  _.    /AîL\  r     ^?     1 


"  I  «  [tt- ^]  -^  ^^  - 1/^^  [-TTfr] } 


et 


d  u  \  r      d  V      1  I    d  u 


r     ^«^     1  —  M"\  r-_£iL_l  _i-  /-liL^  f— 11— 1  — 

d'où  l'on  tire 
et 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  simplifiera  beaucoup  ces  expressions  ,  en 
faisant  attention  que  l'équation  u  z=z  et  ^  ou  u  —  du  zzz  o  ,  résultant 
de  l'équation 

F=  o, 

lorsqu'on  en  élimine  dUf  y  et  r\  au  moyen  des  deux  équations 


{-^)p^{-4^)  =  o. 


•       I 


analyse;  125 

H  s'ensuit  que  quand  on  remet  les  valeurs  de  p  et  de  ^  tirées  de  ces 
deux  dernières  équations  tians 

n  —  CL  z=z  o , 

'     '  .  .'   ■       '  ■ 

ce  qui ,  d'après  la  signification  que  nous  venons  de.  donner  à  (a  lettre 
w ,  change  cette  équation  en 

w    —    CL    =    0  ,        , 

on  trouve  nécessairement  une  relation  entre  les  variables  qu  elle  con* 
tient  équivalente  à 

F  =r  o  ; 

« 

en  sorte  qu'elle  ne  peut  différer  de  celle-ci  que  par  un  facteur  commun 
à  tous  ses  termes ,  et  que  si  Ton  nomme  ce  facteur  cê ,  on  aura  iden- 
tiquement 

W  —  et  =:  «  K  , 

et 

* 

SwL  l'on  conclut ,  en  vertu  'des  trois,  premières  équations  de  l'intégrale , 

r=:o, 

« 

d  V 


que 


et  que 


on  aura  donc 


L  rf>/«    J 
L   dy    (  a  J 

« 

* 

V  da  (y  J. 


O  , 


O. 


O, 


I  : 
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et 


En  substituant  ces  valeurs  dans  ia  qûaTrî^me  équation  de  Tîntégrale, 
et  multipliant  par /^,  on  otrtient       -  ■;    ' 

CettiB  tfcrnîièiife  fofhie  est  rtioins  Sy«rii^iW(p.iè  ({de  ddles  sous  iesqnelies 
nous  avons  déjà  mis  cette  quatrième  équation  ;  mais  etfce  a,  comme  (a 
première,  l'avantage  de  ne  pas  ex5ger~-cjije  Ion  puisse  avoir  la  valeur 
de  /S;  «  elle  est  ordîsnairefnent  |)fus  promptement  calculée»  parce  qu'on 
na  pas  besoin,, i&rsqu'on  en  fàk.iusage,  de  4ir^r jçelle  d^  ,p  des  trois 
premières  équations  de  l'intégrale. 

Lorsque  G=zo,  et  qu'il  n'j^  a  par  conséquent  qu'un  seul  système 
d'équations  susceptibles  ^'être  intégrées  comme  si  elles  étaient  aux  diffé- 
rentielles ordiàaîres^  i'iéquatioh  que  nous  vienbnB  de  trouver  se  réduit  à 

en  sorte  qire  Tîntégriale  est  alors  représentée  par  ce  système  tie  quatre 

équations;  -         P' m  o  , 

d  V 


d  V 

d\V 


V-rrrr]  —  ^ 


II  est  aisé  de  voir  directement  que,  dans  Je  cas  dont  nous  parlons,  ces 

quatre  équations  satisfont ,  en  efîet ,  â  ia  proposée  ;  car  nous  avons  vu 

qu'elle  était  toujours  satisfaite  par  les   trois  premières  ,  quand  on  avait 

en  outre 

dy       K^¥G 


d  X  (  ti  H 
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et  BOUS,  savons .  d'ailleurs  quea  considérant  eu  comme   une  coi>stante| 
dans  Téquation  ^:;i=ct ,  sqn  intçgràfe  est  représentée  pai;  ces  deux-ci: 

F=  o, 

^ùr  saftîsifoin  à  un  système  cî^éqùations  îhtégrablès  comme  si  elfes  Âaîent 
aux  différentielles  ordinaires ,  parmi  lesquelles  se  trouve 

V      rfp      /      dx(a.,-^  -  \     dq      p   —    °  ' 

1  .  •  ...»  • 


»  ■  .  •  •  r 

dx(cL,y      *  I     d  u     \  H 

Les  deux  premières  équations  de  l'intégrale  gcncraie  ne  différant  de" 
celles  doi>t/se^  compose  l'intégrale  d«    ^       '    i    .  7*      i    >. 


j 
\ 


%> 


quand    CL   est  considéré   comme  une   ccmstqfiité ,    quîen    cj^    que  y»  s  y 
trouve  écrit  au  lieju  de  Oy;  il  est  clair  que  la  valeur  de  — r--, —  f*1 
f  tir^e.  de,,ce8jlçifx.pççipièi;es  équations^  se^a  toujoHCîJ^  iA^.mêiîne.,  et;  par, 
CGri3éc|ucnt  égale  à  |--r^^>r---Trr-,  tandis^tœ  '0  "  /"^  4q^  ^tre  égal  é|> 

-^^ ;  mais  quand  t7  =  o  ,  ces  deux  valeurs  devièniient  égales 

K 

entre  eilesi,   puisqu'elles  îe  »ont,  toutes  deux  ai  rjj^;  dloil  ilusrtpît.^e 

dans  ce  cas  ll'suffit,  pourc|ue  Pinté^rares  atîsfassêâ  la  proposée,  quoiâre' 
les-  trois^  équ'atioris'  **    '        -V^  z=io^  ;      »  i..,.   ^ 

r      ^  K      H  _  ^ 

L     -^ie  >    /^.  A-,     l  -•  ..*   . 

r      ''  ^    1  — 


I  .  s/     4  •   > 


(*)  L'invariabilité  de  a^et  >  dans'Ia'dîfiïrencîation  par  laquelle  on  calculerait  cette  dé- 
rivée,  entraîne  celle  de  »,  qui  est  une  fonction  de  a.  et  > ^  sans  ^i^'ii  sqij.  néç«ss^ire  de 
Tindiquer  en  écrivant  n  à  la  suite  de  «  et  de  >-.  ' 
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les  valeurs  cle  -o— -7—  et  de  -i — ^— ^  tirées  des  deux  premières  soient 

égales  entre  elle^  :  or,  c'est  ce  qui  a  lieu  si  leurs  dérivées  partielles, 
prises  en  n'y  faisant  varier  que  y,  et  ti  en  tant  qu'il  contient  y,  sont 
nulles;  celle  de  la  première  1  est  déjà  en  vertu  deila  seconde  ;  il  ne  s'agira 

donc  plus  que  d'exprimer  que  celle  de  ta  seconde  l'est  aussi,  en  joignant 

•    •     »  ■ . . .    ■  . .'      .  j        ..." 

à  ces  trois  équations  celle-ci  :  . 

On  voit  que  ,  dans  ce  cas  ,  la  ,quatri,ème  ^qu9tion,,<Ie.  rintvégrale  ne^ 
contiendra  qu'une  seule  dérivée  de  d  qjui.  soit  du  second  ordre ,  savoir , 

-  ,  et  que  cette  dérivée  n'y  entrera qu au  premier  degré,  puisque, 

d'après  la  signification  que  nous  avons  doniiée  aux  parenthèses  carrées , 
on  a  , 

% 

r^»J^1  (AJL\      <^*  *         ■     /    </'  y   \  1      en    Y» 


\dy  dn)     dy  («.    ~^\    </>»     j* 


il  sera  donc  facile  de  voir  si  cette  équation  est  susceptible  d'être  intégrée 
par  les  méthodes  connues,  et,  dans  ce  cas,  d'en  tirer  la  valeur  de  iv, 
qu'il  ne  s'agira  plus  que  de  substituer  dans  ie$  trois  premières  .équations 
de  l'intégrale  pour  avoir  celle  -  ci  sous  la  forme  d'un  système  de  trois 
équations. 

Donnons  d'abord  quelques  exemples  d'équations  du  second  ordre  dans 
lesquelles  la  quantité  G  ou  AT*  —  HL  est  nulle,,  et  dont  l'intégrale 
générale  puisse  facilement  s'obtenir. .  par  cette  métliode.  Soit  d'abord 
iequation  ^  *     i 


on  aura 

m 

et  par  conséquent , 


»    » 
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d  X    ( 

et 


o  , 


^  d  p  d  a 

d  X  (  et  ^     d  X   (  CL  ' 

dont  la  seconde  est  une  différentielle  exacte,  et  donne 

x*"  p  —  q^  z=z  2  ce  , 

où  j'ai  pris   2  ce  au  lieu  de  ce  pour  éviter  les  fractions ,  cette  équation 
s'/ntégrera  ainsi ,  en  y  considérant  ce  comme  une  constante  : 

x'^  s  —  2  q  t  z=  o, 
X'  — ^—  =:  o 

d  y 
dx  (a,y  ï 

doù   il  est  aisé  de  conclure 


d  y        2  y  ZûL  H-  >* 


"y  •  Tirrrc  —  ""    ^x  ^  P 


X 


d  X  (<t,y                         X*     '     '^  X 

2  y  f  j     j  2«  H-  >* 


2flt  -H   >* 

2  =  y/ j-i hci>y. 

^  valeur  de  /  étant  celle   qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  ii 
itatîelle  partielle  de  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  {« 
^oag    n'ont  pas  besoin  d'érre  transformées ,  et  Tintégnle 
Jproposée  fera  représentée  par  les  trois  équations 


i 


i 
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2  y       ,  d  y^         ^_^_^ 

d  y  (  ûL         ' 

d  it 


O  . 


d  A  (  y 


pourvu  qu'on  détermine  y\  de  manière  qu'on  ait  en  même  temps     \ 
dérivée  partielle   relative  à  y  seul  de  la  aecoude  équation  ,    égaie 
zéro  ,   on  trouve  pour  cette  dérivée 


d*  f, 


et  en  éliminant  x , 

d'  n 


d  y^  (  a  d  a  (  y     * 

dou 


=  Z^'"*'*  du<^'  (y  -^  2U  \^di)  , 


d  y  (  A 
dn 


d  A 


en  sorte  que  l'intégrale  est  exprimée  par  ces  trois  équations  , 


2  y 

X 


ff^^  du<^'  (y-^xu  \/<l)  , 


fe'*  Jucp''  (y  -h-  2V ^ccj  , 


qui  se  vérifient  trè^-facilement ,  puisqu'on  en  tire 
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On  trouve,  en  ajoutant  ces  deux  équations. 


r^-»-W( 


dy 


dx  (  «. 


dp 


d  » 


W)  -H  ù^)  ( 


<iont  l'intégrale  est 


('^  -*-  ^J   {y  -*-  P) 


«t  ; 


'33 


à9 


d  » 


O, 


en  l'intégrant  de  nouveau,  comme  une  équation  aux  diffôrentiefles  du 
premier  ordre,  on  obtient  successivement 


(X  -f-  q)  s. 

dq 


d  X  (»,y 


(^^^) 


d  X  (tL,y 


(y-^p)  ' 


o, 


P* 


O  , 


on    a  donc 


X , 


yy 


tt    X 


xy 


a  X 


>• 


d* 


d  y  (a 


X 

> 
a  «  AT 


d^ 


d  ».  (  y 


d*  a 


Pr 


dr  ( • 


o. 
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d  y 

f=y/    p  =z  y  X <t» 

7    JT*    >*  X 


X» 


=  o. 


d  tt  (  > 


d*  n 
d*  fi  d  n 


•  d  y^  (  ùL  d  €t  (  y     ^ 

«  z=  fe'^*  du(^  (y  --^^  xu\/(l)  ; 

en  sorte  que  l'intégrale  de 

r  H-  2  (^^  —  x)  s  -^  (q  —  x/  /  —  ^  =  o  ^ 
est 

y  H — yx  •+■  /^""** du<^'  (y  -\-  lu  \/àiJ  =:  o  > 


/  ^■"**  ^//  <f "  (y  ^+-  xu  y/duj  =  o  ^ 


Soit  encore  Téquation 
on  aura 

^^  -*-  ^^^  -dirri:  —y—p  =  o. 
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On  trouve  »  en  ajoutant  ces  deux  équations , 

dont  l'Intégrale  est 


(^  -^  ^)    (y  -^  P)  =  ^'^ 


en  Tintégrant  de  nouveau  »  comme  une  équation  aux  dîfi^rentiefles  du 
premier  ordre,  on  obtient  successivement 


(X  '+'  q)  s  -^  X  -+-  q  -¥-  (y  -^p)  t  =:  o  , 

dq 


on  A  donc 


« 


/ 


X , 


a  X 

A  »  dit     ___^ 

>*  d }(  tt 

X     d  n        ^^^ 

a  «  X  d*  n       ___ 


Pr 
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d*  fi  ^  A     f       d  >       \*  d  n 


a  flt     /       d  >       \* 


d  i*  {  a  y*       \  d  %  {  A     f        d  a  (  t 

d}  >  %  A      t       d  y       \^         d  y 


>*  \    d  %    (  A     ] 


d  %*  (  a  >*        \   d  %  {  A    I       d  A  (  \ 


d  y  d  %  (  A 


d  f    (a 

* 

qui  prendra  la  forme  demandée,  si ,  après  avoir  supposé-^ — y —  =r  y,  ce 

d 

qui  réduit  à  une  fonction  de  cl  le  coefficient  de  -^ — - — ,  on  peut  sa- 
tisfaire à 


J*  >  z  A    f       d  y       \*        rf  >        


z  A    f       d  y        \»         d  y 

d  %^   (  A  >»       V      d  %   (  A     )         d  A  (  % 

qui  devient  alors 


2  0.  -r — 7 —  =  o. 


d  t^  (  A  d  A  (  % 

£n   déterminant  convenablement  la  fonction  arbitraire   de  cl  qui  se 
trouvé  dans  la  valeur  de  y,  tirée  de  Téquation 

d  >       

d   %    (  A        

savoir  : 

y  =  ^*  V  oc  ; 


y . 


on  a 


^*  V  flC    —    2flt^*v'oC    =    o, 


v'  A  r 


ir  A     ''^     2  «     ' 


et  par  conséquent 

V  fit   =    /et  ; 


•     • 


aiçpw    ... 

y    =    r*  /  et  : 


et 


ANALYSE.  137 

on  a  d'ailleurs 


d  O  (  a  "•'^      d  ^  (  %     ' 

cette  équation  donne  pour  la  valeur  de  fi 


y\ 


/e'^^duc^  (6  -+-  2x/  y   —  ^«^J  • 


si  I  on  écrit ,  pour  simplifier  ces  expressions ,  cc.^  à  la  place  de  cC ,  on  a^ra 

y  =  et  ^S 
n  rz:  y*^""**  du  <^  (e  -{-  xu  \/ 1 du)  ; 

et  l'intégrale  générale  cherchée  sera  représentée  par  le  système  des  trois 
équations 

2  =  (Le^y^\-(Le''*  X  --^  xy — f  e"^^ du<Sf  ^6  H-  2»  |//ct^, 
ct^*^  — ct^""*^— /^"""*  du^' (e-^-  2U  i/Zct^  =  o  , 

dont  la  troisième  est  écrite  comme  on  l'obtient  en  prenant  la  dérivée 
partielle  de  la  seconde  par  rapport  à  e  seul ,  mais  n'en  est  pas  moins 
ideotique  à  la  dérivée  partielle  de  la  première  relative  à  cl  seul  ;  car  on 
trouve,  en  prenant  cette  dernière, 

qui  devient ,  en  intégrant  par  parties , 

t'y  H-  e-'x ^- f  e"""' du  (p"  (e  -^zuVlftJzzzo  : 

Pour  vérifier  l'intégrale  que  nous  venons  d'obtenir,  il  suffit  de  remarquer, 
I.®  Que  les  dérivées  partielles  de  la  première,  relativement  à  et  et  €, 
étam  toutes  deux  nulles,  on  a 

/^  =  <t^""*— />       ^  =  (t^'  — X/ 

.         •       •     • 

et  par  conséquent  •     ■ 

XVIII/  Cahier.  'S 
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2.**  Que  la  dérivée  de  la  seconde,  par  rapport  à  g,  étant  identique 
à  celle  de  la  première  prise  relativement  à  et,  les  termes  où  entreraient 

-; — -z —  dans  la  valeur  de  —, —  ~, —  qu'on  tirerait  d^e  cette  seconde  équa- 

d  X  (  A  4  X  (  a     ^  * 

tion,  seraient  nuls  ;  ce  qui  d'pnne 

ce  e^  — ; — 4 —  TT-f  (L  f^  .z=z  o  p 


d  X  {  a 


OU 


dy 


dx  (a 


^-** 


amsi 


d  X  (  y 


dy  (  * 

et  comme  on  tire  de  ' 

(X^q) 

du 

d  X  (y                (x  ^ 
d  a                  r'*  -*- 

dy(x 

on  aura 

(x  -^  q)  r  -^  (y  -\- 

p)  z=z  <t^  , 


-+•  g)  r  -^  (y  -^  p)  s  -^r  y  ^  p 

q)  ^  -^  (y  -^  p)  ^  -^  ^  '^  q    ' 


p)  s^-^^y  iH^   y  -^  p 

(^'^'q)s'^{y^p)t'^x^q  x-t-j^ 

c'est-à-dire,  Téquation  donnée, 

(^v-+-^/  r-\-x(x-\^)  (y-^-p)  s-h-^y-i-pj^  /-+-2  fx-{-gJ  (y-^p)  =  o- 


Dans  ces  divers  exemples,  lorsque  l'intégrale  a  ét^  rédujte  à  un  sys- 
tème de  trois  équations  par  la  détermination  de  la  valeur  explicite  de 
n  en  fonction  de  et  et  de  y,  il  est  arrivé  ique  la  troisième  équation,  e» 
même  temps  qu'elle  était  la  dérivée  partielle  de  la  preinièce  par  rapport 
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à  <t ,  était  celle  de  la  seconde  relativement  à  y ,  et  par  conséquent  la 
dérivée  partielle  du  second  ordre  de  fa  première  équation ,  aussi  relati- 
vement à  y.  Cette  circonstance,  que  rtous  avions  déjà  reWiarquée  dans 
l'intégrale  de  l'équation 

vient  de  ce  que  G  étant  nul  dans  ces  exemples,  la  valeur  de  tt  doit  être 
telle  qu  elle  réduise  à  trois ,  quatre  i^uations  de  la  forrtie 

^=°'  [77^]=°'  [-5^]=°'  [^F^i=°' 

en  faisant  que  les  deux  dernières  deviennent  identiques. 

Avant  de  donner  des  exemples  du  cas  où  G,  c'est-à-dire,  K^-^HL, 
n'est  pas  nul ,  nous  ferons  sur  la  quatrième  équation  de  l'intégrale  une 
remarque  importante. 

En  considérant  les  diverses  formes  sous  lesquelles  nous  avons  suc- 
cessivement mis  cette  équation ,  on  s'aperçoit  aisément  qu'il  suffit,  pour 
'/obtenir  ,  d'égaler  la  quantité 

m 

L       ày-     J 

â.   l'une  des  trois  suivantes  , 

* 


"  v/'^  [-TTfr] 


qui  sont  identiquement  égales  entre  elles.  Ces  quantités  sont  le  rapport 
des  dérivées  partielles  de  W  relativement  à  oc  et  à  v ,  lorsqu'on  regarde 

.S  1 


ï 
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comme  des  constantes  les  x, y,  i,  qui  se  trouvent  daîis  cette  quantité; 
ces  dérivées  dépendent  donc  de  ia  forme  qu'on  donne  à  la  valeur  de  (i  par 
la^  substitution  qui  change  cette  valeur  en  W.  Mais  il  est  d'autres  dérivées 
relativenjent  à  et  et  à  y,  de  la  même  quantité  j8,  qui,  d'après  la  notation 

adoptée  dans  ce  Mémoire,  doivent  être  représentées  par  ■  et  ^    .    , 

et  qui  restent  toujours  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  forme  qu'on  donne  à 
la  valeur  de  fi;  ce  sont  celles  qu'on  obtient  en  considérant  que,  lorsqu'on 
prend  a  et  y  pour  les  deux  variables  indépendantes,  toutes  les  quan- 
tités qui  entrent  dans  le  calcul  en  deviennent  des  fonctions  ,  et  qu'ainsi 
elles  doivent  toutes  varier  conformément  aux  relations  qui  les  Dent  à 
ces  deux-là.  Dans  cette  hypothèse  de  différenciation,  le  rapport 


d  A  (> 


d  p, 


d  y  (  a 

dé  ces  dérivées  semble  d'abord  devoir  être  différent  de  celui  des  deuîd 
dérivées  de  W  prises  en  y  regardant  x,  y,  i  comme  des  constantes  % 
mais  il  n'en  est  pas  ainsi ,  et  ces  deux  rapports  sont  égaux  en  vertu  des 
quatre  équations  dont  se  compose  l'intégrale.  Pour  le  démontrer,  il 
faut  remarquer  qu'en  vertu  de  l'équation  /3=v  et  des  valeurs  de 

I     d  y     \  f     d  y    \  /     d  y     \  [     ^  ^     \  f     ^  ^     \ 

\     dx     j'        \~dy)'        Xdiri'        KdJ')'        \     dq     j' 

trouvées  ci-dessus,  on  a 


dùL(y  (         "'**"'  ^  ^^  ^^  f^  ^^*  \     d  a  (y     ^  d  a  (  y 

et 


\ 
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Mais ,  (f  après  la  notation  adoptée  dans  ce  Mémoire  , 


dp 

da  (> 

dq 
da(y 

dp 

dy  (* 

dq 

Vd*(y\ 


d  * 
dq 


dp 


d  X 


d  y   (a. 


Vd>^(y\ 

Vdy  (i>L\ 

IttttJ 


dx(it,y 

dK   f>     * 

dq 

d  X 

dx  (a,  y 

d  ai  (  >    * 

dp 

dq 

dx  (a,y 

dy  {»  ' 

dq 

d  X 

d  X  (a,  y        d  y  (», 


d  fi 


les    valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  -j — y- 
peuvent  donc  s'écrire  ainsi  : 


et 


d  fi 


d  »  (  y 


A'     // 


dc(y 
dp 


(K-  i/GJ 


H' 


dp 


d  »  (  y 
d 


(K^VG){-A'j:i\\ 


dx  (a^y 


(K  -H  VG) 


dx  (»,y 


M\^ 


d  (t.  (y 


et 


dfi 


d  y  (a. 


\'\H 


d  >    (  a 

dp 


(K 


^^^T77 


f 


'^'H-dvhr]'^(^-^^^^[^^'\\ 


dp 


(  dx  (a,  y 


VG) 


M 


d  X 


li. 


d  fi^ 


d  a  (  y 


d  X  (ùt,,y       '     ^  ^^  )     d  y  (  a    * 

ê 

Happelons-nous  maintenant  que,  d'après  la  théorie  des  équations 
wx  difiérentielles  partielles  du  premier  ordre ,  et  le  procédé  même  par 
iequei  nous  avons  trouvé  les  trois  premières  équations  de  l'intégrale , 
si  Ton  considère  ce,  y,  et  par  conséquent  aussi  la  quantité  que  nous 
avons  représentée  par  n,  comme  des  constantes,- les  valeurs  àt  p  et  de 
i  tirées  de  ces  trois  équations ,  satisfont  à  l'équation  du  premier  ordre 

en  rendant  nulles  les  deux  quantités 


i^l 


(• 


( 


du 


dp 


) 
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d  y  (du 


{ 


•)• 


d  u 


d  X  (a^  y  \     d  q 


^ y       }     *      \     à.  Z     J  ^     *     \     dp     J    dx  (Ayy    * 

quon  obtient  en  décomposant»  cotnme  nous  laVons  àéjk  vu,  la  déri- 
vée de  i/=ct  par  rapport  à  y,  après  y  avoir  remplacé  s  par  sa  valeur 

d  q 


d  X  (a,  y 


dy 


d  X  Cd,  y  ^ 


et  que  si  Ton  avait  pris  la  dérivée  de  uzzitt  relativement  à  ^^  et  quon 
y  leût  mis  â  la  plac^  de  r  sa  valeur  . 

^P         ^_  ^  il 

d  X  (a,  y  d  X  (àLj  y     ^ 

les  termes  niultipliés  par  s  étant  n\ils  »  on  aurait  eu  cette  troisième 
quantité 

^  u 


\     dx     )^\     dr     }P^\     dp     } 


^P 


dxj'\dijr  \     dp     J      dx  {»,y    '. 

nulle  en  vertu  9es  ttiêmes  valeurs  <le  p  et  de  ^;  itods  en  conclurons,  en  ^ 
égalant  à  zéro  les  deux  dernières  de  ces  trois  quantités ,  après  y  avoir 
remplacé 

/du    \        I    i  u    \        f    d  u    \        /    d  a    \ 

V^Tir}'     \~d^]'     \   di    )'     [~dj~]' 
par  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus ,  et  avoir  divisé  tous  les  termes  de 
la  première  par  H,  ces  deux  équations 

'^9        _ 


et 


d'où 


H 


-^T» 


^a:  -4-  /^; 


d  X  ( ùLjy       ■     l  '"      '     ^  ""^     rf  X  ( ùL^y 

ce  qui  réduit  le  rapport  des  deux  dérivées  de  j3 ,  à 


iw 


o; 


«^«t  (y 
dp, 

dy  (•. 


dtt  (y 


*"  \h  ^  y 


dx 


-"[^]"^^W-ifr] 


^_,^_<,;^  h«[^]-^'^-^4-^] 


-">J.    J 
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Mais  parmi  les  équations  du  second  système  d'équations  intégrables 
comme  si  elles  étaient  aux  difTérentieiles  ordinaires ,  se  trouve  celle-ci  : 


d  y 


eri    la  muUîpiîant  alternativement  pqjr  -^j—t^  ^^  P^^  -^     /^ 
trouve  les  deux  suivantes  : 


on 


«  -:â'r^  -  rAT  -  VCJ 


4x 


»  ^fû  -  c^  -  "^ ^^  ^fcj  ^ 

mais  on  a  icienti(|uenient 

d  y        _^         i  y  d  y  ,d  ^ 


d  a  (  y     '~    d  m  (  pi       '       d  9>  (  fit,       4  <^  (  y 
d  X  d  X  .  d  X  d  fi 


da(y     -^    JcL  {  fi    ^^    d^  (  d      da  (y^ 
d  y d.y     :  dy        dfi  d  y  l    dy  d  y        d  a.    \    d  fi 

<^  X      dx  d  X        dfi     dx  /    dx  dx        ^^\     ^^ 

^r*    'W^^^'dfi^lT^         l>7ifi  '^[ifi?^  ^^ l!^ 'dfi^^ 

doù  i  on  conclut,  en  effaçant  les  termes  nuis  en^  v^rtu  de  deux  équa- 
tions q^ne  nous  venons  d'obtenir,  que 

Çt  ^ue: 

on  a  donc 


d  dL   (  y  y»i' 


^oiQme  deux  fractioos:  ne  pou veon  4t;!e.-  igftl^s  ^ans  Rtre  a^Sisi  à  cellç 
^^oa  formi?  ea  prçuant  pour  numémi^P,  la  é^ifj^j^encQ  de^  leurs  nqmé- 
rattu,  s ,  et  pour  ciénocninateuï;  celW  de  Iepr«  d4nQHiina^çiirs ,  on  trou- 
^^J^,  en  comparant  les  deux  valeurs  obtenues  pour 
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d& 

d  a  (  y 


d^ 


d  y  (  v 


que 


'"^  rjT       dp 


d  ùL  (  y 


"hi^]^('^^^''>[iih] 


il  suit  de  là  et  des  résultats  obtenus  précédemment  ^  qu'on  peut  mettre 
la  quatrième  équation  de  Tintégrafe  sous  cette  dernière  forme 
r    d^  V  n       d  p>      _^  r     d*  y  '\       d& 

L  d  €L  d  y  y   d  y  (  a'  U  d  y*  f  a  J     d  a  (  y 

'       '  '         ■       .     .  > 

OU  f  ce  qui  revient  au  même , 

f    ^'  ^   1         r  ^'  V   1       dy       _         ' 

l  d  CL  dy  ]'^  Id  >^  (a  J     dcL^fi    •""      * 

Cette  forme  n'est  pas  propre  en  générai  à  calculer  la  quatrième  équa- 
tion, parce  que  ia  nécessité  de  faire  varier  x,  y,  i,  dans  la  valeur  de 
^  ,  multiplie  inutilement  le  nombre  des  différenciations:  mais  elle 
devient  la  plus  commode,  quand»  en  éliminant  ces  quantités  au  moyen 
des  trois  premières  équations  de  l'intégrale,  on  obtient  une  équation 
entre  it ,  /3  et  y  seulement ,  d'où  l'on  tire  alors  sur-le-champ  la  valeur 

de    ^  ^  ^^  .  H  arrive  dans  des  cas  particuliers  que    ■     est 

*  d  y  (  (L 

identique  aux  trois  quantités  auxquelles  nous  venons  de  trouver  qu'il 
doit  toujours  être  égal  ;  mais  cela  n'a  pas  lieu  en  général ,  et  alors  on 
trouve  encore  la  quatrième  équation  de  fintégrale  en  l'égalant  à  l'une 
d'elles ,  ce  qui  donne  cette  équation  sous  d'autres  formes ,  telles ,  par 
exemple ,  que 


A  N  A  L  Y  S.E. 


4$ 


r     rf  r    1        r     d  w    i 


d  > 


d  CL  (  y  ^    '  \:  d  >  (  A  A    d  A  (  ^ 
Prenons  pour  premier  exemple  féquatron 


2  2  =^*  (r 


2  J 


/; 


•  h* 


r  » 


X     .'.•   / 


:  "     . } 


OU 

nous  aurons 


2r  X*  J 


('•• 


a^ 


Ar=;r«,    L 


*• 


^^77-.   M=z-iz,  y  G 


^ 

î 


et  les  deux  systèmes  d'équations  susceptibles  d'être  intégrées  comme  si 
ellg?  étaient,  aux  difFérentielies  ordinaires  ,  seront 


r^ 

dy 

A 

d  X  (<t 

:r* 

dp   _^ 

dx(€L 

• 

dz 

X* 


1 


o  , 


('•-7)^«~^2=°' 


d  X  (» 


dy 


O, 


dy 


dx  (fi 

dx  (H 

dz 
dx  (f 


9 


O  , 


,    /   ,    .b:\  dq. 


dy 

v-<i-rxj^ 


o. 


En  multipliant  les  trois  équations  du  premier  système  respectivement  par 

^    if 


/* 


'.  2  X  , 


dy 


et  en  ajoutant  les  produits  qui  en  résultent ,  les  termes  en    j  ^  y 
se  détruiront  mutuellement,  et  le' résultat 

# 

^     d  V  ^     d  a  b      d  a  Z  b  *  d  7      ,  ^ 

dx{A  dx{et         q   dx  (a         ^  ^      ^  x  .  dx((t  « 

étant  une  différentielle  exacte,  on  aura  l'équation  du  premier  ordre 
x^ p  ^^  x^  q  —  ^  X  i  —  blq-^±blxz=ictf 

qu'il  faudra  d'abord  intégrer  en  y  considérant  et  comme  une  constante. 
Pour  cela,  on  la  différenciera  par  rapport  ky,  ce  qui  tionnera 

b 


**  s 


(- 


■) 


2  X  ^ 


o; 


et  en  y  substituant  à  j  et  à  ^  leurs  valeurs 
XFI/I/  Cahier. 
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d4  i 


d  g d7  (<hx  d y  d>  (a.,x 

^   d»(o.,>  d  y  dxitL^y    *       '   —"         dy         ' 

TÇJÂT»  dy  (<t,x 

et  égalant  séparément  à  zéro  les  tërmefs  qui  contiennent  le  facteur 

d.   *V    IIÊ.     X 

—  et  ceifx  où  il  n'entre  pas ,  on  aui'a  les  deux  empalions 


dj^ 


dy(AyX 

dx^(u,T  f 

Cette  dernière  devient  intégrabie  eti  Ift  divisant  par  x^^  et  do^ne 


et  en  substituant  cette  valeur  dans  la  première,  après  qu'elle  aura  été 
divisée  par  x**,  on  aura 


dy  b 


dx{a,y  >  X* 

doù  Ton  tiré     v  :iir  ;^  -| ^^-- »-  ft'^'. 

Pour  avoir  la  valeur  de  j/  on  mettra  dans  Téquation  proposée  yx'  à 
la  place  de  ^  /  et 

d  z 


\  ^x*  /  dx  (a^y  •* 


«rfhi.^^^ 


dx(Ayy  \  y  x^  I  ax  (a,y  x 

à  la  pface  de  ;?;  et  comme  y  n'y  entre  pas,  on  n'aura  pas  à  y  remplacer 
^  par  sa  valeur  :  on  trouvera  ainsi 


dx(Ayy 


X* 


d 


Z 


dx  fa^y  2  a  ^i^  b  l  y  —  3 

■■  ■■  I        I    ik  >  '"  :'    >■    Il   M  ■     I     !■ 


X*  X* 

L'intégrale  de  cette  équation,  muftipiiée  par  x^ ,  donne 


tMia*iaM*«MataM*aMi«riai«aM^Hi«HMtti^BHaaMrt»a«ft«aMii«*#aM*aiÉi 


♦  9  représente  ici  une  fonction  arbitraire  de  y. 


\ 

\ 
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i  —  ^i  —m  b  l  y 


'C 


3  X    ^ 

Cts  valeurs  de  ^ ,  de  ^  et  de  ^  devant  satisfaire  à  la  relation 

d  7  d  y 

> riz  a  — T — -^ — 

d  y  (a,x  ^      dy  (ùLjX     * 

n  aura 

*       dÇ  h      ,  /     d^ 


X 


d>(^,x  3  y  X   " 

4JUÎ  donne  ^^=^/y^ô,  et  par  coBsifquent 


,  /     d9 *__\ 

'^^    \dfrct,»  3>*ici  /• 


x^fydB; 

3  X  •'  : 

jdigiiant  à  cette^équation  celfe  que  nous  avons  trouvée  précédemment, 

* .     fl 

3    >    X3  ' 

on  aura  un  système  de  deux  équations  exprimant  l'intégrale  de  l'équa- 
tion du  premier  ordre,  où  et  était  considéré  comme  une  constante. 

En  efïêt,  ;r  et  ^^  itant  1er  deux  vârîàWes  indépendantes,  et  prenant 
d'abord  les  dérivées  de  ces. deux  équations  relatives  k^,  çn  aura 

h  d>        .  *       ^  9 


et 


b  d  y  d  ^ 


3  >!•  ^y     i y  (  ^  d  y  (  X    \ 

Cette  dernière  équatioji  réduit  la  vâf^ur  de  f  dénuée  par  la  première , 
à  q  z=zy x^  :  en  différenciant  ensuite  par  rapport  à  x^  il  vient 

•^  l  >  X      d  X   (  y  ;  d  X  (  y   ^ 


et 

Où 


3  ** 

A  i  rf>         .         d% 


0=1 


d'-^ 


^x*  3  >*^*     4^  (y  dx  (y  ^ 


d  i  b  b  d  y 


et 


d  X  ( y  y  X*  3>***        i  ^  ( y 

a  ^  b  l  y  '^  xi  ..  r   .  jfi 


I  f 


Ces  valeurs  de  7^  et  de  f  et  la  valeur  de  z ,  substituéeis  dans  ré<|uation 

•T  2 


V 
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x^  p  ^  x^  q  —  2  XI—  hlq  H-  2  hîx  =  «c  ; 
la  rendent  évidemment  identique. 

Les  deux  équations  de  cette  intégrale  n'étant  pas  sous  la  forme 

''  =  <'•  [-4M  =  0, 

il  faut  d'abord  les  y  ramener  par  la  méthode  exposée  dans  le  premier 
paragraphe  de  ce  Mémoire.  Pour  cela,  en  conservant  les  dénominations 
que  nous  y  avons  adoptées,  il  faudra  représenter  par  Q  ia  valeur  yx* 
de  ^,  et  Ton  calculera  celle  de  z/  zz;^-^—  Q^y ,  qui  sera 

u  =;  -r h-  x^  Jyd^  — yx^  —  « y^x   ; 

_            a.  ^  b  l  y      ,        ^ 
ou  «  zzi  —  y  x^ ^ H  X*  tï , 

3  * 
en  faisant  fyd^  — -  y  G  zz:  tj  :  ainsi.  Ton  aura, pour  l'équation   V=zo  , 

celle-cî  : 

«  -4-  ^  I  > 


7  =  ff  H-.  Qy=iyx*y  —  yx^ ' r h  ^*  »ï  ; 

et  pour  f équation  f— , —  1  iîz  o,  sa  dérivée  par  rapport  à  y,  savoir 

X*  y  —  x^ H-v   — 7 — -•  =:  o  ; 

l'intégrale  de  la  proposée  sera  donc  représentée  par  les  trois  équations 


:  M.  .  .  «L  ^  b  l  y 


y  X^  y  ^—  yx^  — —^ ^-4-  x'  tj  , 


3  >'  X  i  y  ( 

I  \    '    d  fl 

X     —j TT"  =  O  f 


a 


3    X  d   A    (> 

pourvu  que  la  valeur  de  ti  en  fonction  de  et  et  de  y  soit  donnée  par 
la  quatrième  équation  de  l'intégrale.   Pour  calculer  cette  équation ,   on 

id  >»  r  «  j   , 

se  rappellera  qu'elle  consiste  à  égaler  la  quantité  -r — JTy — ^  »  * 

\~dVdT\ 
Tune  4e  celles-ci:  -  -• 
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/^r      dq      1    '  d& ' 


suivant  celle  qu'on  veut  employer  des  diverses  formes  sows  lesquelles 

.....  .      .    .      ' 

nous  avons  présenté  cette  quatrième  équation. 
On  a  d'abord 


r  d'  VI 

Id  y  Y»  J 

4 

b          .            -d*  n    .       . 

1    ■  J^       ,                                 . 

3  >»  *      '    "      d  y^  (cl 

3  >*  x3             d  y^  (& 

r    d'  y  1  - 

.    da,  dy  , 

d  A  d  y 

« 

t 

i.          </  Il          1           d^  n     - 

.  -i 

.. 

.     >*       d  À  (  y             d  y*  /« 

^*  Il 

> 

d  A  d  y 

on  tire  ensuite  des  trois  premières  équations  de  l'intégrale 


;>=  iyx;'—  jyx'  H — 7—- -H  a  Jf.Mi     ^==.yAf",, 


et  comme  on  ibl 


V 


il  vient 


Hz=x^,     IC-^VG  =  x'H--^ 


\        ^                              3  >'**                      dr  (  A^:  f:l 
' ■■ 

I       .  .        d  n 


3  '         d  A  f  y  ,    > 

mais  on  tire  de  la  seconde  équation  de  Tintégrale 


»L."     .l.iC, 
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2  Af  ^  —  2  X\*  H-  2  X 


et  de  la  troisième  2  x^  ^ — -z —  =:=  -r-  ^  œ  c^l  téduit  la  yaleur  de 

à 

t 

X    (-777-  -+-  y)  =  —^  ,  parce  que  ^  =  y  x\ 

Pour  faire  voir  que  les  autres  formes  de  la  quatrième  «équ^ion  de 

Tîntégraie  conduisent  au  même  résuitat ,  il  suffit  -de  montrer  que  — — 

est  aussi  la  yafctir  ties  trois  xjuantités 

dW  1  /^r     dq     1  d  & 


[^ffr]        ^"v/^tTffr] 


[vf^]'    ■-^-/^[^4}7K 


d  >    {   ÙL 


rf  dt    (^  J' 

On  peut  employer  la  première  dans  cejt  exemple,  parce  que  le  second 
système  d'équatiom  susceptibles  d'^re  intégr^ks  çom^èfi  sj  elles  étaient 
aux  différentielles  ordinaires ,  fournit  une  combinaison  intégrabie  qu'on 
trouve  en  ies  mukipiiant  ^ar  les  mêmes  facteurs  que  celles  du  premier 
système,  et  ajoutant  de  ia  même  manière  les  produits  de  ces  nniltlplica- 
tions:  on  obtient  ainsi  l'équation 

dp  d  a               b  d  a 

d  X  (  ^  d  X  (Bf            q  d  X  (  ^               ^             ^     _              * 

Z  b  d  7         

X  d  X  (  p 


qui  donne  ;r*p  H- x*f -H  i/f — f  %xz^r^  iblx  zrz  fi. 

'  En  mettant  dans  le  prexnjer  membre  de  cette  équation ,  à  la  place  de 
p  et  de  ^^  leurs  valeurs  troiivées  plus  haut,  on  aura  W i  ainsi 

A  •4-  A  b  l  y 

Wzzz'iyx^y —  2y;c^Hh ^  —  2x2  -+•  2.r^»i  ; 

et  par  conséquent 
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Jlf"    -l  .„»_      .....    4* 


[-TTTr]      ^^'y-^'^ 


IX^ 


3  >  dy  ( a.  i  b 


iMwnrtMM 


—3 X — I  — — h2*' 

L   d  a  (  >  }  3^^ 


■M^^Mtfibte  ^  , 


d  tL  (  y 

par  les  mêmes  réductions  qui  nous  ont  servi  à  ramener  à  —r—  l'expression 


Comme  on  a  qzizyx^ ,  /^=^ï  >  V^^="~r  »  ^^  trouve»  stiï-Ie-champ 


^  "  i/^  [■^TTfr] 


I    I  ■ 


zb 


Enfin  »  en  ôtant  la  valeur  cfe  «t  de  celle  de  /3 ,  on  trouve 

* 

(Tcxù  j8=:  A-+- i5Ay ,  et  par  conséquent, 

d  y  (  CL  2,  b 


d  e> 


da  (y 


2  i 

Ces  dii^renS'  procédés  dônnafnt  fous  lu;  valeur  — ,  iT  auraiT  suffi 

den  employer  un  seul,  et  on  aurait  obtenu  dans  tous  fes  cas  la  niême 
quatrième  équation  die  l'intégrale  en  égalant  cette  valeur  A 

*  d  fi  d*  91 


ilÉ     m   I 


>*        d  CL  (y  4  >*  (a 

— — i— — 1  ——■—■—— 1^  • 

d-  n 
d  a  d  y 

«n  a  ainsi  -:>— 7-7 -; — n —  H-  —r"  -jI — ^ —  =  o  ,   équation 

d  y*  (a  y        d  a  d  y  >»       d  a  (  y  '        * 

qui  ne  contient  caie  deux  dérivées  du  second  ordre  -n 7—  et  --,      ,  -  ; 

*  d  y^  fa  d  ëk  d  y    ' 

^est-là  tout  ce  que  nous  nous  étions  proposé  de  faire  :  mais  en  examinant 
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cette  équation ,  on  voit  qu'en  faisant  ly=.t,  et  prenant  «t  et  e  au  lieu 
de  (t  et  y  pour  les  deux  variables  indépendantes ,  elle  devient  linéaire 
à  coefHcieiis  constans,  et  par  conséquent  susceptible  d'être  intégrée  par 
les  méthodes  connues.  Alors  l'intégrale  de  l'équation  donnée  est  repré- 
sentée par  ces  quatre  équations  : 


e*(x''y—x^)— 


d* 


3  * 


d  f, 


3  * 


dt(a, 


Xb 


-O, 

d  y, 


3  * 


X*  n , 


—  X* 


dn 


dn 


d*  (  t 


O, 


</»»('«  d»  dt       '     "    dtt(i  dk  (tt 

Soit,  pour  second  exemple,  r-k-i^s-hf^* — x*Jt — ^=:o;  on  aura 
H=l  ,    Kzzzq,    L=zq^  —  x*,    M:=z — q,    y/Gz=zx, 
et  les  deux  systèmes  deviendront 


d  X    (  CL 

dp 

d  X  (a 

d  X  (  a 


-q  —  x  =  o, 


o. 


d  X  (  a, 


dy 


dx  (  k 


O, 


yl-rÂ--^^^"^^'^'^'"^ 


o, 


dx  (  f, 


1 


dy 


dx(f^ 


O. 


Parmi  ces  six  équations ,  il  n'y  a  que  la  seconde  qui  soit  une  différen- 
tielle exacte  ;  elle  donne 


xq 


o. 


£n  intégrant  celie-ci  comme  une  équation  aux  diâférentielles  partielles 
du  premier  ordre,  où  ec  représente  une  constante,  on  trouve 

y  X*  —  y*  X 


yy 


y-' 


yx 


dux 


<1>y, 


CP  y 


o; 


y    jt*— >•  X 


on  a  donc,  lorsqu'on  suppose  ce  variable,  iz=iyy'+- 

et  l'intégrale  de  la  proposée  est  représentée  par  les  trois  équations 

* 

>    X  *    >'    * 


—  ct,A-Hïi, 


yy 


<tx 


«, 


yx 


d  y  {  a 


o  , 


du 


d  «.(y 


O  , 

pounrn 
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pourvu  que  la,  valeur  4e  ti  en  <t  et  y  soit  telle  »  que 

<'>  rf«  \  <f  >»  ('«  )    d  a.  (  P> 

•tt  il  ne  s'agit  plus  que  de  mettre  à  la  place  de  -^^  .^  **  valeur 


d> 


d  y 


\.4IkY(^^^^>  [-3^] 


Mais  la  première  des  trois  équations  dont  se  compose  Tîntégrale  »  donne, 
en  la  différenciant  par  rapport  à  x  et  à ^^  et  supprimant  les  termes  qui 
sont  nuls  en  vertu  des  deux  autres , 

pz=zy  X ' <L     et     ^  =  y  : 

lorsqu'au  moyen  de  ces  valeurs,  on  élimine/?»  q,  et  leurs  dérivées  par- 
tielles de  celle  de  -j—  ~- ,  oq  trouve 

— — ^ ^—  ...i..       ■  ■  ■-  *      I         >      I  ■         , 

Cette  valeur  change  féquation 

a  a  a  y  .  d  y      (a 

Quand  on  la,  mise  sous  cette  forme ,  il  reste  en  général  à  y  remplacer 

•  •  •  , 

Xi  y  »  2'  P^*^  \^\xt%  valeurs  tirées  des  trois  équations  qui  représentent 
l'intégrale;  mais  comme»  dans  cet  exemple»  ;ir  est  la  seule  de  ces  trois 
quantités  qui  y  soit  contenue ,  il  suffira  de  substituer  à  x.  sa,  valeur  prise 
dans  la  troisième,  et  Ion  aura 

d  %  d'  9  '     '  d^  n  d  n 

d  a  (  y        dût  dy  d  y*  {a  d  a  (  y 

Cette  équation  du  second  ordre  entre  ot,  v,  ti,  peut  s'obtenir  encore 
plus  simplement  en  suivant  le  procédé  donné  tout-à-rheure  pour  le  cas 
où  le  second  système  fournit  une  combinaison  intégrable. 

En  effet»  quoique  aucune  àts  équations  de  ce  sy&tème  ne  soit  une 
diâférentielfe  exacte  »  on  en  trouvera  une  en  multipliant  fa  preii'iiè're  par 
XVUI.'  Cahier.  .T  bts. 
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1  et  en  ôtant  le  protfuit  rfe  la  secomie ,  ®n  ob^iwfra  ainsi 

rf*^^  ^^ï   d»  (  fi  ^^       dx  (  b  ^^*          éxT^ 
dont  rmtégràle  eat        f»  H— Ç-  -^-  *  f  —  */  —  *•  H-  /î  =  o  ; 
on  en  tire  /$=;  1/  -i-  **-—/»  —  x^ ^  . 


qui  devient         W  =.  a/  -+-  **  —  2  y  x  -h  <t , 

lorsq^t'on-  y  substitue  à  /?  et  à  f  les  valews.  que  nou&  irenons  de  ticwvcf 

poui;  ces  deux  quantités;  on  a  donc 

r    d  W    -x 

et  •  '. 

ce  qui  donne  sur-îe-champ  la  ntêmc  écjuation 

a  a  if  y  a  y^  (  a 

où  il  ne  s  agît  plus  que  de  remplacer  x  pai  sa  vukur  v  ->r-^ 

•  * 

II  est  à  remarquer  que,  dans  cet  «exemple,  on  obtient  aisément  une 
équation  entre  cl,  )3,  y  et  u,  en  retranchant  de 

« 

le  double  dé  la  seconde  équation  de  l'intégrale  »  savoir ,. 

2;f -H-;!?*  — *  2  V  X -H  2  ^--j — -z — =ro: 


•    • 


on  trouve  ainsi , 
cette  équation  doiine 


d  y  (  m 


du 


d  y  (a 


dltif  C  y  d  A  dy 


d&  d*  n 

•  •  • 

et  soit  ^P^on  égàié  cette  yaleur  à 
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{^  d  CL  d  y  J 


o«i  à 


</a  (/> 

«f»  « 

■  1 

<f  y»   r«  ~ 
1 

•      ^ 

rf  r  -1  —         ZM 


UTTT^] 


on  obtient  la  même  é(]^uatian 


/ 


rf*  n  d^  n 


X  X  --j — i  '  ""7"    ,  ^  ^  >     -—  X  mz  o  r 


;'eâl-àr£re,  c»  y  métttAt  au.  Uetf .  4t^  :ir  Mi^Ienr^ 


'  •»      ^-^</*  »       ,       ^  »  rf  <     ^_^ 


C^tte  éqoatioiij^  à  la^^ueile  $e  tcduviei  lamenée  rinrégratioii;  de 

r  -+-  2  ^j  -H-  (^^*  —  x^)t  — ^  =  o, 
lie  contient  plus  que  deux  dérivées  dik  second  ordre ,  et  revient  à 

xp s  -+•  f  —  p  trz  o. 

L'existcfibce  de  deox  sys^^tma  de  tsois  é(|iiatioiiS'^  oà  fort  conskGèFcf 
4ftiis  ie  pîcmiei:  système  x^tt'A^p  et  dams  it  second  x  èc  ^,-  comme  les 
h^sL  viariftbica  kKicpendintes:^  «ppose  noa^eikleiiieiit  ^e 

B^at  pas^.itiii^  maif  encoie  qi^o»-  lia:  ni  Jffcur^^  nr  Xr=rro  ^  c'e^-lnfire 
^ue  1  eqjuatian.  donnée  Hr  -+-  2. ATi  -h-  jL  r  H-  yîf  =:  a  r  contient.  ie& 
deux  dérivées  extrêmes  du  second  ordre  r  et.^;  car  les  deux  équations 

d  ■     '        '  '        ' 

<jfû  détemiiiient  Ut^yalipwRêrà^^  à  «hacimMèBr  deux 
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systèmes I  donnent,  quand  on  a  Hz=zo  et  par  conséquent  Gz=iK^ i 

iy  2  K  ^  iy  o 

j      —  et  "^ 


dx(A    "~       0  i9i(f^  6    • 

la  première  peut  s'écrire  ainsi  :    -^ — -p —  r=:  o  ,  d  où  xzzz^cti  alors 

les  deux  quantités  x  et>x  étant  fonctions  l'une  de  I  autre ,  on  ne  peut  les 
prendre  pour  les  deux  variables  indépendantes,  et  ii  n'y  a  qu  un  des  deux 

d  V    ■ 

systèmes  indiqués  par  les  deux  valeurs  de  -^^  qui  soit  possible  »  celui 

où  l'on  prend  x  tX  fi  pour  les  deux  variables  indépendantes  :  la  valeur  de 

-^ — yj-  qui  répond  à  ce  système  ,  se  présente  »  jcomme  nous  venons 

de  le  voir,  sous  la  forme  indéterminée  «f-,  quand  on  veut  la  conclure* 
des  formules  générales  ;  mais  cela  n'empêche  pas  i^'on  ne  puisse  lob** 
tenir  aisément,  comme  nous  le  verrons  tout -à- l'heure. 

Dans  le  oas  où  Ton  aurait  L:=z:o,  (x  serait  enoore  égal  à  AT ^,  et  on 

aurait  ces  deux  valeurs  de  -v^, 

a  X 

dy       2  K  dy        _ 

d  X  (a    ~^     H     '         dx  ^/ft    ~  ^' 

ia  première  conduirait  à  la  même  transformée  que  nous  allons  obtenir 
d'une  manièjfç  plus  s!imple,  eh  supposant  qu'on  change  dans  la  proposée 
x^y,  p,  q,  Tr  en  /,  x,  q^  f,  t;  nous  verrons  qu'alors  cette  transformée 

ne  contient  qu  une  seule  dérivée  dix  second  ordre ,  savoir  ,  — — -j-r  ,  d'où 

^  d  X  d  p 

il  suit  que  si  on  l'àviait  calculée  sans  faire  êe  changement  /elle,  n'aurait 

contenu  que  celle-ci  -v^-^ —  •  quant  à  là  secortde,  elle  exprime,  ce  qui 

est  d'ailleurs  évident ,  que  la  condition  de  ne  pas  contenir  une  des  deux 
dérivées  extrêmes  du  second  ordre,  est  satisfaite  en  continuant  de  re- 
garder  x  et  ^  ou  une  fonction  quelconque  de^,  comme  les  deux  variables 
indépendantes.  On  tire  en  «  effet  de  cette  second^  valeur  /  =  ^  /3  ; 
d'où  il  suit  que  (i  est  constant  ou  variable  en  même  temps  que  /,  et 
qu'ainsi  l'équatlod  qâi  réèUiteràit  de  ççtte  transformatioA  lie  différeraic 

pas 
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^s  essentieilemeni  de  la  proposée,  et  aurait  toutes  les   mêmes  dcrî- 
vées  du  second  ordre. 

k  Si  l'on  avait  L±=o  dans  l'équation  donnée,  il  suffirait  d'y  changer 
r'  y'  P'  f'  ^  *^"  y'  ■*  '  ?'  P'  ''  po'^''  ^'>  avoir  une  dans  laquelle 
Sm  eût  H:=.Q,  et  dont  l'intégrale  donnerait  immédiatement  celle  de 
proposée,   en  y  écrivant  a-  au  lieu  de  _v,  et/  au   lieu  de  x  ;  c'est 

[TOurquoi,  quand  il  s'agira  d'une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  second  ordre,  dans  laquelle  manque  une  des  dérivées  extrêmes  de 

pet  ordre,  nous  supposerons  toujours  que  c'est  celle  qu'on   obtient  en 

lifFcrenciant  deux  fois  par  rapport  à  x  ,  et    nous  représenterons  l'é- 

Juation  par 

1  K'  s  -H  L' t  -H  M'  z=  o. 

déjà  vu  que  la  formule  générale  donne  —  pour  la  vaTéur 

j     /  A  '  ^  laquelle  correspond  le  seul  système  de  trois  équations 
ju'on  puisse  obtenir  dans  ce  cas  ;  pour  déterminer  cette  valeur  et  eii 
même  temps  celle  de  — ; — .-^r  .  on   substituera 

'  a    X    (  li 

'^  •}       . ^  y       , 

d  X  ( &  4x   (  & 

au  lieu  de  s  dans  l'équation 

z  K' s  -t-  L' t  -+-  M'  =  o, 

et  on  égalera  séparément  à  zéro  les  termes  indépendans  de  /  el  ceux 
qui  seront  multipliés  par  la  première  puissance  de  cette  dérivée;  on 
aura  ainsi  deux  équations  qui,  jointes  à  celle  qui  exprime  que  p  et  q 
sont  les  dérivées  de  ^  relativement  à  y  et  à  / ,  donneront  ce  système 
de  trois   équations 


ilous  avons 


_dy_ 


?A" 

^¥rT-^'  =  °- 

Xi^m.' 

Cahier. 

7^+'^'=°. 

T7TW       ^       ^   d  X  (  ^ 


u« 


II  est  à  remarquer  que,  pourvu  que  les  deux  premières  équations  d 
ce  système  soient  satisfaites,  ia  proposée  le  sera  aussi  ;  car,  en  écri- 
vant 5  -+-  —, — ^-—r  t  au  lieu   de  —, — %-^  dans  la  seconde,  et  en  éli- 

a  X  (  Pi  a  X  (  fi 

minant  ensuite  — ; — ~-r-  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

d  X    (  (6  * 

L'  2  K'  s  -^  M' 


X  K'      —  X  K*  t 

d'où  Ton   tire  immédiatement  l'équation   proposée 

2.K' s  -^  M  -\-  V t  —  o. 


Comme  les  trois  équations  du  système  que  nous  venons  dobtenir  ne 
contiennent  point  de  dérivée  de  /?  ,  il  est  évident  qu'on  n'en  peut 
former  une  combinaison  intégrable  que  par  l'élimination  de  p;  il 
^udra  donc  substituer  k  p,  dans  les  deux  premières  équations  de  ce 
système,  sa  valeur  tirée  de  la  troisième,  et  examiner  si  l'on  peut  for- 
mer avec  les  deux  équations  résultant  de  cette  substitution ,  une  com- 
binaison qui  satisfasse   aux  conditions  d'intégrabilité. 

Démontrons  maintenant  que  toutes  les  fois  qu'on  aura  obtenu  une 
telle  combinaison ,  il  sera  facile  de  ramener  l'intégration  de  l'équation 
proposée  à  celle  d'une  équation  qui  ne  contiendra  qu'une  dérivée 
du  second  ordre,  cette  dérivée  étant  celle  qu'on  obtient  en  différen- 
ciant successivement  par  rapport  aux  deux  variables  indépendantes. 

Soit  v.Ja  fonction  de  x,  y .  i,  q,  qu'on  trouve  égale  à  une  cons- 
tante en, intégrant  cette  combinaison  :  comme  les  dérivées  qui  y  sont 
contenues,  sont  prises  en  considérant  /3  comme  constant,  v  sera 
fonction  de  /3  ;  mais  nous  avons  vu  que  cette  quantité  /3  peut  tou- 
jours être  remplacée  par  une  de  ses  fonctions  ;  nous  aurons  donc  sim- 
plement 

V  =z  fi. 


ANALYSE.  155 

r  Si  nous  considérons  maintenant  cette  équation  comme  une  léqua-î 
non  aux  différentielles  partielles,  où  /3  est  une  constante,  nous  verront 
quelle  appartiendra  à  la  classe  de  celles  qui  s'intègrent  comme  si  elles 
étaient  aux  drtFérenlielies  ordinaires  ,  parce  qu'elles  ne  contiennent 
qu'une  seule  dérivée  :  il  sera  donc  facile  d'en  avoir  l'intégrale  primi- 
tive exprimée  par  une  seule  équation  qui  contiendra,  avec  x,y,  1,  (a 
quantité  /3  considérée  comme  une  constante  et  une  fonction  arbitraire 
\  X  de  X, 

En  remplaçant,  dans  cette  équation,  \x  par  *i,  et  en  regardant  dans 
l'équation  qui  en  résultera,  et  que  je  représenterai  par 
W  —   o. 


cette  nouvelle  quantité  >i   comme   une  f)nction  de 
évident  que  le  svstème  des   deux  équations 

r  =  o, 

\nirjir\  -  °  • 

donnera  la  mcine  valeur  de  q. 


-lu)  IH 

'      lUIcb 


que  l'intégrale  de 

.■  =  ^ , 

lorsqu'on  y  supposait  /3  constant  et  m  fonction  de  .y,  parce  que  a'  ne 
varie  pas  dans  la  différenciation  qui  donne  q;  en  sorte  que  la  suppo- 
sition de  *i  fonction  de  a-  et  de  /3  ne  peut  introduire  dans  cette  diffé- 
renciation que  des  termes  dépendans  de  la  variabilité  de  /3  dans  r,  qui 
sont  détruits  par  ceux  qui  proviennent  des  termes  oii  j3  entre  explicite- 
ment dans  y^^o,  en  vertu  de  la  seconde  équation 


On  voit  en  mt-me  temps  que  cette  valeur  de  j  ne  pourra  contenir, 
comme  ^,  que  x,  y,  1,  ^  et  y\.  Cette  valeur  étant  précisément  la 
même  qu'on  aurait  déduite  de   W^^zo  seiiiement,   en  y  supposant  /3 


k 
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constant  et  *i  =  ^  jf ,  excepté  que  »i  s'y  trouve  à  la  pface  de  <px ,  si 
Ton  s'en  sert  pour  éliminer  n  de  Wzpzo,  on  aura,  comme  dans  ce 
cas,  l'équation  v=jâ,  qui  sera,  par  conséquent,  satisfaite  par  l'in" 
tégrale  * 

r  =  o, 

( 

Mais  il  ne  suffira  pas,  pour  que  la  proposée  le  soit,  que  vzrz (i  \  il 
faudra  encore  que  les  deux  équations  en 

d  y  d  ^  d  q 

/' -^'  Z'  ^'  TV/J''     dx  (  ih  '      dx  {fi  ' 

résultant  de  Télîmination  de  p  entre  les  trois  équations  du  système 
d'où  l'on  est  parti,  et  qui  ont  conduit  à  vzz^,  aient  lieu  séparément. 

Sî  Ion  en   chasse  ^  et    - — /T    ^^   moyen  de  la  valeur  de  ^  ^   que 

donne  cette  dernière  équation  ,  elles  se  réduiront  à  une  seule ,  où  il 
ny  aura  que 

d y^  d  j ^  ^  n 

^'  >''  ^'    dx  (  fi  '    T'x  (  fi  '   P'  *»  e^  "777¥  ' 

c'est  cette  équation  qui  doit  déterminer  n  en  fonction  de  x  et  de  ^. 
Il  faudra  pour  cela  y   substituer  à 

d  y  d  ^ 

y'  2'    TVffi'   ^^   Tx  (T  ' 
leurs  valeurs  tirées  des  deux  équations 

r  =  o, 

d  w 


L  «/  j8  r*  J 


o; 


et  de  leurs  dérivées  du  premier  ordre ,  prises  en  ne  faisant  varier  que 
X ,  puisque  /3  ne  varie  pas  dans 
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d7 

et   -^     ^  :5-  ; 


d  X  (  ^  d  X  (  e> 

mais  H  n'y  a  de  quantités  variables  dans  ces  deux  équations  que 

X,  y,  z,  ^,  »!  et  -YTHc   ' 

leurs  dérivées  ne  contiendront  donc  que  ces  mêmes  quantités,  et  de 
plus» 

d  y  d  ^  d  n  i/*» 

d  X   (  ^  '        d  X   (P>    *       TiTJT     ^'    T'x'dJ'   ' 

d  OÙ  il  suit  qu'après  l'élimination ,  la  transformée  ne  contiendra  plus 
que 

X'   P,  *!,    -TTTT-f       j  a  r^    et 


d  X  ( ^    '       d  ^  (x     "^     dx  df^   ' 

et  sera  par  conséquent  de  la  forme 

d^  %  Tin  d  n  d  n 


d  X     d& 


^ r'  ^'  **•   rf * ''r^  '    rf/srx) • 


ainsi  que  nous  nous  étions  proposé  de  le  démontrer. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

ZS  ^-.     -^  ^/^^  =  o, 


en  aura 


rf>. 


rfx  ^/ô 


o; 


rr:  o  : 


i/*(^iô  r  ^     d  X  Cfi 

les  deux  équations  qu'on  obtient  en  éliminant  p  seront  donc 
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d  g  d  ^  ^  d  y         __ 

2    d  X  (  9>    "*"  ^  "7^7^        ^     TTJT  —  °  • 

i"        '^Z 

1        d  X  (  ^  *     °  » 

dont  la  somme  est  une  différentielle   ''xacte,  et  donne 

iq  — ^  >^  =:  /S, 
d'où 


>■  i* 


J 


I  X        -f-        /^ 


Ces  valeurs  réduisent  chacune  des  deux  équations  résultant  de  l'élimi- 
nation de  p,  k  celie-ci ,  / 

mais  Téquatîon 

Zq  t=  X  -\~  ^, 
a  pour  intégrale 

-^  =  (X  -\-  ^)  y  —  <^x, 


eelie  de  la  proposée  sera  donc  représentée  par 


.  ♦ 


-^  =  (x  -+■  (i)  y  —  ii, 
pourvu  que  n  soit  déterminé  pah  l'équation 

qui  devient,  en  y  remplaçant;^,  ^  et  -^ — y —  par  leurs  valeurs  tirées 
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des  deux  précédentes, 

ou 


dxd/h  ï  '      '^■^^    d^C 


du  .2  n. 


»  ■  »  ■      ^BaaiB      — — ^  ■  » 


</x<//3  x-t-/a      rf/3^x       '       (^x-H/S^» 


o. 


Cette  équation  se  trouve  parmi  celies  que  M.  de  Lapface  a  intégrées 
en  intégrales  définies  ;  on  aura  donc  la  valeur  de  «  sou>  cette  forme» 
et   en  fa  substituant  dans 


Z  =  y/  2{x  -^  (ij  y  —  2»), 
d  » 

l'intégrale  de  la  proposée  sous  la  même  forme. 

Reprenons  maintenant  le  cas  le  plus  général,  et  voyons  comment 
^n  peut,  par  une  seconde  transformation,  ramener  l'intégration  de 
*  équation  donnée  à  celle  d'une  autre  équation  de  h  formé 

s  =  f  (x,   y,    i.    p,    q)  , 

en  supposant  toujours  qu'on  a  la  valeur  v  de  /3  déduite  d'une  com- 
l>inaison  intégrable  fournie  par  le  second  système»  Pour  cela,  on  re- 
înarquera  d'abord,  en  examinant  les  valeurs  développées  de 

d^    V 


r— "^-^-1  et  de  F     ^'    ^     1 

ldcLdy]^''''^ldyW^\ 


q^î  ont  été  données  plus  haut,  qu'elles  ne  contîennettt  chacune  qu'un 
seul  terme  où  entrent  des  dérivées  de  n  du  second  ordre,  et  que  ces 
termes  sont  daps  la  première. 


IVrj     lait  y     ' 
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et  dans  la  seconde; 

\TT  )    d  >^  (cl   ' 
d'où  il  suit  que  l'équation 

r   d^  y  -^        r  rf^  F  1      d>      

V   da  dy   l'^   Vdy^   (fLl      d  a  (P>     ^  ' 

à  laquelle  nous  avons   ramené  l'intégration  de  la  proposée,   ne  co 
tiendra  aussi  de  dérivées  du  second  ordre  que  dans  les  deux  termes 

\  d  n  )    d  A  d  y  /^  \  dn  )    d  cl  (  p>       d  >*  (a    ' 

Pour  appliquer  à  cette  équation    la  niéthode  d'intégration  que  no 
venons  de  donner  pour  la  formule 


dans  laquelle  elle  rentre  d'après  cette  observation ,  nous  ferons 

d  ^  d  n         ^_^  d  •!         ^*  n       

d  A  (  >    ^  '     d>   (  CL    ^'      d  «*  (>    f  '     d  <t  d>     ~ 

d^  I» 

=  r  ; 


d  y^  (cl 
et  en  substituant    (4f)   à   2  r    et   (4v)  Ifl/A   ^  ^'  ' 

nous  aurons,  à  la  place  des  deux  termes  xK'  s-\-L'  t,  ceux-ci  : 

I  dV \        ,    f  dV\       d> 

il  faudra,  à  l'ordinaire,  remplacer  a-  par 

d  y  d  y 

^  r, 


d  CL    (  t  d   CL     (  t 

i  étant  une  nouveife  variable  indépendante ,  et  égaler  séparémen 
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zéro ,  les  termes  où  r  n'entre  pas ,  et  ceux  qui  multiplient  t  ,  pour 
avoir  les  deux  équations  qui  doivent  donner  l'intégrale  dé  l'équation 
<iont  nous  nous  occupons ,  la  seconde,  de  ces  deux  équations  sera  donc 

f  d  V\  dy  l  d  V\         dy 


insi 


ou 


i 


d»(*     da  (  ^    ' 


d%  d  fi 


d  »  {y    ___    d  tk  (  y 

irr~  —    d  fi    ' 

d  y  (a  d  y   (  ^ 

ndîtîon'quî  exprime  que  g  est  une  fonction  de  )S,  comme  îl  était 
3.îsé  de  le  prévoir,  en  considérant  que  ce  n'est 'que  quand  on  prend 
^ne  fonction  de  /3  pour  une  des  variables  indépenda^ites,  que  la  dérivée 
partielle  la  plus  élevée  de  la  fonction  principale,  prise  par  rapport  à  cette 
Variable,  peut  dkparaitre  de  Téquation  qui  résulte  de  cette  transforma- 
tion;  on.  pourra^ionc  prendre  £=/3,  et  achever  d'intégrer  l'équation 

y  d"^  V  -1        r   </*  F  1       d  y     

•  * 

a  laquelle  nous  avons  ramené  la  proposée,  en  suivant  le  procédé  que 
^ous  venons  d'appliquer  à  la  formule 


r  j  ^  L'  /  ^-  iW 


o: 


par  ce  moyen ,  et  en  faisant  attention  que  x ,  y ,  z  àe  cette  formule 
sont  remplacés  ici  par  a  ,  y ,  n  et  que  e  rr:  /8 ,  on  aura ,  pour  repré- 
senter l'intégrale  cherchée,  deux  équations  de  la  forme 


d  W 
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ir  comenant  une  nouvelle  quantité  que  je  nommerai  6,  et  qui  aura  été 
mise  à  la  place  de  la  fonction  arbitraire  ^{/ct  danâ  l'intégrale  de 

prise  en  regardant  -^  comme  une  constante.  Cette  nouvelle  quantité 
sera  une  fonction  de  et  et  de  jS  déterminée  par  une  équation  du  second 
ordre  entre  ces  trois  quantités  ^  qui  ne  contiendra  que  le  seul  coefii* 

cient  -^ — TK  ^^  ^^'  ordre,  et  qu'on  pourrait  calculer  comme  nous 
lavons  vu  en  traitant  de  la  formule 


2  r  -+•  L'  / 


At 


o; 


mais  il  sera  inutile  de  faire  ce  calcul ,  parce  qu  on  trouvera  directement 
cette  même  équation ,  ainsi  que  l'intégrale  de 


Ht 


xKs 


Lt 


M 


o. 


sous  la  forme  qui  résuite  dés  deux  transformations  opérées  successi- 
vement, en  s'y  prenant  comme  il  suit. 

D'après  la  manière  dont  nous  avons  trouvé  les  deux  équations 


W 

d  W 


^ 


o, 


Ld  ^  (t  A 


o, 


] 


dy 


pour  représenter  l'intégrale  de 

r   i/'  K  1       r   d^  V 

Vd  ûL  d  y  l'^L  d  y*  (0L  \     d  a  {  P^ 

la  première  ne  contiendra  que  et,  /3,  y,  n  et  ô;  la  seconde  renfermera 
en  outre  ^  ^  .^  »  et  Ton  aura  une  valeur   de  la  dérivée  du  premier 

ordre  ;)^  =  -- — — ,  où   il    n'y   aura    que   et,  /3 ,   y, -it   et   ô    quon 
ramènera  à  ne  contenir  que  cl  ,  j8 ,  ô  et    ,  ^  ,    ,    en  y  substituant  les 

*  '   '^  »•  d  P,  (x    ^  J 

valeurs  de  y  et  »î  ,  tirées  dee  deux  premièrest  Quant  à  l'autre  dérivée 
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f  il   fl 

du  premier  ordre  7r  =  -3 — - — ,  on  la  ramènera  de  même  à  ne  con- 

d  a  (y 

tenir  que  les  mêmes  quantités  ,  et  de  plus  — — y-^  •  Par  ce  moyen,  v,  ti 

**  'dTTT  ^^'"°"*  exprimées  en  fonctions  de  a.,  /3,    6    et   -j-q-/ — » 
tandis  que  -i—z — le  sera  en  fonctions  de  <t,  /? ,  9,  — — — —  et     .  .   , —  ; 

*         a»(>  ^'     '     d  a.  (  ë>  d  ^  (  CL 

SI  l'on  substitue  ces  expressions  dans  les  trois  équations  de  l'intégrale 
g<;nérafe  représentée  par 

V  =  o. 


r    '^  1 

l  d  y  (a  J 

r     '^  1 

Id  »  r  y  J 


o  , 


O  , 


d  »  {  y 

on  en  aura  trois  autres  que  je  désignerai  par 

U  =  0, 
W  =  o, 

U"  =  o, 

et  qui  exprimeront  la  même  intégrale  sous  une  nouvelle  forme,  pourvu 
qu'on  détermine  ô  en  fonctions  de  «t  et  de  /3  ;  de  manière  que  la 
condition  qui ,  sous  la  première  forme  de  Tintégraie ,  était  donnée  par 

l'équation 

r    d^  V   -^         r    ^»  K    1        d  ^       

Yd  CL  d&  \'^  l  d  >^  (a]      d  a  C  le  ^^ 

soit  toujours  satisfaite. 

Avant  de  voir  comment  cette  condition  doit  être  exprimée  actuel- 
lement, et  de  démontrer  qu'il  en  résulte,  pour  déterminer  ô,  une  équa- 
tion de  la  forme 

d^J  r  f  o       A       J  ? d  «    '\ 

fl  est  nécessaire  de  remarquer  qu'en  vertu  des  deux  équations 

X    2 


I 
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C/'  =  o  ,      i/"  =  o  , 

les  dérivées  partielles  de   £/=o  seront  toutes  deux  nulles,  parce  que, 
d'après  la  manière  dont  celles-ci  ont  été  formées,  on  aura 

r   '^^  1  _  u'     ^^ 

et 

d    U      ~\  riH      .        wil  d  -i 


Il  semble ,  d'après  cette  observation ,  qu'on  aurait  pu  se  dispenser  de 
calculer  W  et  U" ,  et  se  borner  à  faire  la  substitution  dans  U,  pour 
joindre  ensuite  à   U=zo  les  deux  équations 

puisqu'elles  semblent  équivalentes  à 

U'  =z  o     et     £/"  =  o  , 


aux  facteurs   près , 


d  y  d  y 

et 


d  p>  (  A  d  A  (  B>     ^ 

qu'on  pourrait  supprimer  ;  mais  ce  procédé  serait  beaucoup  trop  com- 
pliqué, comme  il  est  aisé  de  le  voir,  et  il  deviendrait  nécessaire  de 
démontrer  que   les  dérivées 

c/*  «  d*  n 

~d  d^  (  X      ^^      It  a  d'J'^ 

^ui  se  trouveraient  dans 

l  d    (  â]  ^^    \:~da(J'\^ 

d  v 

puisque  U  contient  -^  ûv  —  t  n'entreraient,  la  première,  que  dans  ut 
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d  U 


acteur  communia  tous  ies  termes  de  [-j-fl 7      1,  et  la  seconde  que 

dans  un  facteur  commun  à  tous  ceux  de    -^ — 7^"1'   ^^cteuis  qui   ne 

s'évanouissent  pas  en  vertu  de  F    .     ^—  1  =  o ,  au   lieu   qu'en  for- 
mant les  trois  équations 


£/    =  o, 
U'  =  o; 
U"  —o, 
par  la  substitution  des  valeurs  de 


V,    *l  -i 


dy  ( A   *        d  «  ( Y   * 


dans 

=  o , 


Idy ( a \ 


o, 


o. 


on  voit ,  d'après  la  forme  de  ces  valeurs ,  que  U  et  U*  ne  peuvent 
contenir  que 


d  ^  (  a    * 

et  u"  que 

Maintenant,  pour  exprimer  la  conditimi 

d^  V    -[        r     d'  V    -i        d 


L    da  d  y   J~*"L  «^  r»7  «  J     «^  «7  iS     ^  ' 


il  faut  faire  attention  que  W  étant  la  valeur  que  prend  \  t    , — 1 
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par  la  substitution ,  on  a  précisément 

r_ '^ ^'_i  —  r   ^'  tli ^ r    ^'  ^  1     ^y     — 

en  sorte  que  ïa  condition  demandée  est  simplement  représentée  par 
l'équation 

r     d  u-    -\ 
l-dlTrTi  =  ^  • 

dont  il  faut  éliminer  x,y,  z,  au  moyen  des  trois  équations 

U  =  o, 

U'  =  o, 

U"=  o, 

pour  avoîr,  entre  les  trois  variables  et,  /3,  6,  l'équation  du  second 
ordre  par  laquelle  la  valeur  de  ô  doit  ^tre  déterminée  pour  que  ces 
trois  équations  expriment  l'intégrale  générale  de  la  proposée.    Cette 

équation  ne  contiendra  que  la  seule  dérivée  du  second  ordre  -^ — JT  » 

puisqu'il  a  été  démontré  que  Z/'  nen  contient  qu'une  du  premier,  qui 

d  fi 

Les  calculs  précédens  sont  nécessaires  à  la  démonstration  de  la  mé- 
thode que  je  viens  d'exposer;  mais  l'emploi  de  cette  méthode  n'exige, 
comme  l'on  voit,  qu'un  petit  nombre  d'opérations  indispensables  :  elle 
peut  être  encore  abrégée,  en  remarquant  qu'au  lieu  d'opérer  sur  l'équa- 
tîon  entre  et,  y,  n,  renfermant 

d  9  d  9  d*  9  d*  n 

"*-•  *^»  ^*  d  a  { y  '  ^nrfT'  ^TdT*  ^dT-'y^  ' 

qui  résulte  de  la  |>remîère  transformation  ,  pour  en  tirer  fintégrale 
paniculière  du  premier  ordre  avec  une  constante  arbitraire  j8,  intégrale 
que  nous  avons. «epuentée  par  vz=z0^  îi  suffira,  pour  l'obtenir,  de 


ANALYSE*  167 

chasser  x,y,  Z»  P»  f  ^^  ^^  valeur  de  /S,  déduite  de  ia  combinaison 
intégrale  du  second  système  de  l'équation  donnée,  si  cette  dernière 
valeur  a  été  calculée.  Dans  ce  cas,  ce  procédé  est  préférable  à  tout 
autre,  parce  qu'il  donne  sur-ie*champ  ia  valeur  de  v),  et  qu'il  devient 
par  conséquent  inutile  de  calculer  la  quatrième  équation  de  l'intégrale. 
Mais  il  est  souvent  plus  difficile  de  reconnaître  que  le  second  système 
déduit  de  Féquation  donnée  peut  fournir  une  combinaison  intégrale,  que 
de  s'apercevoir,  après  la  première  transformation,  qu'on  en  peut  former 
une  avec  le  système  déduit  de  l'équation  du  second  ordre  en  vi ,  et  il  vaut 
mieux  alors  faire  les  opérations  dans  l'ordre  où  elles  viennent  d'être  indi- 
quées, en  calculant  la  première  transformée,  sans  s'attacher  à  reconnaître 
û  les  deux  systèmes  qu'on  tire  de  la  proposée  peuvent  fournir  chacun 
une  combinaison  intégrale,  ou  s'il  n'y  en  a  qu'un  seul,  on  examine 
ensuite  la  première  transformée  pour  voir  si  elle  en  peut  donner  une.  II 
est  bon  d'observer  aussi  que  si  la  première  tran'^formée  était  linéaire , 

on  pourrait  en  faire  évanouir  la  dérivée  extrême  " — ,  sans  changer 

la  fonction  rt  en  une  nouvelle  fonction  6,  comme  il  résulte  de  la 
théorie  connue  de  ces  équations  ;  alors  le  calcul  deviendrait  beaucoup 
plus  simple,  parce  que  l'équation 

qui  ferait  partie  du  système  fourni  par  la  première  transformée,  ne 
contenant  que  les  deux  variables  <t  et  v,  s'intégrerait  immédiatement 
et  donnerait 

f  (<L,  y;  =  i3; 

if  suffirait  alors  de  substituer  à  y,  dans  l'équation  K=o,  sa  valeur 
tirée  de 

/r*,  y;  =  /3, 

pour  avoir  1/  =z  o;  et  comme  cette  équation  ne  contiendrait  plqs 
dors  que  x,^,  2,  «t,  /3  et  ia  fonction  d  de  *  et  de /S,  sans  ^u'il  s'y 
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trouvât  une  dérivée  du  premier  ordre  de  d,  on  aurait,  pour  représenter 
l'intégrale  générale ,  les  trois  équations 

U  =  o, 

[-JTTTi  =  °  ' 

r d  j/  -\  _ 

l-dT7Ti  —  °  • 

auxquelles  il  faudra  joindre 

L    dcLd  fi.     J      ^' 

et  en  éliminer  x,y,  j,  au  moyen  des  trois  autres,  pour  avoir  i'éqiia- 
tion  du  second  ordre  de  ia  forme 


d  a  d  fi 

qui  doit  déterminer  tï. 

Si  i  on  avait  trouvé  dans  chacun  des  deux  systèmes  déduits  de  ia 
proposée  une  combinaison  intégrable,  on  reconnaîtrait  ce  cas,  que  nous 
verrons  bientôt  être  ceiui  où  tombe  l'équation  du  son,  quand  ies  vibra- 
tions  de  l'air  ont.  une  grandeur  finie,  lorsqu'on  substituerait  à  x,  y,  i, 
p  et  ^,  dans  v  =  /3,  leurs  valeurs  tirées  de  Tintégrale  de  l'autre  équation 
u  z=z  €L,  prise  en  regardant  cl  comme  une  constante  :  car,  puisqu'il  doit 
en  résulter  une  équation  entre  (t,  y3  et  y  seulement,  il  faudrait  que  vi^t 
celles  de  ses  dérivées  qui  sont  contenues  dans  x ,  y  ^  ^,  disparussent 
d'eux-mêmes  de  l'équation  vz=z  fi,  pour  qu'il  ne  restât  que 

f  {<L,  y),  =  ^. 

Éciaircissons  les  diverses  circonstances  que  présente  l'usage  de  cette 
méthode,  en  l'appliquant  à  quelques  exemples. 

Nous  avons  vu  que  les  deux  systèmes  déduits  de  l'équation 

T  -^  xq  s  -^  (q^  —  x*y)  t  —  ^  =r  o, 

fournissaient  chacun  une  combinaison  Intégrable  d'où  résultaient  ies 

deux 
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deux  équations 


P 


r 


2 


xq 


et 


O  , 


xq  —  ly 


^H-/3=:o, 


et  qu'en  représentant  son  intégrale  par  op  système 


yy 


y  x^  —  >*  X 


(L  X 


»tf 
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yx 


d  fi 


dùL  (y 


dy  (a 
=  O  , 


O  , 


trouvé  en  intégrant  la  première  comme. si  et  était  une  constante,  et  en 
le  faisant  ensuite  varier,  il  fallait  que  n  fût  déterminé  par  l'équation 


d^  n 


d  A  (y       d  a.  dy 


d  fi 


d  y*  (a 


do^(> 


O, 


OU 


2  TT  <r 


TT 


Os 


Comme 


on  a  ICI 


K'  =  ^,     L' 


.     M' 


'TT  , 


on  obtiendra  ce  système  de  trois  équations 

d  y 


2 

TT 

d 

»{ii 

2 

TT 

• 

dx 

d 

«r/a 

d  n 

f% 

«TT 

TT 


O, 


O  , 


de,  (^ 


d  y 

"^    d  a.  (^ 


O  , 


**ont  la  seconde  devient  une  différentielle  exacte  en  la  divisant  par  tt, 
w  donne 

XVllL'  Cahier.  Y 


4  t 
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d  1  CL  —  ^ 


d  y  (a 


X 


* 


P 


en  sorte  que  Tîntégrale  de 

d  n  d*  n  d*  n  d  n 


2 


d  A  (>       da  d>  rf  >*  (cl  d  tL  (y 

pourra  être  représentée  par 

tï= ^ V-+-&, 


O  r 


en  y  déterminant  6  convenablement.  On  tire  de  cette  intégrale 

d\_ 

^     ^         dê^    (   CL       ' 

et 


d  n 

*  On  peut  obtenir  dans  cet  exemple  la  mente  valeur  de  —, —  ,  en  la  déduisant  de 

dy  {a 

réquatioD 

p  -+-  — h  X  q  —  2/  —  x*-f-iô  =  o; 

il  faut  pour  cela  y  remplacer  d'abord  p  et  q  par  leurs  videurs  tirées  de  l'intégrale ,  ce  qui 
donne  >  comme  nous  l'avons  vu^ 

2>  X  —  a  —  2^  —  X*  -^  fi  =z  Oj^ 

et  y  mettre  ensuite  à  la  place  de  ^  sa  valeur  * 

alors  comme  jr  s'en  va  de  lui-même ,  on  a'a  pas  besoin  de  félimination ,  et  on  trouve  im^ 
médiatement 

J  n  ^  d  il  «^  —  $ 

2  —,    ~. «  -f-  /&  =Z  O      ou     — ^ 


d  >  (  a  d  y  (  a 
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d  OL    ( 


i% 


d  a  (  ^    ' 


du 


parce  que  les  termes  en  -j — y —  qui  devraient  entrer  dans  cette  valeur, 

s'évanouissent  en  vertu  de  la  seconde  équation.  On  a  de  plus,  en  éli- 
minant y , 

</9 


r*~/s; 


dH  ^  » 


6. 


d  fl 


d  9 


d  e 


d  a.  (y 


du  en 


d  ^  (cl    * 


du 

substituant  ces  deux  valeurs,  ainsi  que  celles  de  y  et  de  -t — p— ,  pour 
lesquelles  nous  avons  trouvé 


2   -r 


di 


dfiC 


et 


a.  —  0 


dans  les  trois  équations  qui  représentent  l'intégrale,  il  vient 


(2  y 


^) 


i% 


^> 


d  &  C  a. 

di 


2X 


\d  fi,  (  cl] 


dLX 


Ô. 


4*7 


fi    (   CL 


/3 


o. 


d  e 


d  e 


rf«  ^'/î 


d  fi  (cl 


0. 


Ces  trois  équations  expriment  l'intégrale  générale  de 


2  f  J  -H  (^^'  —  x*| 


o  , 


sous  une  forme  telle  que  la  fonction  9  dépend  d'une  équation  du  second 
ordre,  renfermant  une  seule  dérivée  de  cet  ordre,  équation  qu'on  obtient 
en  égalant  à  zéro  la  différentielle  partielle  par  rapport  à<t  de  la  seconde 
^qiiation  de  cette  intégrale  ;  on  a  ainsi 


4* 


d*  9 


it     I 


d  cLd  fi 


O, 


Y  2 


Al» 


it 
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et  en  éliminant  x ,  puisqu'il  ne  reste  dans  cette  équation  ni  y  ni  j, 

Telle  est  I  cqiialion  à  l'intégration  de  laqueite  celle  de  la  proposée  est 
ramenée,  et  qui  n'est  autre  que 


d  &   {ci  j      d<t  J&  ^  °' 


4  fp  -^1)     ' 
des  recherches   sur  la  manière  de  l'intégrer  ni'éloigneraîent  de  l'objet 
de  ce  Mémoire;  Je  compte  m'en  occuper  ailleurs,  et  je  me  bornerai, 
quant  à  présent,  à  montrer  comment  on  la  peut  vérifier. 

}|  est  aisé  de  voir  d'abord  que  la  dérivée  partielle  de  la  première, 
par  rapport  à  /3 ,  contient  -j  a,r7~  •^'*"s  tous  ses  termes ,  et  qu'elle  est 
égale  à  la  seconde  muliipliée  par  ce  facteur;  sa.  dérivée  partielle  rela- 
tive  à  a.  se  compose  de  cette  seconde  équation  multipliée  par  -^ — ^j-  , 
ajouiée  à  la  troisième  prise  avec  des  signes  contraires  :  ces  deux  dérivée» 
panlelles  s'évanouissent  donc;  et  en  différenciant  la  valeur  de  j.  alier- 
naiivement   par  rapport  à  x  et  y ,  on  a 


d^      (    0 

ces  valeurs  satisfont  évidemment  à 


d  ^  (» 
q   —    2 


*  On  voit  aiisii  qu'en  ôtan[  de  cetie  Oquaiion 

i, y  -»-;.'  -2X5-H*  — 

d  6  q 

(ju  on   irouve  en  remplaçanc      y  à~~/ P^''    ~^ 

•q^uaiion 


■  !>  ~  »•  -H  P    =0- 
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On  a  ensuite  en  vertu  de  la  seconde 


et  par  conséquent , 
l'y      ^J 

mais  i'équation 


,!..;:-M.b-I     15 


■  *  -f-      2» 


</M  .         I    \  -^ 


d  (,  (,  ^^  <'«('/' 


donne 


■Atn'Tii  5-.!J  no'i  t^o'b 


r 


<(«  ^a     d  »•  (  , 


de 

d  >,   (  . 


d'_> J-l 

"X^"  r  «    "^         d  a.  d~l 


tlli;    Itt) 


4  Wai-»         ^.  (-(»/ 


4     ie-  r» 


valeur  qui  réduit  celle  de 


i.(. 


d  y  


cette  valeur  est  celle  de 


,'3   .r,  ,r.aiq  ft3  » 
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d  a 

dx(y 

dcL 

dy( 


et  Téquation 


,7* 


Q* 


que  nous  venons  de  trouver,  donne,  en  ia  combinant  avec  cette  valeur 

»  •  ■  '.  ■ 

d  a 


•^  (g  —  ^)  ^  —  g    A.^ll. 


X  , 


d'où  Ton  tire  immédiatement  l'équation   proposée 

r  -f.  2  f ^  -+-  /^^  _  ,rV  r  -,  ^  =  o. 
Soit  maintenant  l'équation 

on  aura 


•A 


H^zx^,  K-zn--  %x^ q,  Znzj^*,   M=z2x^p,  et  |/(?=r^4rf*; 
ainsi  ies  deax  jprejnières  équaLtlotis  du  premier  itysièihe  seront 

*    TTc^  -*-  3  7  ==  o  . 

X         d  p  d  q  ,  ^ 

d  X^IL,      •'      Û  X   (  4L  .- .     « 

Cette  dernière  équation  est  mtégrable,  et  donne 

cr*'     .  .  "  »    •■  •  . 


'<     w 


*  En  prenant  C?=x*  ^^  qui  ne  ferait  que  changer  les  deux  systèmes  l'un  contre  l'autre, 
et  le  calcul  resterait  le  même  en  opérant  sur  le  second  ,  comme  je  vais  le  (aire  sur  le 
premier. 
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£.n  traitant  celle-ci  comme  une  équation  do  premier  ordre,  où  et  est  tué 
constante,^  on  trouve  pour  son  intégrale 


yy 


2  « 


y* 


X  M 


<pv. 


<P  y 


o  , 


d'où  H  suit  que  celle  de  la  proposée  est  représentée  par  les  trois  équa- 
tions 

2  «  •+•  >* 


yy 


2  X 


dn 


*». 


X 

I 


d  A  (  y 


O, 


pourvu  que  ia  valeur  de  u  soit  déterminée  p«  l'équation 


d^ 


d  a  d  > 


f       d'  n 
\  d>-  ( 


I   V       dy 

X    ftToYJ 


o, 


il  serait  facile  de  trouver  la  valeur  de 
cette  équation  ;  on  obtiendrait 

d*  ti  J»  ff 


d  > 


t     « 


d  <t  (  ^ 


pour  la  mettre  dans 


i  y 


d  a.  d  > 


dyi 


d>^  {  a 


d  a  {  y 


o; 


niais  comme  cette  équation  est  linéaire,  il  nest  pas  même  nécessaire 
de  la  calculer;  elle  ne  pourrait  servir  qu'à  donskei  la  ya.\e\a  de  9(  cm 
A  et  /3,  qu'on  trouvera  plus  simplement  ainsi  :  en  changeant  le  signe 
que  nous  avons  donné  à  |/(?  daws  le  premier  système ,' nous  aurons 
pour  le  second , 


X* 


x'  ' 


dx  (  P> 

d  X  (  a» 


3  y  d  X  (  ^ 


a^x 


o. 
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Il  est  inutile  ^y  conoprenidre 

fi  z     - ^     ^y 

d  X  (  ^  P  "    d  X  (  ^    ' 

parce  que  i  n'entre  pas  dans  ces  équations;  on  voit  d'ailleurs  qu« 
seconde  est  une  difTérentieiie  exacte,  et, donne 


mais  on  tire  des  trois  équations  dont  se  compose  l'intégrale 


2  flt  -4-   >  * 


et  par  conséquent , 

a,  —  y*  -f-  /3  =  o, 

OU 


: .  : . .  . 


y  =i!  yit  H-  (i  ; 


en  aura  ainsi  les  trois  équations 


l  z=iyY«,-^^ ^—-^^ h*». 


3  «  -H  /î 

■    1      ■ 

2  W 


<f« 


a  VT^r% .         *  *  '^  *  <"  ^ 


-•■■.".      '    '  '  ' 

pourvu  que  li  soit  déterminé  par  Téquation 


\  - 


^  r 


après  qu'on  a  éliminé  y  au  moyen  des  trois  autres ,  les  deux  dem 
donnent 

d  «                      d  n        ____ 
3  ~dJT*    '.        d  »  (fi    °  ' 


Va -h  fi 
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t   Ton  trouve,  en  chassant  y , 

{(L  -H  \àj  -j—TUr  H^  3    TôrZ JT7Â"  —  ^  ' 


d  a  d  p>       ^      ■>     d  ^  (A  d  A  (^ 

qui  appartient  encore  à  Tune  des  classes  d'équation  dont  M.  de  Laplace 
a  trouvé  l'intégrale  générale  en  intégrales  définies  ;   on  aura  donc  sous 
cette  forme  la  valeur  de  )i;  et  en  la  substituant  dans  les  trois  équations 
que  nous  venons  d'obtenir,  et  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 


/ — ;; — 7î  3  ^  -+-  /à 


d  ^  d  yi 

3   1  P>  (<t  d  ùL  (Ih 


/fit  -h-  0 

dm  d  n 


d  fi  Col  d  a  (fi 


O, 


on  aura  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 
Je  prendrai  pour  dernier  exemple  l'équation 

r  -4-  2  ^  J  -f-  (q''  —  b^)  t  =:  o; 

dont  dépend  le  mouvement  d'un  fluide  élastique,  lorsqu'on  fait  entrer 
dans  le  calcul  la  grandeur  de  ses  vibrations.  On  trouve  lK)ur  cette 
équation  deux  systèmes  qui  présentent  chacun  une  combinaison  inté- 
grabie;  en  intégrant  ces  deux  combinaisons,  et  écrivant,  pour  éviter  les 
fractions ,   zbcL  et  i  b(i  di\x  lieu  de  et  et  /3 ,   on  a 

p  H ^ b  q  zz:  2  b  ce  f 

et 


p  -1 2 1-  3  ^  ::::::   --.  b  (i  : 

% 

>9 première  a  pour  intégrale,  en  y  regardant  «,  cQmme  constant, 
XVIII,'  Cahier,  Z 
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^  f 


y  -*-   (h  —  y^  A-  -H  c}>'y  =  o  , 

intégrale  que  M.  Poisson  a  indiquée  le  premier  dans  un  Mémoire'ou 
il  intègre  de  la  même  manière  une  classe  très-étendue  d'équations  aux 
difFcrentieiles  partielles.  (Voy.  la  Correspondance  sur  l'École  polytechnique, 
tom.  II,  pag.  4io)-  Celle  de  la  proposée  peut  donc  être  représentée  par 
le  système  des  trois  équations 

l  z=z  yy-^-(xbdi-^by ^j  x 

(b  —  y)x^^^z=zo 

,  d  n 

d  a  (y 

en  déterminant  convenablement  tï,  qui  serait  alors  donné  par  une 
équation  du  second  ordre  entre  et,  v„  )i,  contenant  deux  dérivées  de 
cet  ordre  :  mais  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  la  calculer,  parce  que  les 
trois  équations  que  nous  venons  d'obtenir  donnent 


ibdu  *+-  by  —  • 


9 


et  qu'en  mettant  ces  valeurs  dans  Téquation  en  ^,  ou  a  une  équation 
qui  ne  renferme  que  <t,  /3,  y,  savoir: 


2  b  <t  -f-  z  by  =  z  b  fi , 
ou 

y  =z  fi  —  et; 

d  où  il  suit  que  i  équation  du  second  ordre  d'où  l'on  aurait  pu  tirer  la 
valeur  de  t,  aurait  été  linéaire;  et  d'après  ce  que  nous  avons  dit  de  ce 
cas  où  la  méthode  générale  se  simplifie  beaucoup,  il  suffît  d'éliminer 
y  de  la  valeur  de  3  »  et  de  joindre  à  l'équation  qui  en  résuite  ses  dé- 
rivées partielles  relatives  à  et  et  à  /S,  et  sa  seconde  dérivée  partielle, 


ANALYSE.  179 

prise  une  fois  par  rapport  à  (t  et  une  fois  par  rapport  à  (i  ,  pour  avoir 
les  quatre  équations 

2  =  ^^-ct;;.H-[^l^/3  +  c.;-..^^^ 


d  ddlh      ^  ' 

dont  les  trois  premières  exprimeront  l'intégrale  de 

X  qs  -^  (q^  —  h"- )  /  nz   o  , 


pourvu  que  »i  soit  déterminée  par  l'équation  linéaire  à  coefficîens  cons- 
tans, 

,         d^  w d  H rf  w        

^^lirde^        d  CL  ce>        d^(<t  — ^' 

dont  on  connaît  l'équation  primitive  générale  en  intégrales  définies. 

Après  avoir  calculé  cette  valeur  dt  y\t  il  n'y  aura  plus  qu'à  la  subs- 
tituer dans  les  trois  équations  dont  se  compose  l'intégrale,  et  qu'on 
peut ,  si  l'on  veut ,  écrire  ainsi  : 


^ — ~  2*  \d p> (CL  ■+"  d ùL (^y 

J'ai  supposé,  dans  les  calculs  précédens,  que  l'intégrale  de  l'équation 
du  premier  ordre  entre  a*,  y,  1,  p,  q,  ct^  oxx  ùu  est  considéré  comme 
Une  constante,  s'obtenait  par  un  système  de  deux  équations  entre  cette 
constante  et  les  quatre  variables   Xp  y,  z,  y,  et  qui  fût  tel,  qu'une 

Z  2 


/ 
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des  équations  de  ce  système  fût  la  dérivée  partielle  de  Tautre  par- 
rapport  à  y.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu  en  général;  mais  il  pourraic 
arriver  que  /?  et  ^  n'entrassent  qu'à  la  première  puissance  dans  Téqua— 
tion  entre  x,  y,  i,  p,  q,  a,  ou  qu'elle  fût  décomposable  en  facteurs  que 
présentassent  cette  circontance.  Son  intégrale  ne  serait  plus  alors  re- 
présentée de  la  même  manière. 

Pour  y  appliquer  la  même  transformation ,  îl  faudra  d'abord  remar- 
quer que  cette  équation,  ou  ses  différens  facteurs,  serait,  dans  ce  cas» 
de  la  forme 

P/^  -f-  <2^  H-  /?  =  o, 

où  P ,  Q,  R  ne  contiendraient  que  x,  y,  i  ti  (t;  son  intégrale  s'ob- 
tiendrait alors  par  l'intégration  simultanée  de  deux  équations  du  premier 
ordre,  représentées,  d'après  la  notation  dont  j'ai  déjà  fait  usage,  par 


a  X  (a,  > 


et 


a  X  (CL,  y  ^ 

Ces  deux  équations  réunies  à 

d  7  d  y  

d  X  (oL^y  '  *     d  X  (tt^y 

exprimeront,  ainsi  qu'il  a  été  i\x  précédemment,  les  mêmes  relations 
que  le  second  système  déduit  de  la  proposée,  avec  cette  seule  diffé- 
rence que  les  dénominateurs  des  termes  des  équations  dont  se  com- 
pose ce  second  système,  contiennent  dx(^  au  lieu  de  dx(<L,y.  Il 
s'ensuit  que  si  l'on  élimine  et  qui  n'entre  point  dans  le  second  système 
en  combinant  les  deux  équations 

d  X  [Ayy 
P-A-f-T-—    (2=0, 
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on  en  aura  une  qu'on  tirerait  également  de  ces  deux-ci  : 


* 


"  -zWr  -  a:  -H  /G 


O  , 


et 

d  1  dy       

.___  ^  p  ^  q    ^^^^    _0, 

puisque  la  troisième  équation  de  ce  système 


d"x  (p,    -^  {*^^^  ^  ^  /     d  X  {fi 

contenant 

dp  d  q 

^        et ^- 


d  X  (  fi        '         d  X  (        • 

ne  peut  concourir  à  la  formation  d'une  équation  où  ces  dérivées  n'entrent 
pas.  On  voit  par-là  que,  dans  le  cas  où  Tintégraie  particulière  du  premier 
ordre,  tirée  d'un  des  systèmes,  ne  contient  /;  et  ^  qu'à  la  première 
puissance,  on  peut  toujours  former  avec  ies  équations  de  l'autre  sys- 
tème une  combinaison  qui  ne  renferme  que  x ^  y ,  i  et  leurs  dérivées 
mutuelles.  Si  l'on  voulait  la  déduire  de  ce  second  système ,  on  ne  pour- 
rait le  faire  que  par  une  sorte  de  tâtonnement  ;  mais  on  la  trouvera  sur- 
i^champ,  en  éliminant  «t  entre 

/?  =  o, 


/"«,  y 


y 


o. 


d  X  { <t,y 

Après  lavoir  ainsi  obtenue ,  on  n'aura  qu'à  y  appliquer  les  règles  con- 
nues, pour  savoir  si  elle  peut  avoir  une  intégrale  exprimée  par  une 
seule  équation  entre  x,  y ,  ^  tl  une  constante  arbitraire,  et  en  trouver 
dans  ce  cas  l'intégrale  ;  alors  y  sera  nécessairement  une  fonction  de  ^ 
seul,  ou  plutôt  on  pourra  |:>rendre  ^^=y  :  car  ces  deux  quantités  pour- 
raient  être  mises  indifféremment  à  la  place  de  la  constante  arbitraire 
dont  nous  venons  de  parier,  puisque  i'équation  différentielle  qui  a  con- 
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duît  à  Tîntégrale  où  elle  se  trouve  avait  également  lieu  entre 

d  y  d  ^ 

^*'  ^'    2;     dx  (<t,y    >  dx  (f,,y    ' 

et  entre 

d  y  d  j 

^'  y'  ^'  d X  (  p>  '    d  X  (  p>  * 

et  quon  en*  a  fait  disparaître  cl  dans  le  premier  cas. 

Cette  équation  difFérentielie  étant  intégrable  et  résultant  du  second 
système ,  on  doit  pouvoir  ramener  l'intégration  de  la  proposée  à  celle 
d'une  équation  du  second  ordre  de  la  forme 

s  z=:  f  (x,   y,    i,   p,   q)  , 

comme  dans  tous  ies  autres  cas  où  le  second  système  fournît  une  com- 
binaison intégrable.  Cependant  la  méthode  que  je  viens  de  donner 
pour  atteindre  ce  but  ne  peut  plus  être  employée,  puisqu'elle  suppose 
qu'on  a  préalablement  ramené  l'intégration  proposée  à  celle  d'une 
équation  de  la  forme 

s  -^îF  (x,y,  z,  p,  q)  :=^f(x,  y,  z,  p,  q)  , 

par  le  second  procédé,  c'est-à-dire,  en  substituant  à  la  place  de  p  et 
de  q  leurs  valeurs  dans  vzz:/3,  pour  obtenir  l'équation  W^/i,  et  en 
tirer  ensuite 

d  W 


Id  CL  (  y  \ 


d  CL  {  fi  r       d  W     -^   t 

L  d  y  (  CL  \ 

tandis  que  v  ne  contient  alors  ni  p  m  q ,  qu'il  est  par  conséquent  iden- 
tique à  ÏF,  et  que  cl  et  y  ne  peuvent  être  introduits  dans  cette  quantité 
W  par  une  substitution  qui  ne  saurait  plus  avoir  lieu. 

Voici  le  procédé  qu'il  faut  suivre  dans  le  cas  où  cette  exception    se 
rencontre  :  puisqu'on  peut  continuer  de  prendre  alors  yz=z/i  ,  on  aur« 


ANALYSE.  183 


fes  deux  équations 


d  X  (  fit 


d 


y 


dx  (  p> 


(2  =  0, 


qu'on  pourra  traiter  comme  si  elles  étaient  aux  différentielles  ordi- 
naires; on  en  tirera  ainsi  deux  équations  primitives,  dont  Tune  ne  con- 
tiendra que  X,  y ,  i,  j8,  puisqu'on  suppose  intégrabie  Téquation  dif- 
férentielle qui  résulte  de  l'élimination  de  «t,  et  l'autre  contiendra  x,  y, 
Z  M  «t ,  /3 ,  <^  /3  ;  et  on  écrira  dans  cette  dernière  n  au  lieu  de  cp  /3 ,  parce 
que  cette  quantité  doit  se  changer,  comme  nous  l'avons  vu,  en  une 
fonction  de  ce  et  de  ^,  lorsqu'on  fera  varier  <t  pour  généraliser  i'in» 
tegrale. 

Représentons  par  V:=:o  ce  que  devient  la  dernière  après  qu'on 
en  a  éliminé  /3  au  moyen  de  l'autre;  en  sorte  que  ces  deux  équations 
soient 

=    G, 

OÙ  j8  n'entre  que  dans  le  terme  où  il  est  écrit;  elles  satisferont  néces- 
sairement, comme  on  la  vu,  au  second  système,  lorsqu'on  considérera 
ct^et  n  comme  des  constantes,  et  par  conséquent  aussi  quand  on  fera 
varier  ces  deux  quantités  de  manière  , 

i.°  Que  les  valeurs  de  p  et  de  ^  soient  toujours  les  mêmes; 

2.*  Que  les  termes  provenant  de  la  variabilité  de  et  et  de  yi  dans 
leurs  dérivées  disparaissent  d'eux-mêmes. 

On  remplira  la  première  condition  en  joignant  aux  deux  précédentes 
celle-ci  : 

Le  système  de  ces  trois  équations  représentera  donc  Fintégraie  cher- 
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chée,  pourvu  que  la  valeur  de  n  en  fonctions  de  ce  et  fi  soit  déter- 
minée de  manière  à  satisfaire  à  la  seconde.  Reste  à  trouver  l'équation 
du  second  ordre  qui  donne  cette  valeur,  et  à  démontrer  qu  elle  ne  con* 
tient  que 

d  ti  d  n  d*  n 


d  CL  (^   '        d  fi>  Cd  d  a  d  fi    * 

Or,  les  valeurs  de 

_^>_  et  de   -^^— 

dx  r  fi  d  X  (  fi    ' 

tirées  de  ces  trois  équations,  étant  évidemment  les  mêmes,  soit  que 
et  et  n  soient  variables  ou  constans,  puisque  ces  quantités  n  entrent 
pas  dans  vzzi(i,  deux  des  trois  équations  du  second  système,  qui  ne 
contiennent  que  ces  dérivées,  seront  encore  satisfaites;  mais  la  troî* 
sième 


d 


ne  pourra  l'être  qu'en  vertu  de  là  condition  qui  doit  déterminer  *j. 

.  d  X 

Pour  l'exprimer,  on  multipliera  d'abord  cette  équation  par  -^ — -rr-   , 
ce  qui  la  changera  en 

on  remarquera  ensuite  que  les  valeurs  de  />  et  de  ^,  tirées  de  Ijjqua- 
tion  V=zo,  en  la  différenciant  alternativement  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  k  y,  et  en  omettant  dans  ses  différentielles  les  termes  que 

fait  évanouir,  ne  pourront  contenir  que 

*.  7.   î»  A.   »     et    -jjj-i  . 

cette 
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cette  dernière  quantité  se  trouvant  multipliée  dans  Tune  de  ces  difFé- 

rentîeiies  par  -^ — -; —  et  dans  i  autre  par  -^ — -; —  ,    qu'on  rempla- 
cera par  leurs  valeurs  déduites  de  l'autre  équation  v=:/3. 
Les  valeurs  de 


dp 


et  de 


d  ùL  (  e»    "     "    d  CL  (  p>  ' 

qu'on  trouvera  en  différenciant  celles  àt  p  et  de  ^ ,  renfermeront  donc 

d*  If  •      , 

•^ — .       ;  mais  il  ne  s'y  trouvera  que  cette  seule  dérivée  du   second 

ordre  de  la  fonction  y\\  en  les  mettant,  ainsi  que  celles  de/?  et  de  ^, 
dans 

d  II 

qui  eût  été  identique  si  on  avait  considéré  cl  ,  n  et    >  n  ^     comme  des 
constantes,  on  aura 


en  supprimant  les  autres  termes,  puisqu'ils  se  détruisent  mutuellement; 
et  il  ne  s'agira  plus  que  d'y  remplacer  x,  y,  i,  par  leurs  valeurs  tirées 
des  trois  équations  dont  se  compose  l'intégrale,  pour  avoir  l'équation 
cherchée  entre 


d  CL    {fi     '  d  fi   (  A         "  d  ÙL   d  fi      "^ 

Soit,  par  exemple  : 

xr  -+-  {p  -+-  xj  s  -4-/?/  —  x=:o, 
on  aura 

2  * 


a 

A'W//  CjA/Vr.  A  a 


P  —  » 


iî6 

et  ies  deux  systèmes  seront 
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dy 


d  X  {a 

dp 

i  X  (a 

d  X  (a 


O, 


d  X  (tt 


dy 

P^^-dTôI 


O, 


O, 


dy 

d  X  {H 

X 

dp 

d  X  (^ 

dZ 

d  X  (fi 


I   Z=  O  , 

dq 

dy  . 
P'-l  ~Tx  (e>~  • 


o. 


o. 


Le  premier  donne  d'abord 


p  -+-  q  —  jf  -+-  et.  =  o  , 
équation  linéaire  du  premier  ordre ,  dont  l'intégration ,  à  cause  de 


dépend  de  celle  de 


dx  (it^> 


<t, 


et  de 


dx  (àL,7L 


o. 


Cette  dernière  sîntègre  immédiatement  ;  et  comme  elle  ne  contient 
point  CL,  elle  doit  résulter  du  second  système  en  y  faisant  y=r/3;  c'est 
ce  qui  arrive  en  effet ,  puisque  cette  supposition  la  rend  Identique  à  la 
première  équation  de  ce  système  :  on  écrira  donc  dx((i  au  lieu  de 
dx(y^(L  dans  les  deux  précédentes,  et  on  en  tirera  pour  l'intégrale  de 


o  , 


quand  et  est  constant , 


/3. 


(LX 


<P/3; 


celle  de  la  proposée  sera  donc  représentée  par  le  système  des  trois 


(équations 
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/3. 


2 


fit  X"  H-   tï , 


d  ÛL   {  fi 

Reste  à  calculer  Téquation  qui  doit  terminer  tî.  Pour  cela,  on  prendra 
la  valeur  de  ;?  et  de  ^  pour  en  conclure  celle  de 

on  trouvera,  à  cause  que  la  troisième  équation  fait  disparaître  les  termes 
de  la  valeur  de  p  et  de  ^  dépendans  de  la  variabilité  de  et , 

dn  dfi       d  n 

"ÏXT^   "^r777   ^  *  d  fi  {et     ' 

d  n  d  fi  d  n 


d  fi  (a        dy  (x      d  fi  (cl     * 

dp       T     d*  n 

—  da  d  fi  ^ 


[d   CL    (  fi] 


d  a       -ï  d^ 


r_£i_i 

Id  <t  (  fi  ] 


n 


d  a  J  ^     ' 


substituant  ces  valeurs  dans 

*"*    aura  en  se  rappelant  que 

**   ^n  changeant  les  signes 

/  )       d^  n 

dn 

^  —  ITJT  * 


Aaa 


/■  à..  ' 
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et 


d^( 


A  : 


ainsi 


{• 


d  fi,  l^c 


) 


d»  n 


dcL  d fi> 


d  a  (fi> 


O, 


pour  avoir  Tintégrâie  de  cette  dernière»  il  faudrait  connaître  celle  de 


(q  ^  x)  s 


o. 


C  est  donc  à  trouver  la  valeur  générale  de  i,  qui  satisfait  à  cette  équa 
tion  où  il  n'entre  que  la  seule  dérivée  du  second  ordre  s ,  qu'est  ra 
menée,  par  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  l'intégration  d 
l'équation  donnée  , 


X  r 


(p^  x)  s  -^  pt 


X 


o- 


IpO  PHYSIQUE, 

toutes  les  particularités  de  leur  construction  ont  été  étudiées  avec  tant 
de  soin  et  d'une  manière  si  détaillée  qu'il  ne  reste  presque  plus  rien  à 
désirer  sur  cet  objet. 

II  était  indispensable,  sans  doute,  d'apporter,  dans  les  observations 
thermométriques,  une  grande  précision;  mais  cela  ne  suffit  pas  pour 
conduire  à  une  connaissance  approfondie  de  la  théorie  de  la  chaleur. 
On  pourrait,  à  la  vérité,  rapporter  la  marche  de  tous  les  phénomènes 
à  une  échelle  arbitraire  de  température ,  et  chercher  des  formules  em- 
piriques qui  représentent  exactement  les  observations  ;  mais  on  ne 
peut  espérer  de  découvrir  les  propriétés  les  plus  générales  ,  ou ,  si  l'on 
veut ,  les  lois  les  plus  simples  de  la  chaleur  ,  que  lorsqu'on  aura  con- 
fronté les  thermomètres  construits  avec  des  substances  prises  dans  les 
trois  états  dont  la  matière  est  susceptible  ,  et  lorsqu'on  aura  déterminé 
les  rapports  qui  existent  entre  les  indications  de  ces  instrumens  et  les 
quantités  de  chaleur  ajoutées  ou  soustraites  pour  produire  des  variations 
déterminées  de  température. 

Quoique  ce  sujet  de  recherche  ait  du  naturellement  se  présenter  à 
l'esprit  de  presque  tous  les  physiciens,  on  doit  convenir  qu'il  n'a  pas 
encore  été  traité  avec  tout  le  soin  et  tout  ie  développement  que  son 
importance  exige.  Les  essais  de  Deluc  et  de  Crawford  n'embrassent 
qu'une  étendue  trop  limitée  de  l'échelle  thermométrique,  pour  qu'il 
soit  permis  d'en  déduire  aucune  conséquence  générale.  C'est ,  au  reste , 
un  défaut  commun  à  presque  tous  les  travaux  relatifs  à  la  théorie 
de  la  chaleur,  et  qui  est  devenu  la  source  de  tant  d'inductions  erro- 
nées. On  conçoit  facilement,  en  effet,  que  des  phénomènes  assujettis 
à  des  iois  fort  différentes  peuvent  avoir  une  marche  en  apparence  iden- 
tique dans  un  certain  intervalle  de  température,  et  que,  si  Ton  se  con- 
tente de  les  observer  entre  les  limites  où  leur  divergence  est  presque 
insensible,  on  sera  porté  à  attribuer  leurs  faibles  écarts  aux  erreurs 
d'observation,  et  Ton  manquera  des  données  nécessaires  pour  remonter 
à  leur  véritable  cause.  Plusieurs  fois,  dans  le  cours  de  ce  JVlémolre, 
op  aura  l'occasion  de  sentir  la  justesse  de  cette  réflexion. 


\ 
\ 
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M.  Daiton,  en  considérant  la  même  question  sous  un  point  de  vue 
X)eaucoup  plus  élevé ,  a  essayé  d'établir  des  lois  générales  applicables  à 
a  mesure  de  toutes  les  températures.   Ces  lois,  il  faut  en  convenir, 
brment  un  ensemble  imposant  par  leur  régularité  et  leur  simplicité. 
^.^Mal heureusement  cet  habile  physicien  s'est  trop  empressé  de  généraliser 
es  aperçus  fort  ingénieux,  il  est  vrai ,  mais  qui  ne  reposaient  que  sur 
es  évaluations  incertaines.  Aussi  n'est-îi  presque  aucune  de  ses  asser- 
Jons  qui  ne  se  trouve  contredite  par  les  résultats  des  recherches  que 
eus  allons  faire  connaître. 

Ces  recherches  ont  pour  objet  principal  les  lois  du  refriftidissement 

es  corps  plongés  dans  un  fluide  élastique  d'une  nature,  d^une  densité 

C  d'une  température  quelconques.  Avant  de  nous  livrer  à  l'étude  de 

crotte  classe  de  phénomènes ,  il  était  indispensable  de  suppléer  d'abord 

a. XI  défaut  complet  de  notions  exactes  sur  la  mesure  des  températures 

élevées.  C'est  donc  par  l'examen  de  cette  question  accessoire,  mais  d'un 

Haut  intérêt  par  elle-même ,  que  nous  avons  commencé  notre  travail  : 

c*est  aussi  par-là  que  nous  en  commencerons  l'exposition^ 

Ce  Mémoire  se  composera  ainsi  de  deux  parties  très-distinctes  :  l'une 
aura  pour  objet  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  mesure  des  températures  ;  la 
deuxième  comprendra  les  lois  générales  du  refroidissement. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


DE   LA    MESURE   DES    TEMPÉRATURES. 

S'il  existait  un  corps  dont  les  dilatations  fussent  soumises  à  une 
loi  assez  régulière  et'  assez  simple  pour  que  les  additions  successives 
de  quantités  égaies  de  chaleur  y  produisissent  constamment  un  même 
accroissement  de  volume,  ce  corps  réunirait  toutes  les  qualités  que  les 
physiciens  ont  crues  nécessaires  et  suffisantes  pour  constituer  un  ther- 
momètre parfait. 

Un  tel  instrument  pourrait  cependant  ne  pas  offrir  tous  les  avantages 
qu'il  paraît  d'abord  promettre.  En  effet,  s'il  arrivait,  par  exemple,  que 
ie  calorique  spécifique  de  toutes  les  autres  substances ,  rapporté  à  ce 
thermomètre,  fût  variable  et  inégalement  variable  dans  chacune  d'elles, 
il  est  bien  évident  que  l'on  ne  pourrait  rien  conclure ,  à  priori ,  des 
indications  de  cet  instrument  relativement  aux  quantités  de  chaleur 
acquises  ou  perdues  par  une  variation  déterminée  de  température. 

On  voit  donc  que  le  premier  pas  à  faire  dans  cette  recherche  doit 
être  de  constater  si  les  capacités  d'un  grand  nombre  de  corps,  prises 
avec  une  même  échelle ,  varient  de  la  même  manière  ;  et  si  les  dila- 
tations des  substances  qui  diffèrent  le  plus  par  leur  nature  sont  sou- 
mises aux  mêmes  lois.  Cette  dernière  comparaison,  par  laquelle  nous 
commencerons,  étant  susceptible  d'une  plus  grande  exactitude  que  ia 
première ,  nous  lui  avons  donné  beaucoup  plus  d'extension  ,  et  nous 
croyons  n'avoir  rien  négligé  de  ce  qui  pouvait  contribuer  à  l'exactitude 
des  résultats. 
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De  la  Dilatûtiûn  des  Gai.  ' 

Qijand  on  a  simplement  pour  but  d'étabiîr-une  comparaison  g(înérale 
entre  les  dilatations  de  tous  les  corps,  la  substance  thermoiTiL'trique  à 
laquelle  on  rapporte  toutes  les  mesures,  peut  être  prise  d'une  maiuère 
arbitraire.  La  construction,  plus  facile  et  l'usage  plus  commiode  du  ther- 
jnomètre  à  mercure,  nous.ont  détermines  à  l'employer;  dans  presque 
toutes  nos  expériences.  ,     li  *  ■   i' 

La  comparaison  de  ce  thermomètre' avec  le  thermomètre"  à  air,   a 

Clé  fane  depuis  long-temps  par  M.  Gay-Lussac  ,  entre  lés  limites  de 

Ja  glace  fondante  et  de  l'eau   bouillante.  II  résulte  des  expériences  de 

<e  célèbre  physicien,  que  la  marche  des  d&ux  instrirmens  rre  présente 

_j>as  de  divergence  sensible  dans  cet  ititervalle  de  tenipcSrîîiure. 

M.  Dalton  pense,  au  Corttraire  ,  qiûe  le  thermomètre  à  mercure 
serait  en  avance  de  i"  environ  sur  le  thermomètre  à'  air  ,'vers  le  mîlîeii 
Je  l'échelle  où  l'écart  devrait  évidemment  £tre  le  plus  grand,  puisque 
les  deux  instrumens  s'accordent  &  o"  et  à  loo*.  "         '    ■    , 

On  voit,  d'après  cela,  que  s'îi  existe  réellement  une  (îi'ff^rence  entre 
les  diiatabîlriés  du  mercure  et  de  l'air  ,  elle  doit  être  Irès-faible  entre 
les  limites  de  la  glace  fondante  et  de  l'eau  bouillante. 

Nous  avons  d'abord  poursuivi  cette  comparaison  dans  les  tempéra- 
tures inférieures.  Par  une  première  expérience  faite  à  —  20°,  nous 
avons  encore  trouvé  une  identité  parfaite  entre  les  indications  des  deux 
instrumens;  et,  par  un  grand  nombre  d'observations  faites  de — 30°  à 
—  36°,  nous  avons  remarqué  des  différences  légères,  mais  tantôt  posi- 
tives et  tantôt  négatives,  de  manière  que  la  moyenne  de  toutes  les 
mesures  prises  simultanément  sur  les  deux  instrumens  ,  se  trouve  ttre 
'a  même   pour  chacun    d'eux  (i).    Ainsi  ,   dans  une   étendue  de   plus 


1)  Afin  de  faire  juger  du  peu  d'écart 

XVIII.-   Cahier. 


des  déterminations  panklln,  nous  rapporloi 
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de  130",  l'écart  des  deux  échelles  que  nous  comparons  est  assez  fiiEle 

pour  se  confondre  avec  les  erreurs  d'observation. 

Rien  n'est  plus  facile  que  ce  genre  d'expériences,  tant  qu'on  ne  va 
pas  an-delp  4ii  pt>int  dcbuIHtion  de  l'eau;  mais  lorsqu'on  veut  suivre 
cet  examen  dans  les  températures  élevées,  on  rencontre  d'assez  grandes 
difficultés  qui,  obligent  d'avoir  recours  à  des  procédés  plus  longs  et 
plus  compliqués.  Ceux  que  nous  avons  adoptés  et  que  nous  allons 
décrire,  tious  paraissent  comporter  toute  la  précision  dont  les  recher- 
ches de  cette  nature  sont  susceptibles. 

Notre  appareil  se  compose  d'une  cuve  rectangulaire  de  cuivre  rouge, 
de  sept  décimètres  de  longueur ,  d'un  décimètre  de  largeur  et  d'uni  déci- 
mw'tre  de  profondeur.  Cette  cuve  porte  sur  l'une  de  ses  petites  faces 
latérales  deux  douilles,  dont  l'une  sert  à  introduire  dans  un^  situa- 
tion horizontale  un  thermomètre  à  mercure  ,  et  dont,  l'autre  retient 
l'extrémité  ouverte  d'un  tube  qu'on  place  horizontalement  à  k  même 
hauteur  que  le  thermomètre.  Ce  tube  est  parfaitement  desçéph^  ,e5 
contient  de  l'air  pareillement  sec. 

La  cuve  repose  sur  un  fourneau  construit  de  manière  qu'il  puisse 
chauffer  également  de  toutes  parts:  on  la  remplit  d'une  huile  fixe,  qui 
peut,  comme  on  le  sait,  syftportes  unç  .température  de  plus  de  trois 
cents  degrés  sans  bouillir.  ,         ,,  .      , 
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ici  quelques  -  unes  cfe   celles  qui  qui  été  prises  entre   —  36*  et  —  30". 

THERMOMÈTRE  THERMOMÈTRE  À  AIR  CORRtCÊ 

k  nMrcuiv.  de  li  cKIttatiuii  dn  tene. 

—  36»,1 

-  34. 


—  3<S'.39  ; 

—  34.  T  ; 

—  3Î.3"; 

—  J2,  a?  i 

—  3". =6; 

—  30,46; 

—  iii.  M  1  . 
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Le  tubequî  reiifeniTC  l'air,  se  termine,  du  c6tc  lie  la  dôiùlle  ,  par 
un  tube  court  et  d'un  diamètre  très-petit  qui  sort  en  pariie  de  la  cuve, 
La  (jiianiittf  d'air  contenue  dans  la  portion  extt;Vieure  de  ce  tube,  ef  qui 
ne  participe  pas  à  Icchauffement  du  reste  ,  est  tout-i faic  négligeable  : 
nous  noirs  sommes  assitrés  qi*'eii!e  n'excédait  jamais!  un  demi^mil- 
iième  de  la  masse  totale,,  «  notis  avions  d'aiUeursi  la  pr^auilon  de 
i'cchauffeF  pendant  chaque  expcrience,  alni  d'attctîuer  l'erreur  qui  pou- 
vait ert  téiuker.. 

La'  cuve  est  fermoV  pur  un  couvercle  perce  de  plusieurs  ouvertures: 
les  unes  sont:  traversées  par  des  thermomètres  vemicaux  qui  servent  à 
indiquer  si  les  difTc-renteî  parties  de  1»  masse  liqitide  sont  à  la  m^me 
température;  les  auices  portent  des  ûigo^  armées  de  volans,  dont  la 
rotaiioa  prodirit  dans  le  liquide  une  agiuwiion  assez^  vive  qui  a  poui* 
objet  d'établir  l'uniformîtc  de  température. 

Voici  maintenant  la  marche  qu'on  a  suivie  dans  chaque  expérience  : 
«n  échauffait  d'abord  la  cuve  jusqu'à  une  tem}>éraiure  peu  distante  d<? 
celle  qu'on  voulait  atteindre,  et  l'on  fermait  alors  toutes  les  ouver- 
tures du  fourneau.  La  chaleur  tendant  à  se  mettre  en  équilibre  dans- 
tout  l'appareil,  la  température  de  l'huile  s'élevait  encore,  de  quelques 
degrés,  ei  parvenait  bientôt  à  son  maximum  ,  où  elle-  devenait  quelque 
temps  siationnaii'e ,  et  par  conséquent  facile  à  mesurer  avec  pré- 
cision. Elle  était  alors  indiquée  par  le  thermomètre  horizontal,  qu'on 
n.v3lt  soin  d'enfoncer  assez  avant  dans  l'huile  pour  que  toute  la 
colonne  de  mercure  y  plongeât  :  au  même  instant,  on  fermait  au  cha- 
lumeau la  pointe  effilée  de  la  partie  extérieure  du  tube  à  air,  et  l'on 
notait  la  hauteur  baroméiiique.  Cela  fait  ,  on  retirait  le  tube  et  on 
Je  transportait  dans  une  chambre  séparée  dont  la  température  était  à- 
pxu-près  invariable;  on  le  plaçait  verticalement,  et  de  manière  que  sa 
|T>oiiHe  plongeât  dans  un  bain  de  mercure  parfaiiemeht  s«c.  Encassant 
crette  pointe,  le  mercure  remontait  jusqu'à  ce  que  l'équilibre  fût  établi 
avec  la  pression  extérieure  :  on  laissait  alors  le  tube  dans  celte  sltua- 
vlon  pendant  un  temps  suffisant  pour  qu'il  piît  exactement  la  tempé- 
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rature  de  la  chambre,  qu'indiquait  un  thermomètre  Irès-sensîble  suspendu 
à  peu  de  distance.  Lorsque  cet  (équilibre  de  lempcrature  s'était  produit; 
on  mesurait,  à  l'aitie  d'une  échelle  verticale  armée  d'un  vernîer,  ià 
hauteur  de  la  colonne  soulevée  dans  le  tube.  On  observait  en  même 
temps  la  hauteur  baromcirique  ,  et  la  différence  de  ces  hauteurs  faisait 
connaître  l'élastîciié  de  l'air  froid  :  on  retirait  alors  le  tube  en  prenant 
toutes  les  précautions  nécessaires  pour  y  retenir  le  mercure  dont  se 
composait  la  colonne  qui  avait  été  soulevée.  On  pesait  le  tube  et'Ie 
mercure  qu'il  contenait  ;  on  pesait  ensuite  ce  même  tube  successivement 
vide  et  entièrement  plein  de  mercure;  retranchant  du  résultat  de  cette 
dernicre  pesée  ceux  des  deux  premières  ,  on  avait  les  poids  de  deux 
volumes  de  mercure  égaux,  l'un  au  volume  de  l'air  chaud,  iautre  au 
volume  de  l'air  froid;  et  de  ces  poids  on  concluait  les  volumes  eux- 
mêmes,  qu'on  ramenait  ensuite  à  ce  qu'ils  auraient  été  sous  la  même 
pression,  puisqu'on  connaissait  l'élasticité  de  l'air  froid  qui  avait  été 
mesurée  comme  nous  l'avons  indiqué  ,  et  celle  de  l'air  chaud  ,  qui 
était  égale  à  la  pression  de  l'atmosphère  à  l'instant  où  l'on  avait  fermé 
le  luhe  (1). 

Afin  de  faire  mieux  apprécier  le  degré  de  confiance  que  méritent 

(i)  Toutes  les  expiTiences  faites  d'après  la  méihode  que  nous  venons  d'indiquer,  oni  été 
calculées  au   moyen  de  la  formule  suivante  : 

Appelant  P  le  poids  de  la  masse  de  laercure  dont,  le  volume  est  égal  à  cdut  de  l'air 
cliaud  ;  7"  la  température  de  cet  air,  comptée  sur  le  thermomètre  à  mercure;  M  son  élas- 
ticitéi  /",  7",  W  les  quantités  analogues  pour  l'air  froid.  Désignant  par  P^  ce  que  devient 
uji  volume  d'air,  égal  à  l'unité,  à  la  température  0°,  et  qui  se  dilate  sans  clranger  de  prej- 
sion  jusqu'à  la  lempéraiiire  T-  ;  et  représentant  enfin  par  d  la  dilatation  moyenne  du  verre 
mire  T  "  et   T",  on  a  : 

~  . ,,  .    fi-'hf 

on  coticlut  facileme^i; de  là  qu'un  thermonéire  à  air,  dont  les  iadicatioi»  seraient  cor- 
rigées de  la  dilatation  du  verre,  marquerait  pour  une  température  T  du  thermoméirc  à 
mercure  un  nombre  de  degrés  égal  à 


"les  résultais  auxquels  nous  avons  été  conduits  ,   il  ne  sera   pas  iiuitil*" 
'de  donner   quelques  décaJls   relatifs   aux  précautions  que   nous    avons 
prises  dans  chaque  expcrience. 

L'un  des  plus  grands  obstacles  que  l'on  rencontre  dans  ce  genre  de 
recherches,  provient  de  ia  difîiculié  d'établir  une  uniformité  parfaite 
'de  température  dans  une  grande  masse  liquide  de  deux  ou  trois  cents 
degrés  plus  chaude  que  l'air  ambiant.  Cette  condition  peut  être  rlgou- 
■eusement  satisfaite,  lorsque  la  température  à  laquelle  on  opère  est, 
Jpar  exemple,  celle  de  l'ébullition  du  liquide  qu'on  emploie;  car  alors 
;ette  température  est  nécessairement  fixe  :  mais  dans  tout  autre  cas  , 
3a  marche  plus  ou  moins  rapide  de  réchauffement  ou  du  refroidlsse- 
nent  des  divers  points  de  la  niasse,  s'oppose  à  ce  que  l'uniformité 
lécessaire  ait  lieu.  Cependant  nous  croyons  que  la  disposition  de  notre 
ippareil  remédie  en  grande  partie  à  ce  genre  d'inconvénient  ;  et  cela 
fient,  d'une  part,  à  ce  que  ia  cuve  de  cuivre  étant  enfoncée  dans  le 
fourneau  ,  compose  avec  lui  une  masse  assez  considérable  qui  se 
refroidit  lentement,  sur-lout  lorsqu'elle  est  près  de  son  maximum  de 
lempérature  ;  et,  en  second  lieu,  à  ce  que  le  liquide  étant  continuel- 
■3ement  agité,  ia  chaleur  doit  s'y  distribuer  plus  également.  Au  reste, 
3>our  lever  tous  les  doutes  que  l'on  aurait  pu  conserver  à  cet  égard» 
nous  avons  plongé  dans  cette  cuve  deux  thermomètres  situés  horizon- 
talement à  la  même  hauteur;  et,  en  opérant  d'ailleurs  comme  dans 
Jios  expériences  ordinaires,  nous  n'avons  jamais  observé  plus  de  deux 
'<m  trois  dixièmes  de  degré  d'écart  entre  les  deux  instrumens. 

Du  reste  ,  en  supposant  même  que  tous  les  points  de  la  couche 
iquide  qui  environne  le  tube  à  air  ,  ne  tussent  pas  exactement  à  la 
même  température,  Terreur  ne  serait  pas  aussi  grande  qu'on  pourrait  ie 
«roire  d'abord  ;  car,  par  suite  de  la  disposition  de  l'appareil  ;  la  boule 
■*«lu  thermomètre  répond  à-peu-près  au  milieu  de  la  longueur  du  tube  , 
t ,;  par  conséquent  ,  cet  instrument  doit,  dans  tous  les  cas,  in- 
liquer  une  température  peu  éloignée  de  la.  moyenne  de  celles  des 
«iifférentes  parties  du  tube.    C'est  mcme  cette  considération   qui   nous'  , 
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a  dctermiil^s  à  prendre  iiri  tube  cylindrique,  tie  préférence  à  toirt  autre 
V3se  Je  forme  différente.  Nous  rappellerons  de  plus,  à  ('occasion  de  ce 
que  nous  venons  de  dire,  fa  nécessité  où  l'on  est,  pour  connaître  les 
véritaUes  iaJicacions  du  thermomètre,  de  l'enfoncer  dans  le  liquide  de- 
manière  que  ia.  coionne  de  mercure  y  plonge  eniicreinent.  Cette  pré — 
caution  qui  parait  minutieuse  dans  les  basses  températures  ,  ne  doitzi. 
pas  êlr-e  omise  k>rsqu'il  s'agit  dç  températures,  élevées  ;  car  alors  fa^- 
çoIonHe  de  mercure  contenue  dans  la  tige,  éprouve  un  accroissemen 
de  longueur  très-sens  il)  le.  Ainsi  nous  avons  remarqué  qu'à  la  tempéra — ; 
(ure  de  300",  par  exemple,  il  y  avait  souvent  plus  de  12"  de  différend 
entre  les,  indications  d'un  mî-ine  tliermomèire,  selon  que  l'instrument— i 
tout  entier  ,  ou  la  boule  seulement  ,  plongeait  dans  le  liquide.  On. 
pourrait,  à  la  vérité,  d'après  la  connaissance  de  la  dilatation  du  mercure, 
estimer  l'erreur  que  l'on  commet  eu  ne  plongeant  le  liiermomèire  qu'en 
partie;  maja  l'impossibilité  de  juger,  exactement  la  température  de  la 
lige,  entraînant  dans  des  erreurs  d'autant  plus  graves  que  la  correction 
porte  sur  des  nombres  pl-us  grands,,  il  nous  a  toujours  pai'u  préférable 
de  placer  les  thermomètres  horizontalement. 

Quoique  les  expériences  exécutées  selon,  le  procédé  que  nous  venons 
de  décrire,  aient  toujours  ofît.'rtL un  accord  remarqual)Ie  dans  leurs  résultats, 
nous  avons  cherché  à  les  vérifier  d'une  autre  manière. 

Dans  ces  nouvelles  expériences,  on  s'est  servi  d'un  tube  à  air  d'une 
beaucoup  plus  grande  capacité  que  dans  l,es  premières,  et  placé  de 
la  m<îme  manière;  seulement  le  tube  très-étroit  qui  lui  était  soudé 
se  recourbait  à,  sa,  sortie  de  la  cuve,  et  se  prolongeait  verticalement 
dans  une  longueur  d'environ  cinq,  décimètres;  on  chauffait  en  prenant 
toutes  les  précautions  dont  nous  avons  parié;  et,  lorsqu'on  avait  atteint 
ia  température  stationnaire.  et  qu'on  avait  noté  la  hauteur  baromé- 
trique ,,oA  portait  squs  llextrétniié  inférieure  du. tube  vertical  une  cap- 
sule pleine  Je  mercure  bien  sec  ;  on  laissait,  refroidir  le  tube  jusqu'à 
ce  que  l'Iuilleeût  à-peu-près  repris  la  température  de  l'air  ;  pendant 
toute  ia  durfle  de  ce  refroidjsaemçnt ,  le  mercure  montait  dpus  le  tube 


vertirisf}»  et  ne  É^^rrrétiïft  <}bii  l&r6q^ié  i'afr  tntérkvnf  étah  compiétiiîmeiit 

^pofiii.  La  lopce  étestiqiid  «^e  6«t  al^  était  âtots  égaie  à  ia  prenlon  exté^ 

^ieure  de  latmosphère,  diminuée  de  la  hauteur  de  la  coicmne  souferée ; 

^eHé  de  Tair  chaud  était  égaie  à  là  hauteut*  barométrique  observée  à 

'instant  où  la  température  étttit  statîonftalw  j  tjn  pouvait  donc  éaiculert 

u  moyen  de  la  ioi  de  MàHmte,  quelle  agirait  été  ia  dikifi^ion  de  l'air 

'il  eût  toujours  conservé  la  même  élasticité. 

ï^o«r  rendre    ce   procédé   complétemeni;  exact,  il    a   fallu  d'abord 

enîr  compte  de  la  dépression  capillaire  que  le  mercure  épr-QUve.dans 

e  tube   très-étroit  où  il   s'élçve  ;   cette   dépression   avait   été   mesurée 

ayanc^T  et^  i'on^vait  eu  soin  de  faire  choix  d'un  tube  assez  Jbien  ca- 
I 

îbre  pouf  qu  elle  ne  variât  \m^  ^nsiblement. 
4n  second  lieu,  le   Volume  de  l'air   ne  i"estaîf  pas  éitàcîëmènt  le 
êiiie;~ia  portion  comprise  da4>«  ie  tube  vertical  rentrait  en  partie  dans 

t  m 

i^  ^and  tube  ,  à  mesura  que  la  Côlénne  de  kn&rètrre  s'élevait,  etl.ceite 
I^ortion  dair  ne  changeait  pas  seffsîblèment  dé  tefnpérature.  Nous  avons 
^J  il  calculer  l'inflfuence  de  ces  deux  causes,  et  faire  subir  à  nos  clbser- 
^""ations  la  correction  quij  y  était  relative.  Celte,  correction ,  qui  dépend 
^«rapport  de  la  capacité  du  grand  tube  à  celle  du  petit,  se  déduit 
^*aîHeurs  d'un  calcul  trbp  simple  y  pour  qufil  soit  nécessaire  dé  Tin^ 
cliquer  (i)*  ■ 

Non-seufeiiienf  les  fX]Térîénc?s  fâftés  d'après  c€ft6ïïVèà:iS  ptS^âéé  ont 
<^onfinné  tous  les  réôu-Ptats  que  le  premier  Wcrtis  àVâît  fc>u¥hîà  ,  Ateft-  elles 
*^  ous  ont  encore  appris  que  la  lot  de  Marrotte  se  vérifie  à  toutes  1er  tern- 
ie cratures,  en  sorte  q[tie  fe>  cîhâîigfttihen*  (^'élasfJtité^tWfa  ehaièéi' pro^- 

•      ■       ■       -      .iM 

(i)  Nous  nous  bornerons  encore  i  rapporter  la  feimuleqtif  a-aervr  à  léalculer  ces  nou- 
^^^lles  expériences.  .  *  ^ 

^^  latrrroia;  n    la  naureur  ae  la  colonne  soulevée  après 

^^^ni  corrigée  de  la  flépressioti  (^^iï[à(texA  la  h'iiut^uf  to^afe*  dlf  t*ube  Vertical  ;  r  le  rapport 
^«^trc  la  capacité  de  ce  tube  et  celle  du  grarnd*  tube  horizontal  ;  d  la  dilatation  moyenne 
*vi  verre  entre  T'*  a  T**  ;   V  désigne  encore  ce  que  devient  un  volume  d'air   égal  à 
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diiit  Jans  un  gaz  dont  le  volume  reste  constant",  sont  assujettis  aux 
miîines  lois  que  les  changemens  de  volume  de  ce  fluide  ,  quand  si 
pression  ne  varie  pas. 

Nous  allons  maintenant  rapporter  les  déterminations  moyennes  d(> 
duites  d'un  très-grand  nombre  d'expcriences  faîtes  par  chacune  des  deui 
méthodes.  Ces  déterminations  se  trouvent  rassemblées  dans  ie  tableau 
suivant,  qui  comprend  l'échelle  complète  du  mercure  depuis  sa  con- 
geliaiion  jusqu'à  son  ébullîtion  ,  c'est-à-dire  ,  un  intervalle  d'environ 
quatre  cents  degrés. 

Tableau    n.*    i. 


tempékatures 

VOLL'MES  COBHEiPONDANS 

d'une 

m^e  masse  d'air. 

■lEMPÉBATLBLS 

in(li>|Trc»  fi'  un  itifimonirtre  iiif 

Cl  cocrig^cl  it  \t  UilitJlioQ 

Aa   >crrr. 

0" 

I50" 

ÎOO" 

Ébuliiiion do  mercure  360° 

0,8650 
1  jOOÛO 

I.375Û 

.,9.89 

-  36-. 

100°. 
i48%70. 
i97-,os. 
245SOÎ. 

292*,70. 

3)0°  ,00. 

2,0976 

Les  nombres  contenus  dans  la  seconde  et  la  troisième  colonne, 


J'unîté  à  la  Kmpératu/e  o',  et  se  dilatant,  sans 
lure   T"  :  on  3. 

H\i*-D(T—T-)]   \  i-t- 0.00375.7- 
A— H 


de  pression  ,  jusqu'à  la  temjicn- 


y  =  - 


(H  -H)  [ 

(fp  en  conclut  aussi    <ju'à  la  température    T"  du  ihermonièt 
air,  corrigé  de  la  dilatation  du  verre,   indiquerait  un  non 
H_\  i-^D  (T—T-}\    I  266.67 -H  T'I 
A— H- 


H 

\  mercure  ,  le  (hermoincirt 
e  de  degrés  égal  à 


,„_^.,^. ..--)_ 


H 
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eomgés  de  7a  dilatation  du  verre,  que  nous  ferons  bientôt  con- 
naître (i). 

Il  existe  une  très-grande  discordance  entre  les  nombres  indiques  pai 
divers  physiciens,  pour  le  point  d'ébulliiion  du  mercure  sur  sa  propre 
ccheile.  Cela  vient  en  partie  du  soin  plus  ou  moins  grand  que  chaque 
observateur  a  mis  dans  la  construction  de  ses  instrumens  ,  et  sur-tout 
de  l'inexacii tilde  de  la  correction  qu'on  est  obligé  de  faire  pour  la  parue 
de  la  tige  qui  n'est  pas  plongije  dans  le  liquide.  Le  moyen  dont  nous 
avons  fait  usage  et  qui  nous  a  fourni  le  résultat  rapporté  dans  le  tableau 
précédent,  dispense  de  celte  correction.  Au  lieu  de  mesurer  immédia- 
tement l'augmentation  de  volume  d'une  masse  constante  de  matière ,  comme 
on  le  fait  dans  les  thermomètres  ordinaires  ,  nous  avons  déterminé  la 
perte  de  poids  qu'éprouve  une  masse  de  mercure  capable  de  remplir  un 
vase  de  verre  à  o",  lorsque  ce  vase  est  complètement  submergé  dans 
le  mercure  bouillant.  Connaissant  d'ailleurs  la  dilatation  apparente  du 
mercure  dans  le  verre  pour  les  loo  premiers  degrés  ,  on  peut,  par  un 
calcul  très-simple,  trouver  la  température  correspondante  sur  le  ther- 
momètre à  mercure  dont  la  tige  serait  à  la  même  température  que  la 
boule  {2).  Pour  empêcher  le  liquide  contenu  dans  le  vase  d'entrer  en 
ébullilion,  on  avait  eu  la  précaution  de  le  terminer  par  un  tube  vertical 
très-étroit,  de  6  ceniimèires  de  longueur.  La  colonne  liquide  qu'il  con- 
tenait ne  faisait  pas  la  dix-millième  partie  de  la  masse  totale;  mais  par 
la  pression  qu'elle  exerçait  dans  l'intérieur  du  vase  ,  elle  s'opposaît  com- 


(1]  La  crainte  de  donner  ik  ce  Mémoire  une  Irop  grande  étendue  ne'  noui  permet 
pas  d'entrer  dans  les  détails  relatifs  à  chaque  expérience  particulière.  Noue  nous  con- 
tenterons donc,  dans  l'exposilton  de  notre  travail,  de  faire  connaître  les  résultats  dé- 
finitifs, en  supprimant  les  déterminations  partielles  et  les  calculs  in lerniédî aires  qui  y  con- 
duisent. 

[iJ.Soit  P-\e  poids  du  mercure  qui  remplit  le  vase  à  0°  ;  p  le  poids  de  la  portion  de 
«  liquide  qui  son  du  vase  quand  on  le  porte  de  o"  à  f",  on  a  ^ 
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piélement  à  la  formation  des  vapeurs.  Il  est  presque  inutile  de  dire  i 
avait  pris  toutes  les  précautions  nécessaires  pour  expulser  compiétement 
ta  moindre  trace  d'air  ou  d'humidité, 

La  température  correspondante  du  thermomètre  à  air  a  été  calculée 
par  un  moyen  analogue  à  celui  que  nous  avons  constamment  employé 
dans  nos  expériences  sur  la  dilatation  des  gaz.  Le  nombre  rapporté  dans 
le  tableau  précédent ,  esi  la  moyenne  de  quatre  résultats  qui  ne  diffèrent 
pas  entre  eux  d'un  degré. 

D'après  la  belle  observation  de  M.  Gay-Lussac,  que  tous  les  fluides 
élastiques  se  dilatent  précisément  de  la  même  quantité  entre  o"  et  loo", 
il  était  bien  probable  que  la  même  uniformité  s'observerait  dans  les  tem- 
pératures élevées,  et  que  les  nombres  rapportés  précédemment  pour  fair 
conviendraient  à  tous  les  gaz;  cependant,  pour  ne  rien  laisser  d'incer- 
tain dans  une  matière  aussi  importante,  nous  avons  fait  une  expérience 
sur  le  gaz  hydrogène,  qui,  comme  l'on  sait,  diffère  le  plus  des  autres 
dans  quelques-unes  de  ses  propriétés  physiques.  Le  résultat  s'est  trouvé 
compris  entre  les  extrêmes  de  ceux  que  nous  avions  obtenus  pour  l'air  (i). 
On  peut  donc  établir  en  principe  que  tous  les  gaz  se  dilatent  absolu- 
ment de  la  même  manière  et  de  la  même  quantité  pour  des  changemens 
égaux  de  température. 

Les  déterminations  que  nous  venons  de  rapporter  suffiraient,  s'il  ne 
s'agissait  que  de  connaître  le  volume  d'un  gaz  à  une  température  quel- 
conque comptée  sur  le  thermomètre  à  mercure,  ou  réciproquement; 
mais  le  but  que  nous  nous  étions  proposé,  de  comparer  la  marche  des 
dilatations  du  mercure  et  de  l'air  ,  ne  se  trouve  pas  encore  complè- 
tement atteint.  En  effet,  tous  les  thermomètres  à  liquides  n'indiquent 
que  la  différence  d'expansion  du  fluide  et  du  vase  qui  le  contient  : 
or,  ces  diff'érences   ne    peuvent   être    proportionnelles  aux  exjjansions 


(i)  Le  volume  de  l'hydrogène  était  i  à  i^ro,  nous  l'avons  trouvé  égal  à  2,1003,  à  la 
température  de  300"  sur  le  thermomètre  à  mercure.  Les  valeurs  esirémes  du  \oIiMiie  oc- 
cupé par  Tair  dans  les  mêmes  circonstances  sont  2,09/)3  et  z,ioz'. 
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■âbsofites  àç  ce  liquide,  que  dans  le  seul  cas  où  les  accroissetnens  Je 

^volume  des  deux  corps  suivraient  identiquement  la  même  loi.  Si,  par 

exemple,   la   matière  de  l'enveloppe  se  dilatait  suivant  une  loi  moins 

rapide  que  le  fluide  qu'elle  renferme  ,  Il  est  évident  que  la  marche  du 

Ï thermomètre  paraîtrait  croissante  ,  lors  même  que  celle  du  liquide  serait 
uniforme.  Dans  le  cas  contraire,  il  s'établirait  une  compensation  par- 
tielle et  inégale,  qui  troublerait  encore  l'exactitude  des  comparaisons. 
Il  était  donc  indispensable  de  chercher  à  connaître  les  variations  que 
-subissent,  dans  les  températures  élevées,  les  dilatations  absolues  de 
l'un  des  deux  corps  qui  entrent  dans  la  construction  du  thermomètre  à 
&iercure. 

Lorsque  l'on  considère  toutes  les  difficultés  inhérentes  à  la  mesure 
e  l'expansion  des  solides ,  quand  on  ne  dépasse  même  pas  le  ternie 
[e  l'eau  bouillante,  on  est  effrayé  des  obstacles  bien  autrement  muiti- 
Jiés  qui  accompajfneraîent  indubitablement  cette  même  délerminaiion 
ans  les  hautes  températures.  Après  un  mûr  examen  de  toutes  les  res- 
urces  expérimentales  que  Ton  pouvait  espérer  de  trouver,  l'incertitude 
^'un  succès  tel  que  nous  le  désirions,  et  l'énorme  complication  des  appa- 
^îls  qu'il  aurait  fallu  employer,  nous  ont  déterminés  pour  la  mesure 
airecte  des  dilatations  absolues  du  mercure.  C'est  l'objet  du  chapitre 
suivant. 

Di  la  Dilatation  absolue  du  Mercure.  ■  '*0  >**' 

La  connaissance  Je  la  dilatation  absolue  du  mercure  est  devenue 
«'une  nécessité  indispensable,  depuis  que  l'on  a  senti  la  possibilité  de  me- 
surer exactement  les  hauteurs  par  le  moyen  du  baromètre.  Cette  donnée 
nest  pas  moins  utile  dans  un  grand  nombre  d'expériences  physiques: 
aussi  est-il  bien  peu  de  déterminations  de  ce  genre  qui  aient  donné  lieu 
a  tant  de  recherches  ;  mais ,  malgré  toutes  les  précautions  que  les  obser- 
vateurs ont  Jù  prendre  pour  apporter,  dans  cette  mesure,  l'exactitude 
dont  ils  sentaient  toute  l'importance,  on  trouve  peu  d'exemples  d'une 
l         plus  grande  discordance  dans  les  résultats  :  en  voici    quelques-uns. 

L :_ 
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Dilatations  absolues  du  Mercure. 
De  o"  à   loo". 


Deluc, 

Le  gcnéraî  Roy  ,  .  .  . 
Laiande  et  Deiisie  , 
Dom.  Casbois,   .  .  .  . 


Dalton -ç-^ 

Lord  Charles  Cavendish  ,   — y- 

Shuckburgh  , ~^ 

Laplace  et  Lavoisier , .  (i)-yV 
Haellsiroëm  , -rV 


La  plupart  de  ces  déterminations  ont  ctc  calculées,  en  ajoutant  à 
la  dilatation  apparente  du  mercure  dans  le  verre,  la  dilatation  propre 
de  ce  dernier;  et  comme  on  a  été  pendant  long-temps  dans  une  grande 
incertitude  sur  cette  dilatation  ,  les  résultats  précédens  devaient  néces- 
sairement s'en  ressentir. 

Deluc  ,  Casbois  et  le  général  Roy,  ont  essayé  de  mesurer  directement 
la  dilatation  réelle  du  mercure  par  l'alongement  de  la  colonne  baromé- 
trique, produit  par  une  variation  connue  de  température.  Les  résultats 
obtenus  par  ce  procédé  sont  beaucoup  plus  inexacts  encore.  Il  serait  facile 
d'en  assigner  les  raisons,  en  discutant  les  méthodes  employées  par  cha- 
cun des  physiciens  que  nous  venons  de  citer;  mais  pour  cela  il  faudrait 
entrer  dans  des  détails  qui  pourraient  devenir  fastidieux  :  d'ailleurs, 
les  travaux  que  nous   venons   de    rappeler   ne  sont  relatifs    qu'à   des 


(i)  Cène  détermination  dont  on  fait  usage  en  France  depuis  plusieurs  années  ,  est  génè- 
lalement  attribuée  à  MM.  Lavoisier  et  Laplace.  Nous  nous  çtroni  bien  aperçus  qu'elle 
ne  s'accorde  point  avec  le  nombre  que  Lavoisier  rapporte  dans  ses  Mémoires,  tom,  l, 
png.  jio ,  pour  la  dilatation  apparente  du  mercure  dans  le  verre;  mais  nous  avions  pCtiK 
qu'elle  résultait  d'un  travail  postérieur  et  inédit.  Depuis  la  rédaction  de  notre  Mémoire, 
nous  avons  appris  que  ces  illustres  savans  n'uni  point  entrepris  de  nouvelles  eipériencet 
sur  cet  objet,  mais  qu'il  s'est  glissé  une  erreur  dans  le  calcul  des  obser\'aiions  ;  de  sotte 
que  le  véritable  coëSicieni  déduit  de  leurs  mesures  est  ^-^■--  ^  ■,  an  lieu  de  —  ■' — ; 
il  s'éloigne  alors  trés-pcu  de  celui  que  nous  rapportons  à  la  fin  de  ce  chapitre.  Ceiaccoiif 
eit  une  nouvelle  garantie  de  l'exactitude  de  nos  observations. 
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■températures  aiî-Jessous  de  100";  et  c'est  précisément  au -delà  de 
ce  terme  que  nous  avions  besoin  de  connaître  la  dilatation  réelle  du 
mercure.  Il  devenait  donc  nécessaire  d'avoir  recours  à  de  nouveaux 
procédés  :  celui  que  nous  allons  faire  connaître  nous  paraît  susceptible 
■<Ie  toute  la  précision  désirable. 

il  est  fondé  sur  ce  principe  incontestable  d'hydrostatique,  que  lors- 
«jue  deux  masses  liquides  communiquent  entre  elles  par  un  tube 
■iatéral  ,  les  hauteurs  verticales  de  leurs  surfaces  sont  précisément  en 
ïaison  inverse  de  leurs  densités.  Si  donc  on  pouvait  parvenir  à  me- 
surer exactement  les  hauteurs  de  deux  colonnes  de  mercure  contenues 
<Jans  les  branches  d'un  siphon  de  verre  renversé,  en  en  supposant  l'une 
entourée  de  glace  tondante  ,  par  exemple,  tandis  que  l'autre  serait  portée 
à  une  température  quelconque  bien  connue  ,  on  en  déduirait  facile- 
ment les  dilatations  cherchées. 

En  effet,  si  A  et  A'  désignent  les  hauteurs  verticales  de  ces  àeux 
colonnes  produisant  des  pressions  égales  aux  températures  f  et  t' ,  on 
<3evra  avoir,  en  appelant  ti  et  d'  les  densités  correspondantes  , 

kii  =  H  d'  : 
«Dr,  à  et  A'  sont  en  raison  inverse  des  volumes  v  et  v   qu'occuperait  une 
>nôme  'masse  du   liquide,  en   la  portant  successivement  aux  lempéra- 
lures  t  et  i'  ;  on  a  donc 
'  "  ,  h' 

<foù  l'on  tire  enfin  ,  pour  le'  coefficient  moyen  de  la  dilatation  entre 
x'  et  /'*  : 

h'  —  h 


h  (t-  -  r;  • 

Tout  se  réduit  donc   à  (a  mesure  exacte   des  températures  et  des 

hauteurs  des  colonnes  ;  et  il  est  presque  inutile  de  dire  qu'on  obtient 

ainsi  la  dilatation  absolue  du  liquide,  pubque  la  forme  des  vases  n'in- 

Bl     fluant  en   rien  sur  la  pression  des  liquides  qui  y  sont  contenus,  leurs 

■      dilatations  ne  peuvent  pas  l'affecter  davantage. 

^ . : 
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Uoyle  est  !e  premier  qui  ail  indiqué  l'usage  qu'on  pourrait  faire  de 
ce  principe  pour  comparer  entre  elles  les  densités  des  liquides.  Plu- 
sieurs physiciens  ont  pensé  depuis  à  l'appliquer  à  la  mesure  des  dila- 
tations ,  et  il  est  probable  que  cette  méthode  1res  -  rigoureuse  serait 
d'un  emploi  facile  dans  les  basses  températures  ;  mais  quand  on  veut 
la  mettre  en  pratique  pour  les  températures  de  300°  et  au-delà,  elle 
ne  laisse  pas  d'cire  très-laborîeitse. 

Afin  de  rendre  plus  claire  l'explication  de  l'appareil  que  nous  avons 
employé,  nous  en  avons  dessiné  une  perspective  ( platic.  1.'" ,  fg.  i), 
dans  laquelle  on  ne  voit  que  les  pièces  essentielles  ,  le  reste  pouvant 
être  facilement  suppléé. 

Le  tube  recourbé  qui  contient  le  mercure  se  compose  de  deux  bran- 
ches verticales  AB  et  A' B' ,  communiquant  ensemble  par  un  tube  hori- 
zontal B B'  exactement  dressé,  et  conservant,  dans  toute  son  étendue, 
!a  même  épaisseur  de  verre  et  le  même  diamètre  intérieur.  On  avait  eu 
soin  de  constater  par  un  essai  préliminaire,  que  la  pression  se  trans- 
mettait sans  aucun  obstacle  d'une  des  colonnes  à  l'autre  par  le  tube 
horizontal,  et  que  le  frottement  du  mercure  contre  ses  parois  n'empê- 
chait pas  le  niveau  de  se  rétablir  lorsque  l'équilibre  avait  été  troublé. 

Chacune  des  deux  branches  verticales  est  formée,  ainsi  qu'on  le  voit 
sur  la  figure  .  par  l'assemblage  de  deux  tubes  de  calibres  trcs-différens 
soudes  l'un  à  raiitre.  En  donnant  au  tube  inférieur  un  petit  diamètre, 
on  diminue  beaucoup  la  masse  totale  du  mercure;  et  en  fe  terminant 
par  un  tube  plus  \a.:gt ,  on  se  garantit  de  l'erreur  que  pourrait  occa- 
sionner l'inégalité  de  l'effei  capillaire  due  à  la  diffl'rejice  de  température 
des  deux  colonnes. 

Le  tube  horizontal  repose,  dans  toute  sa  longueur,  sur  une  forte 
barre  de  (er  MN,  en  forme  de  T.  qui  est  elle-même  appuyée  solidement 
par  ses  trois  pieds  sur  une  table  de  bois  très-épaisse.  La  face  supérieure 
de  la  barre  a  été  dressée  avec  soin ,  et  porte  deux  niveaux  à  angle  droit 
qu'on  règle  à  l'aide  des  vis  situées  aux  quatre  angles  de  la  table. 

Près  de  chacun  des  tubes  verticaux  s'élève  un  montani  de  fer  portant 
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ain  anneau  à  clavette  qui  enveloppe  le  tube  ,  et  le  retient  ainsi  ilans 
"mine  position  fixe.  (Afin  de  ne  pas  surcharger  la  figure  ,  on  s'est  con- 
tenté d'indiqué. 


le  montant  siiué  à  côté  du  tube  AB.  II   est  terminé, 
:omme  on  le  voit,  par  une  petite  pièce  arquée  de  fer  dont  la  pointe  R 
^sl  destinée  à  servir  de  repère). 

Le  tube  recourbé  étant  assujetti  dans  toutes  ses  parties  ,  il  restait 
^k.  disposer  l'appareil  de  manicre  à  cominiiniquer  à  chacune  des  deux 
^rolonnes  la  température  convenable.  Rien  n'était  plus  simple  pour  la 
«zrolonne  AB .  qu'on  voulait  entretenir  à  icro.  On  y  est  parvenu  en  l'en- 
tourant d'un  large  cylindre  de  fer-blanc  mastiqué  dans  le  bas  autour 
cJ<  la  barre  de  fer,  et  qu'on  remplissait  de  glace  pilce  jusqu'à  la  hauteur 
cJ  u  mercure  dans  le  tube.  On  avait  seulement  ménagé  dans  ce  cylindre 
«j  Jie  petite  fenêtre/^,  qu'on  ouvrait  pour  dégager  un  peu  de  glace, 
a.  fin  d'apercevoir  le  sommet  de  la  colonne  de  mercure  au  monient  de 
l'observation.  Des  thermomètres  très-exacts  plongés,  à  différentes  époques 
tJ^ans  cette  colonne,  nous  ont  prouvé  qu'elle  était  toujours  rigoureuse- 
ment à  léro. 

La  partie  de  l'appareil  qui  devait  contenir  le  bain  destiné  à  échauffer 
la  colonne  A' B'  présentait,  au  contraire,  de  grandes  difficultés  d'exé- 
cution. Une  boîte  dont  le  fond  aurait  fait  corpsavec  les  parois  ne  pouvait 
pas  être  employée,  puisqu'il  n'y  aurait  pas  eu  de  moyen  d'y  introduire 
la  colonne  A' B'.  Il  fallait  de  plus  que  ia  barre  MN  pût  traverser  cette 
boîte,  et  qu'on  pût  remplir  avec  un  lut  imperméable  les  petits  inter- 
valles que  ia  barre  bisserait  entre  elle  et  les  parois  échancrées.  Pour 
satisfaire  à  toutes  ces  conditions,  nous  avons  fait  construire  un  cylindre 
de  cuivre  rouge,  dont  le  fond  peut  s'enlever  à  volonté  :  il  est  terminé, 
dans  le  haut  ,  par  un  rebord  sur  lequel  s'applique  le  couvercle;  il  porte 
en  outre  vers  sa  base  deux  appendices  opposés  RR' ,  SS' ,  ayant  tous 
deux  la  forme  de  demi-cylindres  horizontaux,  dans  l'intérieur  desquels 
passe  la  barre  AIN.  On  prendra  une  idée  exacte  de  la  forme  de  l'auge 
Jans  la  figure  i  ,  qui  en  représente  la  section  faite  par  un  plan  ver- 
tical parallèle  à  fa   direction   des  appendices.   La  forme    du   fond    est 
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indiquée  à  part  dans  la  figure  j  ;  it  se  réunit  au  corps  de  la  boité,  ) 
l'aide  d'un  grand  nombre  de  vis  d'acier  serrées  avec  la  plus  grande  force, 
Une  semblable  pression  ne  suffisant  pas  encore  pour  einpccher  i'écou- 
lement  du  liquide ,  on  a  interposé  entre  les  surfaces  contiguës  des  lames 
minces  de  carton. 

L'avantage  des  appendices  est  de  permettre  de  Uiter  à  ime  asseï 
grande  distance  dit  feu.  Malgré  cette  précaution ,  le  lut  s'échauffe  encore, 
et  finirait  par  se  détacher  si  l'on  ne  prenait  pas  le  soin  de  le  refroidir 
par  un  courant  d'eau. 

La  boîte  ainsi  construite  a  été  établie  solidement  dans  un  fourneau 
en  la  maintenant  de  toutes  parts  avec  des  traverses  de  fer.  C'est  ce  four- 
neau qui,  dans  la  perspective,  est  censé  coupé  par  le  milieu,  afin  qu'on 
puisse  voir  les  pièces  situées  dans  son  intérieur. 

Nous  terminerons  cette  description  préliminaire  en  disant  que  le  cy- 
lindre de  cuivre  est  rempli  d'une  huile  fixe  qu'on  échauffe  peu  à  peu 
jusqu'à  ia  température  à  laquelle  on  veut  faire  l'observation.  On  ferme 
ensuite  toutes  les  issues  du  fourneau.  La  chaleur  se  répand  alors  uni- 
fi^rmément  dans  toute  la  masse,  et  la  température  demeure  stationnaire 
pendant  un  temps  suffisant  pour  prendre  toutes  les  mesures  dont  on  a 
besoin  ;  mais  pour  que  rien  n'altère  l'exactitude  de  ces  déterminations, 
il  est  nécessaire  que  la  boîte  de  cuivre  soit  toujours  entièrement  pleine 
d'huile,  et  que  la  colonne  chaude  de  mercure  se  termine  à  une  hau- 
teur très-petite  au-dessus  du  couvercle.  On  remplissait  aisément  celte 
seconde  condition  en  ajoutant  ou  en  retirant,  à  l'aide  d'une  pipette,  une 
quantité  convenable  de  mercure,  quelques  instans  avant  l'observation. 
Quant  à  la  première,  elle  se  trouve  satisfaite  en  remplissant  l'auge i 
froid,  et  en  ménageant  ,  dans  le  haut  du  vase,  un  tuyau  LQ,  dont 
l'orifice  Q  est  de  niveau  avec  la  face  inférieure  du  couvercle,  et  par 
lequel  l'huile  peut  s'écouler  en  se  dilatant. 

Passons  maintenant  à  la  mesure  des  températures  et  des  hauteurs  des 
colonnes. 

Le  bain  d'huile  contient  deux  thermomètres  ,  l'im  à  mercure,  ana- 
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logue  à  celui  que  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  décrire ,  et  dans  lequel 
la  température  se  calcule  en  comparant  le  poids  du  mercure  sorti  de 
l'instrument,  à  celui  qui  le  remplit  à  léro.  Telle  est  ia  sensibilité  de  celui 
dont  nous  nous  sommes  servis ,  qu'un  échaufFement  d'un  degré  faisait 
sortir  environ  un  décigramme  de  mercure.  Son  réservoir  DE ,  par-tout 
de  même  diamètre,  et  s  enfonçant  dans  le  bain  à  la  même  profondeur 
que  la  colonne  A B\  indiquait  exactement  la  température  moyenne  de 
cette  colonne. 

Le  second  est  un  thermomètre  àair  dont  le  réservoir  cylindrique  Z)'^', 
placé  comme  celui  du  précédent,  est  terminé  par  un  tube  très-fin  E' C H ^ 
recourbé  horizontalement  en  dehors  du  fourneau.  Ce  tube  se  réunit  en/:/' 
àun  tube  vertical  ht K'  un  peu  plus  large  et  bien  calibré,  qui  plonge  dans 
un  bain  de  mercure  AT'.  Pour  régler  ce  thermomètre,  on  a  d'abord  chauffé 
le  bain  presque  à  l'ébullition  de  Thuile,  en  laissant  ouverte  l'extrémité  K' 
du  tube.  lorsque  tout  l'air  excédant  a  été  chassé  par  la  dilatation,  on  a 
plongé^l'orifice  K'  dans  une  cuvette  pleine  de  mercure  sec.  Par  le  refroi- 
dissement de  f  huile,  le  mercure  est  peu  à  peu  remonté  dans  le  tube.  Cest 
en  mesurant  au  maximum  de  température  la  hauteur  de  cette  colonne  et 
celle  du  baromètre ,  que  Ton  connaissait  l'augmentation  d'élasticité  de 
l'air,  d'où,  par  un  calcul  très-simple,  on  déduisait  la  température  du 
thermomètre  à  air.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  le  tube  avait 
été  desséché  avec  soin ,  et  que ,  dans  chaque  mesure,  on  faisait  la  correc- 
tion relative  à  la  dépression  capillaire. 

Les  indications  de  ce  thermomètre  n'ajoutent  rien  à  la  précision  de 
celles  qui  sont  fournies  par  le  thermomètre  à  mercure;  mais  nous  n'avons 
pas  laissé  échapper  cette  occasion  de  comparer  encore  la  marche  de  ces 
deux  instrumens.  Les  résultats  déduits  de  cette  comparaison  sont  entrés 
dans  la  détermination  des  moyennes  inscrites  dans  le  tableau  n.""  i. 

Il  nous  reste  maintenant  à  faire  connaître  l'espèce  de  micromètre  dont 

nous  nous   sommes  servis  pour  mesurer  la  hauteur  des  colonnes.  Cet 

instrument  (jig.  -f  ^^  se  compose  d'une  règle  épaisse  de  cuivre  AB,le 

long  de  laquelle  glisse  à  frottementdoux  une  pièce  de  même  métal  MNPRS, 
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ponant,  A  ses  Jeux  extrcmitcs  R  et  S,  deux  collets  dans  lesquels  tourne 
une  lunette  micromtîtrique  00',  munie,  à  son  foyer,  d'un  fil  horizonial. 
A  la  iunelte  est  suspendu  un  niveau  très-sensible  à  huile  tl'air,  dont  le 
tube  gradué  sert  à  régler  l'axe  optique.  Cette  pièce  de  cuivre  MN PRS, 
est  susceptible  de  deux  mouvemens ,  l'un  rapide  en  desserrant  la  vis  la- 
térale C:  l'autre  très-doux,  produit  par  la  vis  de  rappel  D.  Tout  l'ins- 
trument tourne  enfin  autour  d'un  ave  vertical  qui  repose  sur  un  plan 
triangulaire  Je  cuivre  épais,  muni  d'une  vis  à  chacun  de  ses  sommets. 

La  construction  Je  cet  instrument  permet,  comme  on  ie  voit,  de 
mesurer  la  différence  de  hauteur  Je  deux  points  qui  ne  sont  pas  situés 
dans  la  même  verticale.  11  faut,  pour  cela,  après  avoir  dirigé  la  lunette 
sur  l'un  des  points,  faire  tourner  l'axe  pour  la  ramener  dans  l'azimuih 
de  l'autre  point.  On  ia  JescenJ  alors,  ou  on  la  monte  d'une  quaniiié 
convenable  qui  se  mesure  sur  une  échelle  tracée  sur  la  face  opposée  de 
la  règle  A  8 ,  à.  l'aiJe  d'un  vernier  mu  par  la  pièce  A-îN PRS.  L'emploi 
J'une  vis  microméirique  aiu'ait  peul-ftre  été  préférable ,  sans  la  prompti- 
tude d'exécution  qu'exigeaient  nos  expériences.  Du  reste,  le  vernier  nous 
permettait  d'apprécier  les  cinquantièmes  de  nilliimèire,  et  cette  préci- 
sion a  paru  suffisante. 

Pour  donner  à  cet  instrument  toute  l'exactitude  désirable  ,  il  fallait 
que  les  plus  petites  différences  de  niveau  fussent  appréciables,  et  que, 
dans  le  passage  d'ime  observation  à  l'autre  ,  la  lunette  conservât  son 
horizontalité  ,  ou  du  moins  qu'on  pût  tenir  compte  de  ses  dérange- 
mens.  On  a  satisfait  à  la  première  condition  en  donnant  un  grossissement 
suffisant  à  la  lunette  ;  quant  à  la  seconde  ,  le  soin  particulier  avec 
lequel  !e  micromètre  a  été  fait,  et  la  solidité  Je  l'appui  sur  lequel  il 
reposait  et  qui  était  indépendant  du  reste  de  l'appareil,  auraient  pu  Ib 
faire  regarder  comme  remplie  :  néanmoins,  on  avait  mesuré  d'avante, 
pour  la  distance  à  laquelle  pointe  la  lunette  ,  à  quelle  différence  de 
hauteur  répondait  un  changement  d'inclinaison  égal  k  une  partie  du 
niveau.  Cette  donnée  suffisait  pour  corriger  les  observations  dans  les- 
quelles le  niveau  se  dérangeait. 
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Les  procédés  dont  on  se  sert  pour  régler  de  semblables  instrumens , 
sont  trop  connus  pour  qu'il  soit  nécessaire  3e  les  rappeler.  On  sait  que, 
par  des  retournemens  convenables  de  la  lunette,  tant  sur  elle-même  que 
sur  ses  collets,  et  par  des  observations  dans  les  difTérens  azîmuths  o& 
on  peut  la  placer  en  tournant  Taxe  de  l'instrument,  on  parvient  à 
rendre  cet  axe  vertical,  et  Taxe  optique  de  la  lunette  horizontal. 

Revenons  maintenant   à  l'appareil   de  la  dilatation  :  le  micromètre 

ctait  placé  sur  un  plan  de  marbre  T,  porté  par  un  massif  de  maçonnerie. 

l'axe  de  l'instrument  se  trouvait  à  égale  distance  des  centres  des  tubes 

AB  et  Aff ,  et  du  repère  /?;  on  pouvait  donc  mesurer  immédiatement 

les  excès  de  hauteur  de  ce  point  au-dessus  des  sommets  des  colonnes 

de  mercure,  c'est-à-dire,  les  hauteurs  r  —  h  et  r  —  h\  en  appelant  r  la 

hauteur  absolue  du  repère.  Afin  de  nous  assurer  que  la  réfraction  au 

travers  des  tubes  ne  produisait  aucune  déviation  dans  le  sens  vertical , 

nous  avons  placé,  au  centre  de  chacun  d'eux,  des  mires  sur  lesquelles 

nous  avons  dirigé  la  lunette  de  notre  micromètre ,  et  nous  avons  reconnu 

^ue  ia  coïncidence  du  fil  n'était  nullement  troublée,  soit  qu'on  enlevât 

i^  tube,  soit  qu'on  le  retournât. 

Il  ne  restait  plus  alors  qu'à  connaître  r.  Or  ,  cette  hauteur  restait 
^^nstante  dans  toutes  les  expériences,  puisque  la  tige  qui  porte  le  repère 
^tait  loujUrs  entourée  de  glace.  On  sest  servi,  pour  la  mesurer,  d'une 
^^gle  verticale  graduée,  dont  le  léro  était  placé  sur  la  barre  de  fer  MN. 
^^tte  règle,  construite  pour  un  autre  usage,  avec  un  très-grand  soin, 
^  donné  les  hauteurs  dont  il  s'agît,  à  un  dixième  de  millimètre  près  : 
aisies  hauteurs  mesurées  au-dessus  de  la  haneAfN,  sont  trop  grandes; 
h,  h'  ei  r  doivent  èirt  comptées  à  partir  de  l'axe  du  tube  horizontal; 
il  faut  donc  retrancher  de  la  hauteur  indiquée  par  la  règle  ^  la  moitié  de 
>  épaisseur  totale  du  tube.   ^-'^Brr'-'^ 

Pour  faire  juger  du  degré  d'exactitude  que  comportent  ces  diverses 
opérations,  rapportons  une  des  mesures  prises  à  loo*.  La  hauteur  du  re- 
père au-dessu^s  de  l'axe  du  tube  horizontal  était  de  o"*, 5 82  50  ;  les  hau- 
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teurs  r — h,  r — //,  étaient  respectivement  de  o'",o3855,  étde  o"',oilJ7^; 
ainsi  ^1^:0.543^5    ^t  ^''  —  !t=^oJ"oo^%Q  ;  et  par  suite  ie  coefficient    | 
moyen  de  la  dilatation  absolue  dti    mercure  entre  o"  et    100=  ,  ,';„. 
On  voit  par-là  qu'une  erreur  de  deux  ou  trois  dixièmes  de  millimètre    | 
sur  la  mesure  de  r  ne  produirait  qu'une   incertitude  de  deux  ou  trois 
unîtes  sur  ie  dénominateur  de  la  fraction  précédente.  Ainsi,  par  un  effet 
particulier  Je  ia  disposition  de  notre  appareil  ,  celle  des  mesures  qui    1 
comporte  le  moins  de  précision  ne  pouvait  jamais  occasionner  que  des 
erreurs  tout-à-fait  négligeables  ;  la  barre  de  fer  se  serait  même  un  peu 
dérangée  par  l'action  du  feu  (quoiqu'on  eût  soin  de  la  rendre  toujours 
horizontale  par  ses  niveaux), 'que  cet  effet  n'aurait  eu  encore  que  très- 
peu  d'influence  sur  le  résultat  final. 

C'est  par-ià  que  notre  appareil  l'emporte  de  beaucoup  en  exactitude 
et  en  simplicité  sur  les  appareils  de  dilatation  des  solides.  En  effet, 
dans  ceux-ci,  le  moindre  dérangement  du  point  fixe,  dans  la  durfe 
très-longue  d'une  expérience,  n'affecte  pas  seulement  la  longueur  totale 
de  la  règle  ;  ia  dilatation  elle-même  s'en  trouve  augmentée  ou  diminuée, 
i  entraîne  dans  les  erreurs  les  plus  graves.  On  voit,  au  contraire, 
que  lors  même  que,  dans  nos  expériences,  les  hauteurs  /;  et  h'  se  trou- 
veraient affectées  par  l'effet  dont  nous  parlons,  la  différence  h — ^' qui 
mesure  la  dilatation  ne  le  serait  pas  ;  car  il  serait  trop  invrdnemblable 
de  supposer  que  l'instrument  se  dérange  pendant  le  temps  très-court 
qui  s'écoule  entre  les  observations  successives  de  la  colonne  chaude  et  de 
la  colonne  froide. 

Nous  avons  rassemblé ,  dans  le  tableau  suivant,  les  résultats  moyens 
d'un  grand  nombre  d'observations  faites  à  l'aide  du  procédé  que  nous 
venons  de  décrire.  La  première  colonne  contient  les  températures  telles 
qu'on  les  déduit  de  la  dilatation  de  l'air;  la  seconde  renferme  les  dila- 
tations moyennes  absolues  du  mercure  entre  la  glace  fondante  et  cha- 
cune des  températures  indiquées  dans  la  première  colonne;  enfin,  la 
troisième   comprend   les  températures  qu'on   obtiendrait   en  supposant 
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uniforme  la  dilatation  du  mercure ,  ou ,  en  d  autres  termes ,  celles  qu'in- 
diquerait un  thermomètre  construit  avec  ce  liquide,  en  le  renfermant 
dans  un  vase  dont  l'expansion  suivrait  la  même  loi  que  la  sienne. 

Tableau   n.**   2. 


H               TEMPERATURES 
Il     déduites  de  la  dilatation 
de  i*air. 

DILATATIONS    MOYENNES 

absolues 

du  mercure. 

TFMPÉRATURES  INDIQUEES 

par  la  dilatation  du  mercure 

supposée  uniforme. 

100  ; 
200; 
300; 

0; 

0»; 
100; 

204.61  ; 
314.IÎ. 

Uoô  > 

De  la  Dilatation  des  Solides. 

Si  Ton  rapproche  les  résultats  du  tableau  précédent  de  ceux  que 
nous  avons  donnés  dans  le  tableau  n.**  i  ,  on  apercevra  facilement  que 
les  doutes  que  nous  avions  élevés  sur  la  marche  du  thermomètre  à  mer- 
cure n'étaient  pas  sans  fondement,  et  que  les  lois  de  dilatation  de 
lenveïoppe  de  cet  instrument  et  du  liquide  qui  y  est  renfermé  sont 
très -notablement  différentes,  quand  on  considère  un  grand  intervalle 
de  température.  Lorsque  le  thermomètre  à  air  marque  300®  sur  son 
échelle,  le  mercure  pris  isolément  indiquerait  31 4"*,  15  sur  la  sienne, 
tandis  que  le  thermomètre  ordinaire  en  accuse  seulement  307,64. 

Les  déterminations  précédentes  offrent  d  autant  plus  d'intérêt,  quelles 
peuvent  conduire  à  une  connaissance  très-exacte  de  la  dilatation  abso- 
lue de  plusieurs  corps  solides.  Il  suffira,  en  effet,  pour  y  parvenir,  de 
mesurer  la  différence  d'expansion  du  mercure  et  de  chacun  de  ces 
corps, 

Cest  d'abord  ce  qu'on  peut  pratiquer  très-aisément  sur  le  verre  :  car 
la  différence  dont  il  s'agit  n  est  autre  chose  que  la  dilatation  apparente 
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du  mercure  dans  un  vase  fait  avec  cette  substance.  Q.uoique  cette  di- 
latation ait  déjà  été  l'objet  d'un  assez  grand  nombre  de  déterminations, 
nous  avons  cru  nécessaire  de  la  prendre  nous-mêmes  ,  en  y  apportant 
tous  les  soins  qu'exigent  les  expériences  de  ce  genre.  Nous  nous  sommes 
servis  pour  cela  d'un  tube  d'environ  6  décimètres  de  longueur,  et 
pouvant  contenir  à-peu-près  700  grammes  de  mercure.  Ce  tul>e  était 
fermé  à  l'une  de  ses  extrémités,  et  se  terminait  à  l'autre  par  un  tube 
capillaire  dont  la  capacité  n'était  qu'une  fraction  entièrement  négligeable 
de  celle  du   tube  principal. 

Tout  l'appareil  étant  rempli  de  mercure  et  rigoureusement  purgé 
d'air  et  d'humidité  par  des  ébullïtions  réitérées,  nous  avons  déterminé  le 
poids  du  mercure  qui  en  sortait,  en  le  ponant  de  la  température  de 
la  glace  fondante  à  celle  de  l'eau  bouillante.  On  apprétiera  toute  l'exac- 
titude de  ce  procédé,  si  l'on  remarque  que  la  portion  de  la  masse  qui 
ne  participe  pas  à  réchauffeinent  est  insensible,  et  que  la  position 
horizontale  du  tube  permet  de  faire,  à  la  température  de  l'ébullition 
de  l'eau,  la  correction  dépendant  de  la  pression  barométrique. 

Cette  expérience,  répétée  cinq  fois  sur  des  masses  différentes,  nous 
a  donné,  pour  la  dilatation  chercliée,  des  valÉ:uis  presque  identiques 
dont  Id  moyei.ne  est  rapportée  ci-dessous.  Nous  n'avons  trouvé  au- 
cune dilfcrence  sensible  entre  les  effets  observés  dans  les  tubes  de  verre 
ordinaire  tirés  de  diverses  fabriques,  quels  que  fussent  d'ailleurs  leur 
calibre  intérieur  et  l'épaisseur  de  leurs  parois. 

Les  valeurs  de  la  dilatation  apparente  à  200"  et  à  300"  ,  inscrites    ^ 
dans  le  mcnie  tableau,  ont  clé  déduites  de  la  comparaison  précédem- 
ment faite  des  échelles  du  thermomètre  à  mercure  et  du  thermomè] 
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Tableau   n.*'    3. 


r 


TEMPiRATUHES 

déduites 

de  la  dilatation  de   i'air. 


.100*»; 
200; 

300; 


DILATATIONS     MOfENNES 

apparentes 

du  mercure  dai;,  le  verre. 


DILATA  r lOMS 

absolues    du    verre , 
en  volume. 


1 

38700 

1 

3^300 
I 

Jayo 

TEMPéRATV  R£S 

déduites 

de  la  dilatation  da  rcrre  , 

supposée  unîAsrme. 

'  100»; 
213.2; 
352.9. 


Les  deux  premières  colonnes  de   ce  tableau   n'ont  besoin  d'aucune 
•>iplîcatîon.  On  y  remarque  unQ  dilatation  apparente  du  mercure  dans 
le  verre,  entre  o^  et  ioo°,  un  peu  moindre  que  celle  de  MM.  Lavoi- 
sier  et  Laplace,  qui  l'ont  trouvée  de    ^~ ^-.  Nous  nous  attendions  à 
une  différence  dans  le  sens  où  elle  a  lieu  ;   car,  dans  l'ouvrage  même 
où  cette  dernière  détermination  est  rapportée ,  les  auteurs  ont  eu  soin 
de  prévenir  qu'ils  la  croyaient  trop  forte,  parce  qu'ils  n'avaient  pas  fait 
bouillir  le  mercure  dans  le  vase  dont  ils  s'étaient  servis.  La  dilatation 
absolue  du  mercure  qu'ils  en  avaient  déduite  devait  donc  être  trop  forte 
aussi,  et  c'est  ce  que  confirme  le  résultat  inscrit  dans  le  tableau  n.**  2.  La 
3.' colonne  comprend  les  dilatations  du  verre  obtenues  par  le  moyen 
indiqué  plus  haut.  Cette  dilatation  est  croissante;  mais  on  lui  trouve 
entre  o^  et  100**  la  valeur  que  MM.  Lavoisîer  et  Laplace  lui  ont  recon- 
nue par  des  mesures  directes.  Enfin ,  la  dernière  colonne  contient  les 
indications  correspondantes  d'un  thermomètre  formé  d'une  simple  lame 
de  verre.  On  voit,  par  l'écart  qui  a  déjà  lieu  à  300®,  combien  la  dila- 
tation du  verre  s'éloigne  d'être  uniforme. 

Le  même  procédé  paraîtrait  devoir  servir  pour  la  mesure  de  Fexpan* 
sien  du  fer,  en  renfermant  le  mercure  dans  un  vase  de  ce  métal;  des 
essais  de  ce  genre  ne  nous  ayant  pas  complètement  réussi ,  nous  avons 
eu  recours  au  moyen  suivant.  Dans   un  tube  de   verre  de   1 8  milU- 
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mcues  de  diamctre  et  de  6  dccimetres  de  longueur,  et  terme  pai 
de  ses  extrémités,  nous  avons  introduit  une  baguette  cylindrique  de  fer   ' 
doux  qui  se  trouvait  contenue  dans  l'axe  du  tube  par  quatre  petites  tra-  " 
Verses  d'une  longueur  presque  égaie  à  son  diamclre.  Après  avoir  soudé, 
à  l'extrémité  de  ce  tube,  un  autre  tube  capillaire,  nous  l'avons  rempli   ( 
entièrement  de  mercure  que  l'on  a  fait  bouillir  pendant  un  temps  suf-   i| 
fisant  pour  chasser  complètement  l'air  et  l'humidité.  En  l'exposani  en- 
suite à  diverses  tempéraiures  et  déterminant  les   poiJs  de  mercure  qui 
en  sortent,  il  est  aisé  d'en  déduire  la  dilatation  du  fer;  car  le  volume 
sorti  représente  évidemment   la  somme  des  dilatations  du   mercure  et 
du  métal  diminuée  de  la  dilatation   du   verre.  Pour  faire  le  calcul,  il 
est  nécessaire  de  connaître  les  volumes  de  ces  trois  corps  à  la  tempd- 
rature  de  la  glace  fondante  :  or,  celui  du  fer  s'obtient  en  divisant  son 
poids  par  sa  densité  prise  à  z^ro.  On  déduit  de  la   mfme  manière  le 
volume  du  verre  du  poids  du   mercure  qui  le  remplit  à  la  même  lem- 
pérature  :  enfin  celui  du  mercure  est  évidejnment  la  différence  des  deux 
premiers. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  peut  s'appliquer  à  d'autres 
méiaux,  en  prenant  seulemein  la  précaution  d'en  oxider  la  surface  pour 
empêcher  l'action  dissolvante  du  mercure.  On  conçoit  d'ailleurs  que  la 
couche  d'oxide  qui  se  forme  ainsi  est  d'une  épaisseur  si  petite  qu'elle 
ne  peut  rien  changer  au  résultat.  Ce  moyen  nous  a  très -bien  réussi 
pour  le  cuivre  ;  et  nous  nous  serions  certainement  décidés  à  l'essayer 
sur  d'autres  métaux  ,  si  le  désir  de  vérifier  nos  résultats  ne  nous  avail 
pas  déterminés  à  tenter  l'emploi  d'un  procédé  différent  de  celui  que  nous 
venons  de  décrire. 

On  sait  que  la  grande  complication  des  appareils  qui  servent  à  la 
mesure  de  la  dilatation  des  corps  solides,  provient  de  la  nécessité  où 
l'on  est  de  rendre  une  partie  du  système  absolument  fixe;  mais  quanti 
on  connaît  avec  précision  l'expansion  d'un  de  ces  corps ,  on  peut  en 
déduire  très-exactement  celles  de  tous  les  autres,  en  étudiant  la  marcIie 
d'un  pyromètre  formé  par  l'assemblage  de  deux  règles  qu'il  suffit  alon 
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vérité,  dissiper  toute  incertitude  en  répétant  les  mêmes  expériences, 
les  règles  étant  placées  horizontalement,  ou  bien  encore  en  renversant 
la  position  du  système;  mais  Deluc,  n'ayant  point  fait  attention  à  l'in- 
convénient que  nous  venons  de  signaler,  na  tenté  aucun  moyen  de 
véri^cation. 

Les  appareils  à  compensation,  tel  que  celui  de  Deluc,  n'offrant  aucun 
avantage  réel  dans  les  basses  températures,  et  devenant  d'un  emploi 
très-difficile  dans  les  températures  élevées,  nous  avons  dû  adopter  une 
disposition  différente,  que  nous  allons  faire  connaître. 

Les  règles  dont  nous  nous  sommes  servis  ont  toutes  12  décimètres 
de  longueur,  25  millimètres  de  largeur,  et  4  millimètres  d'épaisseur. 
Lorsqu'on  veut  comparer  les  dilatabilités  de  deux  d'entre  elles,  on  les 
réunit  d'une  manière  invariable  par  une  de  leurs  extrémités,  au  moyen 
d'une  traverse  en  fer,  sur  laquelle  elles  sont  fixées  par  de  fortes  vis. 
Chaque  règle  porte  à  son  autre  extrémité  une  tige  de  laiton  qui  s'élève 
d'abord  verticalement ,  et  se  recourbe  ensuite  horizontalement.  Les  branches 
horizontales  de  ces  deux  montans  sont  munies,  l'une  d'une  échelle  di- 
visée en  cinquièmes  de  millimètre,  et  l'autre  d'un  vernier  qui  marque 
les  vingtièmes  de  division  de  l'échelle,  ce  qui  permet  d'apprécier  les 
centièmes  de  millimètre ,  ou  les  cent  vingt  millièmes  de  la  longueur 
des  règles.  Cette  fraction  répondait,  dans  la  plupart  de  nos  expériences, 
à  un  changement  de  température  d'environ  un  degré  ;  et  comme  il  est 
impossible  de  se  troipper  d'une  partie  du  vernier,  pour  peu  que  l'on 
soit  exercé  à  lire  les  divisions,  on  voit  que  chaque  détermination  par- 
tielle, même  dans  les  plus  hautes  températures,  n'a  jamais  dû  être  affec- 
tée d'une  erreur  d'un  degré.  Cette  précision  nous  a  paru  suffisante  dans 
le  genre  de  recherches  qui  nous  occupe.  D'ailleurs,  pour  donner  plus 
de  sensibilité  à  notre  appareil,  il  aurait  fallu  en  augmenter  les  dimen- 
sions; et  alors  la  difficulté  d'établir  une  température  uniforme  aurait 
pu  jeter  plus  d'incertitude  sur  les  véritables  dilatations. 

Les  deux  règles  reposent  sur  quatre  rouleaux  de  cuivre  assujettis  à 
une  barre  de  fer.  Tout  le  système  est  placé  dans  une  auge  en  cuivre 
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coup  de  substances;  mais  du  moins  »  les  résultats  que  nous  présentons  ont 
été  déduits  de  déterminations  partielles  assez  nombreuses  pour  qu'il  ne 
nous  reste  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

Dans  une  première  série  de  mesures ,  nous  avons  combiné  une  règle 
de  platine  avec  une  règle  de  cuivre.  La  dilatation  de  ce  dernier  corps 
nous  étant  déjà  connue  pour  tous  les  degrés  du  thermomètre  à  mercure, 
les  observations  du  pyromètre  nous  ont  fourni  le  moyen  de  calculer 
avec  une  grande  précision  celle  du  platine,  tant  dans  les  basses  tem- 
pératures que  dans  les  températures  élevées.  Dans  une  seconde  série 
d'expériences,  nous  avons  associé  à  la  règle  de  cuivre  une  règle  de  verre 
de  même  longueur.  Ce  système,  composé  de  deux  corps  dont  les  dilata- 
tions nous  étaient  connues,  nous  offrait  le  moyen  de  vérifier  les  déter^ 
minatlons  que  nous  avions  déduites  de  notre  premier  procédé  ;  aussi 
n^avons-nous  rien  négligé  de  ce  qui  pouvait  concourir  à  l'exactitude  de 
cette  comparaison  :  mais  nous  avons  été  long- temps  arrêtés  par  une 
difficulté  que  l'on  ne  rencontre  pas  lorsqu'on  n'opère  que  sur  des  métaux. 
Les  règles  devant  être  maintenues  dans  une  position  invariable  Tune  à 
l'égard  de  l'autre ,  x)n  ne  peut  y  parvenir  que  par  le  moyen  de  vis  :  or 
tout  le  monde  sait  qu'il  est  impossible  de  serrer  avec  force  une  plaque 
métallique  épaisse  contre  le  verre  sans  le  faire  éclater,  quelque  soin 
qu'on  ait  pris  pour  dresser  les  surfaces  de  contact.  Nous  avons  em- 
ployé d'abord  pour  corps  intermédiaire  une  feuille  de  papier  que  Ion 
avait  portée  préalablement  à  une  température  de  3Ô0*,  en  ayant  soin 
de  la  comprimeiF  fortement  dans  un  étau.  Malgré  cette  précaution,  la 
règle  de  verre  ne  paraissait  pas  assez  solidement  fixée  après  lexpériencè 
pour  ne  laisser  aucun  soupçon  d'erreur.  Nous  avons  alors  substitué  au 
papier  des  lames  très- minces  d'argent  fin  ;  pour  cette  fois,  l'immobilité 
de  la  règle  et  de  son  prolongement  a  été  complète ,  et  les  données  four- 
nies par  l'observation  de  ce  nouveau  pyromètre,  ont  pleinement  confirmé 
nos  premières  mesures  relatives  à  l'expansion  du  verre  et  du  cuivre. 

Nous  avons  rassemblé  dans  le  tableau  suivant,  les  résultats  conclus 
de  ces  diverses  recherches.  On  y  trouve  les  dilatations  moyennes  du 
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fer,  du  cuivre  et  du  plaiîne,  prises  d'abord  entre  o®  et  loo*,  et  ensuite 
entre  o*  et  300*.  Nous  n'avons  rapporté  aucune  détermination  inter- 
médiaire, parce  que  le  seul  objet  que  nous  ayons  pour  le  moment  en 
vue  est  d  assigner  le  sens  dans  lequel  les  différentes  échelles  thermomé- 
triques s'écartent  les  unes  des  autres.  Mais  afin  de  mettre  les  résultats 
plus  en  évidence,  nous  avons  joint  à  chaque  dilatation Ja  température 
qui  s'en  déduit  en  supposant  l'expansion  du  corps  uniforme.  Ces  tempé- 
ratures sont  celles  qu'indiqueraient  des  thermomètres  construits  avec 
chacun  de  ces  corps. 

Tableau   n.®   4- 


TUtràMATUBt» 

4iAiite« 

de 

b  dUaation 

lie  Tair. 


DILATATIONS 

mojrennes 

absolues 

da  fer. 


agâoo 9 


îTtôô* 


TUtPéllATUKtS 

qui  scnicnt 

indiquées  par 

un  thermomètre 

Ibrmé 

d'une  règle 

de  fer. 


loo*; 
372.6, 


DILATATIONS 

moyennes 

absolues 

du  euivTc. 


lyrôi  f 


TEMPiBATUBKS 

qui  seraient 

indiquées  par 

un  thermomètre 

eon^truit 

avee  une  règle 

de  euivre. 


tjfôZ'     I 


100**  ; 

328.8. 


DILATATIONS 

moyennes 

absolues 

du  platine. 


TTTôl  > 


T6f 


TUUiHATVmtS 

qu'indiquerait 

un  thermomètre 

formé 

d'une  règle 

de  platine. 


100**; 
31 1.6. 


Ces  résultats ,  rapprochés  de  ceux  que  nous  avons  déjk  obtenus  pour 
le  verre,  prouvent,  contre  lopinion  généralement  reçue,  que  la  dila- 
tabilité des  solides  rapportée  au  thermomètre  à  air  est  croissante,  et 
quelle  lest  inégalement  dans  chacun  d'eux. 

Nous  croyons  avoir  atteint,  dans  ce  qui  précède,  le  plus  haut  degré 
d'exactitude  que  comportent  des  mesures  aussi  délicates  ;  et  c'est  ce 
dont  on  peut  d  ailleurs  s'assurer,  en  comparant  les  nombres  que  nous 
donnons,  pour  les  cent  premiers  degr.és,  avec  ceux  qu'ont  obtenus 
JUM.  Lavoisier  et  Lapiace.  Nous  n'ajouterons  qu'une  seule  observa- 
tion :  dans  les  mesures  directes  de  dilatation  des  solides,  l'incertitude 
se  trouve  triplée  en  passant  de  l'expansion  linéaire  à  l'expansion  en 
volume.  Nos  déterminations  donnant  immédiatement  cette  dernière^ 
l'erreur  commise  ne  s'y  trouve  pas  multipliée. 
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Du  Calorique  spécifique  des  Solides  à  diverses  températures. 

D'après  les  résultats  des  recherches  précédentes,  on  voit  qu'en  rap- 
portant la  marche  d'une  série  de  phénomènes  quelconques  à  un  ther- 
momètre pris  successivement  parmi  les  gaz,  fes  liquides  ou  les  solides, 
même  les  plus  rcfractaires ,  chaque  espèce  d'instrument  conduirait  à  une 
loi  particulière.  Il  ne  serait  donc  pas  indifférent  de  choisir  tel  ou  tel 
thermomètre  pour  parvenir  à  la  loi  fa  plus  simple,  ou,  si  Ton  veut, 
pour  représenter  les  phénomènes  par  des  mesures  qui  aient  les  rela- 
tions les  plus  directes  avec  eux.  Mais,  pour  se  déterminer  à  cet  égard, 
il  faut  encore  savoir  comment  varient  les  capacités  de  tous  les  corps 
dans  chacune  des  échelles  thermométriques  que  nous  avons  fait  con- 
naître. 

Depuis  l'époque  où  Black  établit  la  notion  des  capacités,  plusieurs 
physiciens  se  sont  efforcés  de  perfectionner  les  méthodes  expérimen- 
tales propres  à  faire  connaître  cet  élément  important  de  la  théorie  de 
la  chaleur,  et  d'appliquer  ces  méthodes  à  un  grand  nombre  de  subs- 
tances. Les  travaux  de  Wilke,  de  Crawford,  de  Meyer,  et  sur-tout  de 
MM.  Laplace  et  Lavoisier,  sont,  comme  l'on  sait,  les  plus  remarquables 
de  tous  ceux  qui  ont  été  publiés  sur  cette  matière.  Deluc  et* Crawford, 
supposant  un  thermomètre  idéal, dans  lequel  les  capacités  seraient  cons- 
tantes, comparèrent  ses  indications  avec  celles  du  thermomètre  à  mer- 
cure, pour  juger  de  l'exactitude  de  celui-ci.  Presque  toutes  leurs  expé- 
riences se  réduisent  à  des  mélanges  de  liquides  dont  la  température  n'a 
jamais  dépassé  celle  de  l'eau  bouillante.  On  voit  qu'en  renversant  la 
question ,  cela  revient  à  chercher  si  les  capacités  de  ces  liquides  restent 
constantes  lorsqu'on  mesure  les  températures  par  le  thermomètre  à 
mercure.  Les  résultats  de  ces  deux  physiciens  sont  différens  :  d'après 
le  premier,  il  y  aurait  une  légère  variation  dans  la  capacité  de  l'eau, 
dans  l'intervalle  des  cent  premiers  degrés  ;  le  second  admet,  au  contraire, 
que   les  capacités  sont  constantes.   Cette   discordance    même    prouve 
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qu  entre  (es  limites  où  les  expériences  ont  été  faites,  la  variation  de 
capacité  des  corps,  si  elle  existe,  doit  être  très-faible;  mais  de  pareils 
essais  sont  beaucoup  trop  bornés  pour  permettre  den  conclure  avec 
Crawford  que  le  même  principe  s'étend  à  toutes  les  températures. 

M.  Daiton,  qui  a  abordé  cette  question  dans  l'ingénieux  ouvrage 
que  nous  avons  déjà  cité,  prétend  que  la  capacité  d'une  même  masse 
de  matière  ne  reste  pas  constante,  par  la  raison  qu'une  partie  de  la 
cHaleur  est  employée  à  produire  la  dilatation  ;  mais  qu'elle  resterait  in- 
vajriable  si  Ion  considérait  un  même  volume. 

Cette  assertion  de  M.  Daiton  n'est  fondée  sur  aucune  expérience 
directe,  et  peut  être  considérée  comme  une  simple  conjecture  qui  se 
lie  avec  ses  autres  idées  relatives  à  la  mesure  des  températures,  et  sur 
lesquelles  nous  reviendrons  bientôt,  en  discutant  les  principes  qui  servent 
de  base  à  toute  sa  théorie. 

Toutefois  nous  reproduirons  ici  le  m'me  argument  que  pour  les  dila- 
tations ;  c'est  qu'on  Tie  peut  espérer  de  résoudre  le  problème  qui  nous 
occupe ,  qu'en  embrassant  une  partie  de  Téchelle  thermométrique 
beaucoup  plus  considérable  que  celle  qu'on  a  prise  jusqu'à  présent. 
Aussi  les  expériences  que  nous  allons  rapporter  ont-elles  toutes  été 
faîtes  dans  un  intervalle  de  300,  et  même  de  350"*. 

La  saison  dans  laquelle  nous  avons  été  obligés  de  nous  livrer  à  cette 
partie  de  nos  recherches,  ne  nous  permettant  pas  d'employer  conve- 
nablement la  fusion  de  la  glace,  nous  avons  constamment  fait  usage 
de  la  méthode  des  mélanges,  mais  avec  toutes  les  précautions  conve- 
nables pour  en  assurer  l'exactitude. 

Les  corps  dont  nous  avons  déterminé  les  capacités  devaient  néces- 
sairement être  choisis  parmi  les  métaux  les  plus  difficiles  à  fondre.  L'ho- 
niogénéîté  et  la  conductibilité  plus  parfaite  de  ces  substances,  les  ren- 
daient plus  propres  qu'aucune  autre  au  but  que  nous  nous  proposions  (i). 


(  X  )  Afin  d'augmenter  retendue  de  la  surface  des  corps  sur  lesquels  on  opérait,  on  leur 
^  ^osiné  la  forme  d'anneaux  très-aplatis.  Leur  poids  était  d'un  à  trois  kilogrammes. 
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L'une  des  plus  grandes  difficultés  que  présente  ce  genre  d'expériences, 
c'est  l'évaluation  exacte  des  températures.  Nous  avons  employé,  dans 
tous  les  cas,  l'eau  bouillante  pour  avoir  la  capacité  au-dessous  de  ce 
terme  ;  et,  pour  l'obtenir  dans  les  températures  supérieures,  quand  h 
nature  des  corps  permettait  de  les  laisser  plongés  dans  le  mercure  bouil- 
lant,  nous  nous  sommes  servis  de  ce  second  terme,  aussi  fixe  que  le  pr^ 
mier,  et  qui  avait  été  déterminé  avec  le  plus  grand  soin,  comme  nous 
l'avons  dit  précédemment. 

Mais  lorsque  ia  substance  était  attaquable  par  le  mercure,  nous 
réchauffions  dans  un  bain  d'huile  qui ,  par  ia  disposition  même  de  notre 
appareil,  pouvait  conserver  une  température  stationnaire  pendant  un 
quart  d'heure  environ. 

Enfin ,  pour  éviter  l'erreur  qu'aurait  pu  occasionner  finégale  tem- 
pérature des  difFérens  points  de  la  masse,  on  brassait  continuellement 
le  liquide  au  moment  du  maximum  ;  et,  par  un  thermomètre  à  volume 
constant,  on  avait  exactement  la  température  moyenne,  qui  devait  être 
aussi  celle  du  corps.  Les  huiles  fixes  acquérant,  comme  on  sait,  une 
très-grande  fluidité  lorsqu'elles  sont  très-chaudes,  la  couche  qui  reste 
attachée  aux  corps  que  l'on  y  a  plongés  est  extrêmement  mince  :  toute- 
fois nous  n'avons  pas  négligé  de  tenir  compte  de  la  chaleur  provenant 
de  cette  addition  de  matière,  quoique,  dans  la  plupart  des  cas,  la  cor- 
rection n'ait  porté  que  sur  de  bien  petites  quantités  (i). 

Lorsque  le  corps  soumis  à  l'expérience  avait  été  porté  à  une  certaine 
température  mesurée  par  l'un  des  moyens  que  nous  venons  d'indiquer , 
on  le  plongeait  aussi  rapidement  que  possible  dans  une  grande  masse 
d'eau,  et  l'on  observait  le  réchauffement  de  ce  liquide  quand  féqui- 
libre  s'était  établi.  C'est  dans  la  mesure  de  ce  réchauffement  qu'il  faut 


(i)  Cette  correction  se  déduisait  du  poids  d'huile  entraîné  par  Tannean  :  pour  k  con- 
naître, il  nous  a  fallu,  dans  chaque  cas,  fiire  une  expérience  préalable  dans  laqoeOe  ooiu 
déterminions  l'augmentation  de  poids  de  Tanneau  à  sa  sortie  du  bain  d'huile.  A  300*, 
cette  augmentation  nV  jamais  excédé  3^4  décigrammes* 

apporter 
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apporter  la  pi  lis  grande  précision  pour  pouvoir  compter  sur  les  résultats 
obtenus  par  ce  procédé.  Nous  avons  toujours  employé  une  masse  d'eau 
telle ,  que  la  variation  de  température  n  allât  jamais  au-delà  de  5  à  6 
degrés  centigrades;  maïs  on  se  servait,  pour  la  déterminer,  d'un  thermo- 
mètre dont  les  divisions  répondaient  à  des  intervalles  de  température 
assez  petits  pour  qu'on  pût  évaluer  exactement  les  centièmes  de  degré. 
Li'eau  était  contenue  dans  un  vase  de  fer-blanc  très-mince,  isolé  sur 
un  support  à  trois  pointes.  Ce  vase  participait ,  dans  chaque  cas ,  à 
l'échauffement  ;  mais  comme  son  poids  et  sa  chaleur  spécifique  étaient 
exactement  connus,  on  pouvait,  dans  tous  les  calculs»  tenir  compte  de 
f'eflet  qu'il  produisait. 

Dans  la  plupart  des  expériences,  on  refroidissait  d'avance  l'eau  d'un 
nombre  de  degrés  tel ,  qu'après  l'immersion  du  corps  elle  se  trouvât  à 
la  température  de  l'air  envii;pnnant  ;  dans  d'autres  cas ,  le  réchauffe- 
ment commençait  à  partir  de  cette  dernière  température.  La  première 
nnéthode  nous  a  généralement  paru  plus  exacte  et  n'exige  aucune  cor- 
direction.  En  effet,  l'eau,  immédiatement  après  que  leTorps  y  est  plongé, 
^requérant  une  température  très-peu  différente  de  celle  qui  a  lieu  quand 
l'équilibre  est  établi  ,   l'air  extérieur  ne  doit  exercer  qu'une  influence 
inappréciable.  Dans  la  seconde  méthode,  au  contraire,  il  est  nécessaire 
cl«  tenir  compte  de  la  perte  de  chaleur  que  la  masse  éprouve  à  raison 
cle  l'excès  de  la  température  et  de  la  durée  de  l'expérience.  Cette  cor- 
**ectîon  pouvait  être  déterminée  avec  une  précision  suffisante  par  une 
observation  subséquente  sur  le  refroidissement  de  l'eau  qui  avait  été 
^itiployée.  Du  reste,  la  masse  des  corps  sur  lesquels  nous  avons  opéré, 
l^s  circonstances  variées  dans  lesquelles  chaque  détermination  a  été 
prise,  et  la  précision  reconnue  du  thermomètre  dont  nous  nous  sommes 
servis,  tout  nous  paraît  avoir  concouru  à  l'exactitude  des  résultats  que 
nous  allons  rapporter. 

La  grande  capacité  du  fer  (relativement  aux  autres  métaux),  et  la 
possibilité  de  le  plonger  dans  le  mercure  bouillant,  nous  ont  décidé 
à  commencer  sur  cette  substance  les  comparaisons  que  nous  nous  pro- 
XV lU.'  Cahier.  Ff 
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posions  de  faire.  Les  déterminations  suirantes  sont  déduites  d'un  grand 
nombre  de  mesures  qui  ne  présentent  que  de  très^faibies  discordances  : 


Capacité  moyenne  du  fer  de  o°  à   loo* 
■  de  o    à  200 

de  o     à  300 

de  o     à  350 


0.105)8  (i)  ; 
o.i  150  ; 
0.1218  ; 
0.1255. 


Le  résultat  indiqué  par  le  sens  dans  lequel  varient  ces  nombres  se 
trouve  vérifié  dans  le  tableau  suivant  pour  dautres  métaux  ;  on  s«t 
borné  à  y  insérer  les  mesures  prises  à  loo*  et  à  300**  : 


Mercure.  • 
Zinc. ..•• 
AntimoiQ^ 
Argent.  .  • 
Cuivre.  . . 
Platine. . . 
Verre 


CAPACITES  MOYENNES 
entre  o<*  et  loo*. 


0.0330; 
o.09a7  ; 
0.0507  ; 
0.0557; 
0.0949; 
0.0335} 
0.177; 

Il  II     llllMJUUJfc. 


CAPACITES  MOYENNES 

entre  o«  et  300®. 


0.0350 
0.1015 
0.0549 

o.o6i 1 


asaattsstti 


Il  en  est  donc  des  capacités  des  corps  solides  comme  de  leurs  dila- 
tabilités ;  elles  croissent  avec  les  températures  mesurées  sur  le  ther- 
momètre à  air  ;  elles  croîtraient  même  encore  ,  contre  1  opinion  de 
Crawford,  en  employant  le  thermomètre  à  mercure.  Si  cette  obser* 
vation  avait  été  faite  sur  des  corps  d'un  volume  invariable,  il  ne  res- 
terait aucun  doute  sur  ses  conséquences  ;  mais  l'état  gazeux  est  le  seul 
qui  permette  de  satisfaire  à  cette  condition ,  et ,  dans  ce  cas  <  Texpé- 
rience  présenterait  des  difficultés  insurmontables.  Toutefois ,  si  la  dila-* 


.tajte 


MMMhftai 


M^ 


{ij  Ul  capacité  de  Teau  est  prise  pour  unité. 
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tation  des  solides  était  uniforme,  on  ne  pourrait  point  attribuer  fao 
croissettient  des  capacités  à  la  quantité  de  chaleur  qui  produrt  faug- 
mentation  de  volume  ;  car  cette  quantité  restant  alors  proportionnelle 
aux  températures,  elle  ne  saurait  affecter  le  rapport  des  capacités.  Il 
n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  où  les  dilatabilités  sont  croissantes  ; 
il  est  indubitable  que,  dans  cette  circonstance,  les  capacités  prises  à 
des  hauteurs  diff'érentes  dans  l'échelle  thermométrique  doivent  se  res- 
sentir de  l'irrégularité  de  la  loi  de  difatation.  Nous  ne  pouvons  former 
aucune  conjecture  sur  les  effets  dus  à  cette  cause  accidentelle  ;  mais 
ce  qui  tendrait  à  faire  croire  qu'ils  ne  sont  pas  négligeables ,  et  que  l'ac- 
croissement de  capacité  que  nous  avons  observé  en  dépend,  au  moins 
«n  partie,  c'est  que  les  métaux  dont  l'expansion  suit  la  loi  la  plus  rapide 
Aonc  en  même  temps  ceux  dont  la  capacité  subit  les  plus  grandes  va- 
oriations.  Du  reste,  cette   question  ne  peut  être  décidée,  que  par  des 
«>bservations  qui  embrasseraient  un  intervalle  de  température  plus  grand 
encore  que  celui  dans  lequel  nos  expériences  ont  été  faites  ;  nous  espéroiis 
^trei  bientôt  en  état  d'éclaircir  ce  doute. 

Hom  avons  fajc  voir,  en  parlant  de  |#diIatatlon  de^  «qiidea ,  cp^'^n 
^construisant  <{es  thermomètres  avec  les  métaux  les  plus  infujsibles,  ^ 
^n  Içs  supposant  réglés  comme  à  l'ordinaire  par  les  termes  fixes. dp  la 
^ace  fondante  et  de  l'eau  bouillante,  les  températures  accusées  pai- 
<Jiacun  de  ces  instrumens  seraient  très-différentes.  La  même  diâcprdaQcp 
<Ioit  s'observer  évidemment,  d'après  ce  qui  précède,  lorsqu'on  évalue 
les  températures,  comme  plusieurs  physiciens  font  proposé,  par  les 
rapports  des  quantités  de  chaleur  qu'Hun  même  corps  abandonne  en  se 
Tefrordissant  jusqu'à  une  température  d^ermînée  ;  cîSr  cette  évaluation 
est  évidemment  fondée  sur  la  supposhkm  qvc  les  capacités  sont  dons- 
tantes,,  ou  du  moins  qu'elles  croissem  de  la  même  mahîère  daWs  tdt/s 
les  corps.  Or  ces  deux  suppositions  sont  également  faussas*  Nous  avoiïs 
s^assembiéj  dans  Iriableau  suivant,  les  températures  q«ii' se  déduiraient 
de  ce  procédé  en  employant  h$  substances  inscrites  dans  le-^taMedii 

Ff  2 
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précédent.  II  faut  supposer   quelles   ont  toutes  été   placées  dans  un 

même  bain  liquide,  à  300*  du  thermomètre  à  air. 

Fer =  332%2 

Argent z=  329,  3 

Zinc =  328,  5 

Antimoine...  zm  324,8 


Verre 


322,  I 


Cuivre =    320,  o 

Mercure.  .  •  .  •    =1:    318,2 
Platine =    3  1 7>  5> 

Réflexions  générales  et  Conclusion. 

Maintenant  que  nous  avons  constaté  par  l'observation  ,  entre  des 
Umites  suffisamment  distantes,  la  marche  relative  des  phénomènes  qui 
peuvent  être  employés  à  la  mesure  des  températures ,  nous  sommes  en 
état  de  décider  si  l'échelle  thermométrique  proposée  par  M.  Dalton , 
jouit  réellement  de  tous  les  Tpvantages  qu'il  lui  attribue.  En  mesurant 
les  températures  sur  cette  échelle,  on  trouve  selon  ce  physicien  : 

I.*  Que  le  mercure  et  tous  les  autres  liquides  se  dilatent  propor- 
tionnellement aux  carrés  des  températures ,  à  partir  du  maximum  de 
densité  de  chacun  d  eux  : 

2.*  Que  les  gaz  se  dilatent  en  progression  géométrique  pour  des 
accroissemens  de  température  en  progression  arithmétique  ; 

3.®  Que  la  capacité  des  corps  reste  constante  sous  le  même  volume; 

4.®  Enfin,  que,  pendant  toute  la  durée  du  refi*oidîssement  des  corps 
d^ns J'air ,  les  températures  décroissent  en  progression  géométrique  lors- 
que les  temps  suivent  une  progression  arithmétique. 

La  ihanière  dont  M.  Dalton  a  présenté  le  principesur  lequel  repose 
la  formation  de  son  échelle,  ne  permet  pas  de  le  considérer  autrement 


qve  comme  une  hypothèse  qui  aurait  Tavantage  de  lier  un  grand  nombre 
Je  phénomènes  par  des  relations  très- simples.  Cet  avantage/ s'il  existait, 
5erait  assez  important  /  sans  doute  >  pour  faire  admettre  aine  idée  si  fé- 
conde, lors  même  qu'elle  ne  serait  point  établie  pal:  des  moyens  rigou- 
reux. Aussi  ne  chercherons-nous  point  à  discuter  lai  valeur,  dçs  obser- 
vations particulières  qui  paraissent  avoir  dirigé  ce  célèbre  physicien , 
et  nous  bornerons -nous  à  examiner  si  les  déterminations  rapportées 
dans  ce  Mémoire  s'accordent  avec  les  lois  dont  il  s'agit. 

Dans  le  rapprochement  que  nous  allons  faire ,  nous  considérerons , 
comme  une  échelle  arbitraire,  celle  du  thermomètre  à  air  dont  les  degrés 
sont  tous   égaux  à   la  centième   partie  de  l'intervalle    compris   entre 
k  glace  fondante  et  leau  bouillante  ;  et  sans  nous  embarrasser  d'abord 
des  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  indications  de  cet  instru- 
ment et  les  quantités  de  chaleur  correspondantes,,!  9,ç^u^.  ne  i^ous  en 
servirons  que  comme  .d'tme  mesure  commune  pour  passer  d'une  échellç* 
à  une  autre.  .       .     * 

Au  lieu  de  rechercher  si,  en  mesurant  les  températures  siu^ïle  ther- 
momètre de  M.  Dalton  ,  les  dilatations  du  mercure  .et  de  l'air  suivraient 
réellement  les  lois  qu'il  indique,  il  sera  pi  us.  simple  de  calculer  les 
températures  qui  correspondraient,  dans  son  échelle  thermométrique,  à 
des  dilatations  déterminées  de  chacuhe  de  ces  deux  substances^  en 
partant  de  la  suppositioh  que  les  lois  dont  il  s'agit  sont  exactes ,  et 
de  comparer  ensuite  les  résultais  obtenus  pour  l'une  et  pour  l'autre. 
Jjà  tableau  suivant  montre  la  correspondance  de  plusieurs  tbr||es  cal- 
culés de  cette  manière. 


.  ■  »  I . 


•  i  - 


1  •  I 

'  ;  •  . 


« 

Al 


PHYSIQUE. 


'  4 .  .  ■  t .  .  '  : . . . 


>  ' 


4  <        t 


TiavéBArmiu  ntoiQuisf 
i|0  thcripoinèuf  à  ^« 


dont  Vcchelle  esc  «niibniie. 


»    •  ■       ' 


loo  ; 
200; 
300  i 
5jd 
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que  cette  diUtadoii  est  pioportionneile 
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169,1  ; 

226,7  ; 


I  <l 


* 


■   1    Ij 


TkllFiRATUim   COMIBSKNIIIAMTES 
conclues  de  U  diUtarion  réelle  4'ui 
ffuiî*  tttfdqiM^  ékms  1»  Mpfosi 
tion  que  «tte  dilatation  se  nit  en 
yngym^on  .^inniiiniquo  »  les  le 
p^ratttiM   craissai|t  en  progression 
arilhmctiqiie.. 


o; 


100  ; 


U9SStSf9ms=9UB9SS9Stmtfs9Êf8a^aa;ft9i 


J     :        -. 


En  paltouram  la  iJ^  et  là  3.^  colonne  de  ce  taMéau,  on  roit  que 
lès  température*  conctues  des  ^Hatatîons  du  mercure  et  de  f'aîr  sont 
bien  éloignées  de  s'accorder,  comme  elles  devraient  le  faire;  si  fa  théorie 
^6  M«  Dakon  Àait  fondée.  Tovteéoîs ,  ta  dirvergence  <pt'e^  présentent 
dans  tes  degrés  supérieurs  ne  papait  pai,  à  beaucoup  près  ;  ^uss^  grande 
^'eUe  l'est  réellement.  En  e&t,  €omme  les  ccheUei  relat^eis  au  mer- 
cure et  à  df  air  ont  étox  termes  communs,  savoir,  ceux  de  ia  fusion  de 
éa  giace  stvde  fébullition  de  i'eau,  l'erreur  énorme  qui  se  manifeste 
jdaiDS  la  partie  inférieure  n'a  aucune    influence   suv  la  détermination 
de^  terapéqatttres  élevées.    C'est  donc   comme    si    les    deux  échefle^ 
à9aien|^tde&  points  de  départ  différens  ;    mais    en    les   ramenant  i& 
une    même    origine ,   ia   discordance    des    premiers  termes  se   ferait 
sentir  dans  tous  les   autres.   Ainsi  ,  lors  même  qu'on  mesurerait  les 
températures  sur  la  nouvelle  échelle  de  M.  Dalton ,  les  deux  première^ 
lois  que  nous  venons  de  rapporter  ne  représenteraient  nullement  les 
phénomènes» 

Maintenant,  si  l'on  veut  comprendre  dans  cette  discussion  la  d-oi- 
sième  loi  relative  aux  capacités  des  corps  pour  la  chaleur,  on  verra  que 
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à  une  substance  en  particulier,  elle  ne  pourrait  point  éire  appliquée  à 
d'autres,  puisque  les  capacités  de  tous  les  corps  ne  varient  pas  de  la 
même  manière. 

En  comparant  entre  elles  toutes  [es  échelles  thermométriques ,  on 
peut  pareillement  s'assurer  qu'il  n'en  existe  aucune  dans  laquelle  ies" 
dilatations  de  tous  les  corps  se  laissent  exprimer  par  des  lois  simples.' 
Ces  lois  varieraient  tl'ailleurs  suivant  l'échelle  que  l'on  adopterait.  Ainsi,* 
en  prenant  pour  type  le  thermomètre  à  air,  les  lois  de  dilatation  de' 
tous  les  corps  seraient  croissantes  ;  en  choisissant  le  fer  pour  la  subs-* 
tance  thermométrique,  tous  les  autres  corps  suivraient  alors  des  lois*! 
de  dilatation  décroissantes  ;  enfin  ,  si  l'on  admettait  le  thermomètre  à- 
mercure,  corrigé  de  la  complication  que  son  enveloppe  apporte  à  sa 
marche,  le  fer  et  le  cuivre  auraient  une  dilatabilité  croissante,  tandiil 
que  le  platine  et  les  gaz  en  auraient  une  continuellement  décroissante. 1 

Encore  bien  que,  dans  l'état  011  la  question  se  trouve  maintenanti 
réduite,  on  ne  puisse  alléguer  aucune  raison  péremptoire  pour  adopter* 
exclusivement  une  de  ces  échelles  ,  nous  devons  dire  cependant  quel 
l'uniformité  bien  connue  dans  les  principales  propriétés  physiques  de 
tous  les  gaz,  et  sur-tout  l'identiié  parfaite  de  leurs  lois  de  dilatation j 
rendent  très-vraisemblable  que,  dans  cette  classe  de  corps,  les  cause* 
perturbatrices  n'ont  plus  la  même  influence  que  dans  les  solides  et  le* 
liquides  ;  el  que,  par  conséquent,  les  changemens  de  volume  produits  par; 
l'action  de  la  chaleur  y  sont  dans  une  dépendaiice  plus  immédiate  dei 
la  force  qui  les  produit.  11  est  donc  très- probable  que  le  plus  grandj 
nombre  des  phénomènes  relatifs  à  la  chaleur  se  présenteront  sous  une> 
forire  plus  simple,  en  mesurant  les  températures  sur  le  thermomèt 
à  air.  C'est  du  moins  par  ces  considérations  que  nous  avons  été  di 
minés  à  employer  constamment  cette  échelle  dans  les  recherches  q 
fopC  l'objet  de  ta  seconde  partie  de  ce  Mémoire  :  le  succès  que  noui 
avons  obtenu  peut  être  domié  comme  un  motif  de  plus  en  faveur 
l'opinion  que  nous  venons  d'énoncer.  Nous  ne  prétendons  pas,  au  reste 

qui, 
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qu'îi  faille  exclure  les  autres  échelles  dans  toutes  les  circonstances.  li 
serait  possible,  par  exemple,  que  certains  phénomènes  se  présentassent 
d'une  manière  plus  simple,  en  comptant  les  températures  sur  les  échelles 
thermométriques  déduites  de  la  dilatation  de  chacun  des  corps  qui  fe- 
raient le  sujet  de  l'observation  ;  c'est  même  ce  qui  nous  a  engagés  à 
suivre  avec  tant  de  persévérance  les  comparaisons  de  toutes  les  échelles 
thermométriques. 


'XVmy Cahier.  G  g 
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SECONDE   PARTIE. 


DES    LOIS    DU    REFROIDISSEMENT. 


Les  premières  vues  relatives  aux  lois  de  la  communication  de  la 
chaleur  se  trouvent  consignées  dans  les  Opuscules  de  Newton  (i).  Ce 
grand  physicien  admet,  à  priori ,  qu'un  corps  échauffé,  soumise  une 
cause  constante  de  refroidissement  telle  que  l'action  d'un  courant  d  air 
uniforme,  doit  perdre,  dans  chaque  instant,  une  quantité  de  chaleur 
proportionnelle  à  l'excès  de  sa  température  sur  celle  de  l'air  ambiant; 
et  que  ,  par  conséquent ,  ces  pertes  de  chaleur ,  dans  des  intervalles 
de  temps  égaux  et  successifs,  doivent  former  une  progression  géomé- 
trique décroissante.  Kraft,  et  après  lui  Richmann  (2),  ont  essayé  de  vé^ 
rifier  cette  loi  par  des  expériences  directes  sur  le  refroidissement  de 
masses  liquides.  Ces  expériences ,  répétées  depuis  par  plusieurs  physi- 
ciens, prouvent  en  effet  que,  pour  des  différences  de  température  qui 
n'excèdent  pas  4^  ou  50  degrés,  la  loi  de  la  progression  géométrique 
représente  assez  exactement  la  marche  du  refroidissement  d'un  corps. 

Dans  une  dissertation  peu  connue,  sur  plusieurs  points  de  la  théorie 
de  la  chaleur,  publiée  en  1740»  par  conséquent  plusieurs  années  avant 
l'époque  où  Kraft  et  Richmann  ont  fait  connaître  leurs  recherches , 
Martine  (  3  )  avait  déjà  signalé  l'inexactitude  de  la  loi  précédente  ,  et 
avait  cherché  à  lui  en  substituer  une  autre  dans  laquelle  les  pertes  de 
chaleur  croîtraient  plus  rapidement  que  dans  la  loi  de  Newton. 


(1)  JVeutoni  Opuxula ,  t.  11^  p.  423. 

(2)  Nov»  Com,  Ac.  Petrop.  t.  I,  p.  içy. 

(3)  Dissertations  sur  la  chaleur,  Ù'c,  p.  72  et  suiv. 
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Erxieben  (i)  prouva  également,  par  des  observations  très  -  précises  ^ 
que  l'écart  de  la  loi  supposée  augmente  de  plus  en  plu»  à  mesure  que 
ion  considère  de  plus  grandes  différences  de  température,  et  il  en  a 
conclu  qu'on  commettrait  des  erreurs  graves ,  si  l'on  étendait  cette  loi 
fort  aa-deià  des  limites  entre  lesquelles  elle  a  été  vérifiée.  Cette  remarque 
très-juste  d'£rxleben  ne  paraît  pas  avoir  fixé  i attention  des  physiciens; 
car,  dans  toutes  les  recherches  postérieures  sur  le  même  objet,  on  vok 
la  loi  de  Newton  présentée,  non  comme  une  approximation,  mais  comme 
une  vérité  rigoureuse  et  constatée. 

Ainsi,  M.  Leslie  (2),  dans  ses  ingénieuses  recherches  sur  la  chafeur, 
a  fait  de  cette  loi  la  base  de  plusieurs  déterminations  qui,  par  cela  nréme, 
se  trouvent  mexactes,  ainsi  que  nous  le  prouverons  parla  suite. 

Peu  de  temps  après  la  publication  des  travaux  de  M.  Lesflè,  M.  Daf- 
on  fit  connaître^  dans  son  Nouveau  Traité  Je  chimie  philosophique ,  Une 
-sBiérie  d'expériences  sur  fe  refroidissement  de  corps  portés  à  une  tempé- 
^^ature  très-éfevée.  Les  résultats  de  ces  expériences  montrent  évidemment 
'^ue  la  loi  de  Richmann  n'est  qu'approchée  dans  les  basses  tempéra- 
'^Kures,  et  qu*èHe  devient  tout-à-fait  inexacte  dans  les  températures  élevées. 
-2W.  Dalton,  au  lieu  de  chercher  à  découvrir  une  autre  foi  fondée  sur  ses 
"propres  observations,  essaya  de  justifier  celle  de  Richmann,  en  substi- 
tuant à  Téchel le  thermométrique  ordinaire  celle  qu'il  a  cru  pouvoir  éeabfîr 
^'après  les  considérations  que  nous  avons  discutées  dans  la  première 
;|>artie  de  ce  Mémoire.  Mais,  iors  même  que  1  on  aurait  constaté  Texacti- 
icude  des  principes  sur  lesquels  repose  cette  nouvelle  échelfe,  on  serait 
encore  forcé  de  convenir  qu'elle  ne  satisfait  pas  à  la  condition  de  rendre 
les  pertes  de  chaleur  d^un  corps  proportionnelles  aux  excès  de  sa  tempé- 
irature  sur  celle  de  Fair  environnant,  ou,  en  d'autres  termes,  qu'elle 
ïie  rétablit  pas  la  loi  de  Richmann  ;  car  il  faudrait  pour  cela  que  la  loi 
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du  refroidissement  fût  la  même  pour  tous  les  corps ,  et  nos  expérîenceî 
prouvent  rigoureusement  le  contraire. 

Les  derniers  travaux  entrepris  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  sont  ceu3 
que  Larothe  a  insérés  dans  son  Mémoire  relatif  à  quelques  propriété 
de  la  chaleur  rayonnante.  Il  établit,  entre  autres  propositions,  que  h 
quantité  de  chaleur  qu'un  corps  chaud  cède  dans  un  temps  donné ,  par  voi 
de  rayonnement ,  à  un  corps  froid  situé  à  distance ,  croit  s  toutes  choses  égale, 
d'ailleurs ,  suivant  une  progression  plus  rapide  que  l'excès  de  la  température 
du  premier  sur  celle  du  second. 

Cette  proposition  est ,  comme  on  le  voit ,  pour  le  rayonnement 
Féquivalent  de  celle  de  M,  Dalton  pour  le  refroidissement  total  d'ui 
corps  dans  Tair  ;  mais  Laroche  n  a  présenté  que  des  résultats  isolés ,  e 
n'a  pas  cherché  la  loi  dont  ils  dépendent.  Nous  verrons  même  par  k 
suite  que  ces  résultats  sont  compliqués  par  l'action  de  causes  particu- 
lières dont  il  aurait  fallu  les  dégager  pour  arriver  à  la  loi  du  refroidis- 
sement dans  le  vide,  qui,  d'ailleurs,  n'est  pas  la  même  que  celle  dt 
rayonnement. 

Les  travaux  des  physiciens  sur  les  lois  du  refroidissement  se  bornent 
donc  jusqu'ici  à  avoir  montré  que  la  loi  admise  par  Newton  est  suf- 
fisamment approchée ,  tant  que  l'on  ne  considère  que  de  petits  excès  de 
température;  maïs  qu'elle  s'éloigne  de  plus  en  plus  de  la  vérité,  à  me- 
sure qu'on  l'étend  à  des  différences  de  plus  en  plus  grandes  :  et  si,  dans 
l'exposé  succinct  de  ces  travaux  ,  nous  n'avons  pas  cité  les  recherches 
mathématiques  de  M.  Fourier  sur  les  lois  de  la  distribution  de  la  cha^ 
leur,  c'est  que  toutes  les  applications  de  son  analyse  sont  fondées  sur  la 
loi  de  Newton,  admise  comme  une  vérité  d'observation,  tandis  que  nos 
expériences  ont  uniquement  pour  objet  de  découvrir  la  loi  qu'on  doit 
substituer  à  celle-ci.  Du  reste,  les  conséquences  très-remarquables  aux- 
quelles ce  profond  géomètre  a  été  conduit,  consei'veront  toute  leur 
exactitude  dans  les  circonstances  et  entre  les  limites  où  la  loi  de  Newton 
se  vérifie,  et  il  suffira,  pour  les  étendre  aux  autres  cas,  de  les  modifier 
conformément  aux  nouvelles  lois  que  nous  établirons. 
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Du  Refroidissement  en  général. 

On  sait  que  lorsqu'un  corps  se  refroidit  dans  le  vide,  sa  chaleur  se 
clissipe  entièrement  sous  forme  rayonnante,  et  que  lorsqu'il  est  placé 
clans  Tair  ou  dans  tout  autre  fluide,  son  refroidissement  devient  alors 
j>ius  rapide,  parce  que  la  perte  occasionnée  par  le  fluide  s'ajoute  à 
£  elle  que  produit  le  rayonnement.  li  est  donc  indispensable  de  distinguer 
ocs  deux  effets  ;  et,  comme  ils  sont  d'ailleurs  assujettis,  suivant  toute  appa- 
j-ence,  à  des  lois  différentes ,  il  est  nécessaire  de  les  étudier  isolément.  C'est 
cre  que  nous  allons  faire  en  traitant  successivement  du  refroidissement 
cians  le  vide  et  dans  les  fluides  élastiques  :  mais  comme  la  marche  que 
nous  avons  suivie  dans  chacune  de  ces  recherches  est  fondée  sur  les 
r¥iêmes  principes,  il  est  convenable  de  les  établir  dès-à-présent. 

Pour  parvenir  à  connaître  la  loi  élémentaire  du  refroidissement,  cest- 
à-dire,  celle  que  suivrait  un  corps  de  dimensions  assez  petites,  pour 
qu'on  pût  supposer  à  chaque  instant  tous  ses  points  à  la  même  tempé- 
rature, c'eût  été  compliquer  inutilement  la  question,  et  peut-être  la 
rendre  insoluble,  que  d'observer  d'abord  la  marche  du  phénomène  dans 
les  solides,  puisque  l'on  embrasserait  alors  un  élément  de  plus,  savoir, 
la  distribution  intérieure  de  la  chaleur,  qui  est  une  fonction  de  la 
conductibilité.  Étant  ainsi  obligés,  par  la  nature  du  problème,  d'avoir 
recours  aux  liquides,  le  thermomètre  à  mi?rcure  lui-même  nous  a  paru 
Hnstrument  le  plus  approprié  à  ce  genre  d'expériences  ;  mais  comme 
il  est  nécessaire,  quand  on  veut  étendre  l'observation  à  des  températures 
très-élevées,  de  donner  au  corps  sur  lequel  on  opère  un  volume  assez 
considérable  pour  que  le  refroidissement  n'en  soit  point  tellement  rapide 
qu'on  ne  puisse  en  suivre  le  progrès  avec  exactitude,  il  fallait,  avant 
^out,  examiner  quelle  influence  peut  avoir,  sur  la  loi  du  refroidissement, 
la  niasse  plus  ou  moins  grande  du  liquide  contenu  dans  le  réservoir  du 
thermomètre  :  il  n'était  pas  moins  important  de  rechercher  si  cette  ioî 
^^pend  de  la  nature  du  liquide,  de  la  nature  et  de  la  forme  du  vase  dans 
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lequel  ce  liquide  est  renfermé.  Cette  discussion  préliminaire  a-^é 
l'objet  d'une  série  d'expérieiiees  que  noiw  allons  rapporter  ,  après  avoij 
exposé  la  méthode  uniforme  de  calcul  dont  nous  avons  constammeni 
fait  usage  pour  rendre  nos  résutiats  plus  faciles  à  comparer. 

Supposons  qu'on  observe  ,  à  des  intervalles  Je  temps  égaux  tattt 
eux,  de  minute  en  minute  par  exemple,  les  excès  de  température* (Tiui 
corps  sur  le  milieu  environnant,  et  que,  pour  les  temps, 

o....    t' z'....   j'....  &c /', 

ces.  eîûcès;  soient  A  ,  B ,  C  ...T.^'xhi  lai  de  la  progressJoji  géométiiq» 
était  exacte  y  on  devrait  avoir 


B^Am.Cz 


:  Am*  : 


m  étant  une  fraction  qui  varierait  d'un  corps  à  un  autre.  Cette  loi  ne 
se  véri6e  jamais  exactement,  sur-tout  quand  les  températures  A ,  B-,  C 
sont  élevées  ;  mais  on  conçoit  qu'on  pourra  toujours  représenter  un 
certain  nombre  de  termes  de  la  série  précédente  par  une  expression  de 
la  forme  v^/n"'"*'^'' ,  en  déterminant  convenablement  les  coëfficiens  «, 
et,  /3;  et,  à  l'aide  de  cette  formule,  on  pourra  calculer  avec  une  très- 
grande  approximation  la  valeur  du  temps  t,  correspondant  à  un  excès 
de  température  quelconque  T ,  pourvu  que  cet  excès  soit  compris  dam 
la  portion  de  la  série  qui  a  servi  à  l'interpolation. 

Cette  même  expression  nous  donne  ie  moyen  de  déterminer  la  vitesse 
de  refroidissement  correspondante  à  chaque  excès  de  température, 
c'est-à-dire,  ie  nombre  de  degrés  dont  la  température  du  corps  s'abais- 
serait dans  une  minute,  en  supposant  la  vitesse  du  refroidissement 
uniforme  pendant  cette  minute.  En  effet,  on  a   pour  cette  vitesse: 

-^  —   r.   ('a.  H-   2/3/;iog.   m. 

Celle  quantité  doit  toujours  excéder    la  perte    réelle  de   température 
pendant  ie  même  temps,  puisque  la  vitesse  du  refroidissement  dîminoM 
pendant  toute  sa  durée,  quelque  courte  qu'elle  soit. 
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Ce  n'est  pas ,  comme  4^n  le  pense  bien ,  pour  corriger  là  petite  diffé- 
rence dont  iu>us  venons  de  parier ,  que  nous  avons  fait  usage  de  ce 
procédé  renais  on  sentira  aisément  que  lorsqu'une  série  se  trouvait  ainsi 
divisée  en  plusieurs  parties  représentées  chacune  par  des  formules  em-» 
piriques  qui   satisfaisaient   le  plus  exactement  possible   aux  nombres 
observés ,  les  vitesses  de  refroidissement ,  déduites  de  ces  formules  pour 
les  différens  excès  de  température ,  se  trouvaient  dégagées  des  incerti-^ 
tudes  et  des  irrégularités  que  peuvent  présenter  des  résultats  isolés. 

Revenons  maintenant  à  la  première  comparaison  dont  nous  parlions 
tout^-l'heure ,  et  pour  cela  examinons  comment  la  vîtesse  <il*u  refroidis- 
sement a  varié  dans  les  trois  séries  dont  les  résufkats  oalcuiés  sont  ren- 
fepftés  ^am  le  taft)feau  suivant  : 


s 


EXCÈS 

de  température 

Sur  l'air. 


VITESSE 

de  refroidissement 

du  thermomètre  A. 

diam.  zn  a  cent. 


I 


loo»; 
«o; 
60; 
40; 

20. 


i8%92; 
14,00; 

9>58  ; 
5>93; 


I 


VITESSE 

de  refroidissement 

du  thermomètre  B. 

diam.  zz  4  cent. 


8^97  ; 

6i6o  ; 

4,5^; 
2,80; 


vItesse 
de  refroidissement 
du  thermomètre  C 
diam.  z:  7  cent. 


j%oo  ; 

iM  ; 

0,73- 


au 


La  première  colonne  contient  les  excès  de  la  température  destfhewno- 

f      ^tres  ^ur  celle  tfe  f  air  ^environnant;  la  seconde  renferme  les  vîtesses 

^^espon^ames  de  Tefroîdîssement  du  thermomètre  A ,  "dont  fe  boitte 

^ifirvifon   2  centimètres  de  diamètre.  Ces  vitesses  o\\t  été  calculées 

"l^rfci  méthode  exposée  plus  haut,  d'après  4es  observatîxyns  directes. 

-'-a  troisièmeet  fa  qxmtrîème  colionne  comprennent  les  vitesses  de  refroî- 

^^s^WCTit^des  thermomètres  B  et  C,  cSltuWes  tle  la  même  wanîère  pour 

^*^;^xcès  <ïe  températute  iwdïqtrés  datts  %  première  icôlonnre.  La  boule 

^^thermomètre  B  a  à-peu-près  4  centimètres  de  ^iamètue  ;  cette  du 

"^^ertwwnètre  Cenuy. 


^éf. 
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Un  simple  coiip-d'œJl  jeté  sur  ce  premier  tableau  nous  montre  déjà 
finexactitude  de  la  loi  de  Richmann  ;  car  on  voit  que  les  vitesses  de 
refroidissement  croissent  suivant  une  progression  pins  rapide  que  les 
excès  de  température.  Maintenant ,  si  l'on  prend  les  rapports  des 
nombres  correspondans  de  la  seconde  et  de  ia  troisième  colonne ,  on 
trouvera  qu'ils  ont  varié  ainsi  qu'il  suit,  en  commençant  par  les  termes 
qui  répondent  aux  plus  grands  excès  de  température  : 


Ces  nombres,  qui  ne  diffèrent  que  très-peu  les  uns  des  autres,  et 
qui  sont  tantôt  plus  grands  et  tantôt  plus  petits,  nous  apprennent  que 
ia  vitesse  du  refroidissement  varie,  suivant  la  fnême  loi,  dans  les  ther- 
momètres A  et  B.  En  comparant  de  ia  même  manière  les  nombres 
contenus  dans  la  seconde  et  la  quatrième  colonne,  on  trouvera  pour 
leurs  rapports  : 

3,80 


3.7« 


3.! 


3,«o.... 


3-77- 


L'égalité  presque  parfaite  de  ces  nombres  nous  montre  que  la  loi 
du  refroidissement  est  encore  la  même  pour  les  thermomètres  A  et 
C;  car  les  différences  que  présentent  les  nombres  précédens  doivent 
être  attribuées  aux  erreurs  inséparables  des  expériences  ,  et  ne  ré- 
pondent d'ailleurs  qu'à  des  incertitudes  d"uh  centième  de  degré  sur  les 
vitesses. 

On  est  donc  en  droit  de  conclure  de  ce  qui  précède,  que  la  loi  du 
refroidissement,  observée  sur  un  thermomètre  à  mercure,  est  indépen- 
dante de  la  grandeur  de  son  réservoir,  et  qu'elle  est  par  conséquent 
cette  loi  élémentaire  du  refroidissement  que  nous  cherchons,  ou,  si  l'oa 
veut,  la  loi  que  suivrait  le  refroidissement  d'un  point  matériel. 

Nous  n'avons  pas  examiné  comment  les  vitesses  de  refroidissemert 
varient  avec  la  grandeur  des  surfaces,  à  cause  du  peu  de  précision  dont 
serait  susceptible  la  mesure  de  ia  surface  d'une  boule  de  verre  soufflffe 
à  l'extrémité  d'un   tube ,  et  parce  que  cette  recherche  était  étrangère  à 

celle 
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i!Ie  qui  nous  occupe.  Néanmoins,  on  voit  par  les  mesures  approch(?es 
|ue  nous  avons  doMiées  des  diamèires  des  boules,  que  les  vitesses  de 
efroidissement  sont  à  très-peu  près  dans  le  rapport  que  l'on  observerait 
ï  l'égard  de  sphères  de  dimensions  infiniment  petites,  c'est-à-dire,  en 
iaison  inverse  des  diamètres. 

Passons  maintenant  à  l'examen  de  l'influence  que  pourrait  avoir  sur 
la  loi  du  refroidissement  la  nature  du  liquide  contenu  dans  le  vase.  Ici, 
la  difficulté  de  construire  des  thermomètres  avec  des  liquides  autres  que 
le  mercure,  difficulté  qui  tient  aux  incertitudes  qui  restent  encore  sur 
les  fois  de  dilatation  de  ces  corps,  nous  a  déterminés  à  observer  le  re- 
jfroidissement  de  ces  liquides  en  les  renfermant  dans  un  même  matras 
b  verre,  au  centre  duquel  plongeait  un  thermomètre  à  mercure  très- 
bnsible.  Nous  avons  même  reconnu  que  la  position  du  thermomètre 
lait  indifférente,  et  qu'à  un  instant  donné,  les  températures  de  tous 
les  j^pints  de  la  masse  étaient  sensiblement  les  mêmes;  ce  qui  tient  évi- 
lemment  à  ce  que  la  conductibilité  intérieure,  qui  ,  dans  les  liquides, 
Bt  le  résultat  des  courans  qui  s'y  forment,  peut  être  regardée  comme 
fc-peuprès  parfaite,  au  moins  pour  des  masses  telles  que  celles  sur  les- 
quelles nous  avons  opéré. 

Le  premier  des  tableaux  suivans  contient  les  vitesses  comparées  du 
tefroidissement  du  mercure  et  de  l'eau  ;  le  second  renferme  une  com- 
^aison  semblable  faite  entre  le  mercure  et  l'alcool  absolu  ;  le  troisième 
ntre  le  mercure  et  l'acide  sulfurique  concentré. 
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ixcàs 

tonpécatuie 
4i»  corps. 


40; 
30. 


vfrtsse 

du  mercure. 


1,89; 


vircssA 
de  Tcmu. 


IM9  ; 
i>i3; 

o,8j; 
0^62. 


SAPPOBT 

ces  vitesses. 

o,4y8  ; 
0,456. 


ixcis 

lie  •••n|Mfmlure 
du  corps. 


mmm^i'mmmgmr^^i^' 


40*; 

30; 
20. 


VITESSE 

de  icfroidis^emcBt 
du  mercure. 


i%89; 
136; 

0,87. 


vItesse 
de  rcfroidiueqiçnt 
de  Talcocl  absolu. 


) 


1,09; 
0,69. 


BAPPOMT 

encre 
ces  vitesses. 


0,798  ; 

0,801  ; 
o>794- 


1   de  tcmpérarare 
du  corps. 

Ml.» i 

6o»; 

50; 
4a; 

30. 

mssÊBsaBÊBsasBk 


L 


VITESSE 

de  refroidissement 
d^  mercurt. 


^mm^mmmmm^m^ 


3S03  i 

^,47; 
1,89; 

1,36. 


vfTESSB 

de  refroidissement 
de  facide  suiAirique. 


^p 


«•>97  ; 

'>59; 
1,22; 

0,89. 

imiin    fc 


B APPOET 

entre 
ces  vitesses. 


s 


«p 


i»M« 


0,650  ; 
0,649  ; 
0,646  ; 
0,654. 


Les  rapports  inscrks  dans  les  dernières  colonnes  de  chacun  de 
tableaux,  nous  montrent  que  la  loi  du  refroidissemeut  est  la  même  p 
les  quatre  liquides  comparés  ;  car  les  petites  variations  irrégulières 
ces  rapports  proviennent  évidemment  des  incertitudes  de  lobservati 
et  d'ailleurs  ,  pour  les  faire  disparaître ,  il  suffirait  aaltérer  les  val< 
des  vitesses  observées ,  de  quantités  qui  s'élèvent  à  peine  à  un  centi 
de  degré. 

JVlaintenant,  si  des  liquides  aussi  difFérens  par  leur  nature,  leur  c 
site  et  leur  fluidité,  présentent  des  lois  de  refroidissement  absolunr 
semblables,  il  est  permis  de  généraliser  ce  résultat,  et  de  conclure  qu 
masse  liquide  telle  que  celles  dont  nous  avons  fait  usage ,  q^uelie 
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soit  claiHeui^  sa  natHve»  se  refroidit ieiiactenaent  scRyané  oette  Ui  élémef^ 
taire  4|tte  bo^is  cherdtons. 

Restait  à  examiner  l'Influence  de  !a  natore  et  de  la  forme  da  vase. 

On  a  d^abord  comparé  les  refroîdîssemens  de  deux  sphères ,  Tune  de 
verre,  Tautre  de  fer- blanc, ^toutes  deux  pleines  deau.  (Le  rayon  de  ïa 
boule  de  fer-bfanc  excède  uxi  peu  celui  de  la  boule  de  verre,) 


<Ic  température 


doo; 
40; 

mÊBtsaatttÊi 


<U  refÎDi^itMinent 
et  !•  k««ife  4»  vcnr. 


! 


o,«y  ; 
o,6z; 


1 


»»t« 


de  lerrQidiiscmeDt 


o%90  ; 
o>73; 

0,3»; 
0,21. 


■  A*fl'rwV 

CfUrc 
des  «fftessâ. 


».j4; 

1,76. 


Id,  les  rapports  iudiqjués  dans  k  dernière  colonne  om  vané  touyotan 
4iiQs^  ie  même  senst  ei.  nxuis  moatrent  qaie  la  loi  du  refroidissenwiit  ledt 
plua  rapide  pour  la  boule  de  hv  -  blanc  que  poM;  la  ho^  de  voritt; 
M,  Leslie  est  arrivé  au  même  résultat ,  qju'il  a  gi^nëralisé  mi  admettant 
^ue  cette  Ici  change  avec  la  nature  des  corps,  et  qu'eUe  «st<  dîautant 
l4us  rapide  que  ces  corps  rayonnent  moins*  Cette  prppofimon  est  vraie 
4«ns  la  portion  de  r^cheile;  thermonH^trique  que  M.  Leèlie  n'a  pas  dé^ 
t^iQssée  dans  ses  expériences  ;  mais,  par  une  circonstaii'ce  très^^emarquaUè^ 
^n  effet  contraire  se  produit  dans  les  hautes  températures  :  de  inamèni 
^ue  quand  on  compare  les  lois  de  r^oidiMemetiiCr  d^  deux  coiips.  de 
^Urfaces^  di^rentes,  celle  des.  deux  Jojfei  qui  esi  Ift^  plus  rapide  dansifo 
Bf«rtie;  inférieure  de  T^jchelle,  devient  au  contraire  la^  mmnsrapkir^d^iii 
les  températures  élevées*  Ainsi,  dans  1^  série  rapportée  plus  haut!^  leis 
•x^apports  inscrits  dans  la  dernière  colonne  diminuent  à  mesure  que  i^on 
considère  de  plus  grands  excès  de  température  :  ils  augmenteraient  en« 
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suite  si  l'on  prolongeait  la  série  plus  loin;  et  su 


fa  proprîéit?  col 


une  à  toutes  les  qiiantitcs  doiu  les  v:iriaiions  changent  de  signe,  ces 


rapports  resteraient 
étendue  de  l'échelle 


très- peu   près  les    mêines  dans 


'  prrti 


Ion  assez 


liermoniétri(]ue.  C'est  ici  l'un  des  poims  les  plus 
imporlans  Je  la  théorie  du  refr  >idissemeni.  Si  nous  ne  nous  abusons  pas 
SLxr  l'exactitude  des  lois  auxquelles  nous  sommes  parvenus,  on  trouvera, 
dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  une  explication  très;simpie  de  ce  fait  re- 
marqualile,  qu'on  ne  pouvait  découvrir  qu'en  observant,  ain*;!  que  nous 
l'avons  fait,  les  refroidissemens  à  partir  de  températures  très-élevées. 

C'est  pour  n'avoir  pas  pris  tt;  soin  .que  MM.  Dalion  elLeslie  sont  arrives 
à  des  conséquences  si  éioignces  de  la  vérité  sur  la  question  qui  nous  occupe:    , 
le  premier,  entraîné  sans  doute  par  l'idée  que  la  loi  de  Rlchniann  se  véri- 
fiait dans  son  échelle  thermométrique,  et  n'ayant  pas  d'ailleurs  comparé ies 
refroidissemens  des  surfaces  différentes 


ans  un  ini 


tervaile  assez  étendu  , 
av:iit  été  conduit  à  supposer  que  la  loi  du  refroidissement  est  la  même 
pour  tous  les  corps;  et  M.  Lesiie,  qui  avait  remarqué  que  cette  loi  change 
avec  la  nature  de  la  surface  ,  n'ayant  pas  embrassé,  dans  ses  expériences, 
des  températures  suffis.^mment  élevées ,  a  cru  que  la  différence  qu'il  avait 
découverte  ne  faisait  que  s'accroître  à  mesure  qu'on  s'avance  dans  l'échelle 
thermamétrique  ;  ce  qui  l'a  entraîné  dans  des  conséquences  fort  inexactes, 
sur  lesquelles  nous  aurons  occasion  de  revenir  par  la  suite.  Nous  ferons 
seulement  remarquer  en  passant  qu'on  doit  être  surpris  que  M.  Leslîe  , 
à  qui  l'influence  de  la  nature  des  corps  sur  la  loi  du  refroidissement 
n'avait  pas  échappé,  et  qui  en  avait  conclu  avec  raison  que  la  loi  Je 
Richmann  devait  être  inexacte,  ait  fait  cependant  un  usage  presque  gé- 
néral de  cette  loi  dans  le  calcul  de  toutes  ses  expériences. 

Nous  avons  terminé  ces  recherches  préliminaires  en  examinant  Je 
refroidissement  de  l'eau  dans  trois  vases  de  fer-blanc  de  même  capacité; 
le  premier  sphérique;  le  second  cylindrique,  ayant  une  hauteur  double 
du  diamètre  de  la  base;  et  le  troisième  cylindrique  aussi,  mais  ayant 
une  hauteur  de  moitié  de  son  diamètre. 
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mzc#s 
4c 

température. 

vtrists 

de  rcfiroldisscmenl 
«le  la  boule. 

vItcssk  db  R. 

du  cylindre, 

dont  la  H. 

'est  double  du  D. 

Vh-BSSB  DB  R. 

du  cylindre  1 

dont  la  H. 

est  moitié  du  D. 

RAPPOBT 

de  la  3.*  colonne 
à  la  a.« 

«APPORT 

de  la  4.*  colonne 
i  la  a.« 

6o«; 

OS  90; 

i^ii  ; 

iSoi  ; 

i>23  ; 

1,12; 

50; 

o>73> 

0,89; 

0,80  ; 

1,22; 

1,10; 

40; 

o,î4; 

0,66  ; 

0,60; 

1,22; 

i,n  ; 

30; 

0,38; 

o»47; 

o>43  ; 

1,^3  ; 

i,ï3  ; 

20. 

0,21. 

0,26. 

0,23  ; 

1,24. 

1,10. 

La  loî  du  refroidissement  est  cnrore  la  même  pour  ies  trois  vases  de 
iigures  difierentes,  ainsi  que  l'indiquent  ies  rapports  inscrits  dans  les 
deux  dernières  colonnes.  La  forme  du  vase  n'a  donc  aucune  influence 
sensible  sur  la  loi  du  refroidissement';  et  ce  qui  confirme  cette  assertion , 
cest  que  les  rapports  trouvés  entre  les  vîtesses  de  refroidissement  sont 
à  très-peu  près  les  mêmes  que  ceux  qui  existent  entre  les  surfaces  des 
trois  vases,  comme  on  peut  aisément  s'en  assurer.  En  récapitulant  les  ré- 
sultats que  nous  venons  de  faire  connaître ,  on  voit  que  la  loi  du  refroi- 
dissement d'une  masse  liquide,  variable  avec  l'état  de  la  surface  qui  lui 
sert  d'enveloppe ,  est  néanmoins  indépendante  de  la  nature  de  ce  liquide  , 
de  la  forme  et  de  la  grandeur  du  vase  qui  le  contient.  C'est  là  le  prîn- 
cipe  que  nous  nous  proposions  d'établir  dans  cette  introduction ,  et  qui 
va  servir  de  base  aux  recherches  que  nous  allons  exposer. 

Appareils  destinés  aux  Expériences  sur  le  Refroidissement. 

Les  corps  dont  nous  avons  observé  le  refroidissement  ont  été,  con- 
formément aux  principes  exposés  précédemment,  des  thermomètres  d'un 
volume  tel  que  leurs  abaissemens  de  température  pussent  être  observés 
avec  précision.  Nous  en  avons  construit  deux,  dont  les  réservoirs  avaient 
environ  l'un  6  centimètres  de  diamètre ,  l'autre  2  :  le  premier,  contenant 
environ  trois  livres  de  mercure ,  servait  aux  observations  dans  les  tem- 
pératures élevées;  le  plus  petit  était  employé  pour  les  basses  tempéra- 


turçsi,  afin  d'ahrégçr  la  durée  des  expérience,  U  éiait  d'ailleurs. facile  de 

déduira  des  résultats  fmirnis  par  ce  dernier,  ceux  qu^'aurait  donnés (e  grand 
si  l'on  eût  prolongé  la  série  ée  son  refroi dhsement»  II  suffisait  pour  cela 
de  commencer  l'observation ,  sur  le  petit  thej^maoa^tM,  4  une  température 
plus  élevée  que  ceiie  à  laquelle  on  avait  terminé  fa  série  du  grand.  En 
déterminant  alors  le  rapport  de  fa  vitesse  du  refroidissement  de  ce  der- 
nier à  celle  du  petit  thermomètre,  pour  ujti  excès  commun  de  tempéra- 
ture, oa  avait  fe  nomj>re  par  lequel  on  devait  multiplier  tous  ies  résul- 
tats {ourfii^  par  celiii*^  pouif  oblenéf  les  vlieMet  eowetpondafiijee  dans 
l'autre. 

Ces  deux  instrumens,  construits  avec  tout  le  soin  possible^  ne  diffé- 
raient d'ailleurs  des  thermomètres  ordinaires  qu'en  ce  que  le  tube  sur 
lequel  les  degrés  étaient  marqués  se  trouvait  séparé  de  la  boule  par  un 
tube  intermédiaire^»  dont  le  calibre  intérieur  était  très-petit.  On  verra 
bientôt  le  motif  de  cette  disposition. 

Les  expériences  sur  fe  refroidissement  dans  le  vide,  par  lesquelles  nous 
devions  commencer,  exigeaient  que  le  thermomètre  pût  être  transporté 
dans  un  espace  suffisamment  grand,  dans  lequel  le  vide  serait  fait  trè$- 
promptement  :  il  fallait  aussi  que  l'enceinte  qui  environnait  de  toutes 
parts  le  thermomètre  fût  maintenue  à  une  température  connue;  et  comme 
le  même  appareil  devait  nous  servir  à  observer  le  refroidissement  dans 
l'air  et  dans  les  gaz,  il  fallait  que  ces  gaz  pussent  y  être  introduits  d'une 
manière  commode  et  prompte.  Toutes  ces  conditions  se  trouvent  remplies 
dans  la  construction  suivante. 

(Fig.^)*  L'enceinte  dans  laquelle  s'observe  le  refroidissement  est 
formée  par  un  grand  ballon  en  cuivre  trhs -mmce  M Af  Af'  Af\^ 
dont  le  diamètre  est  d'environ  3  décimètres;  le  col  saillant  de  ce  ballon 
a  été  usé  dans  sa  partie  supérieure,  de  manière  à  être  terminé  par  une 
surface  exactement  plane,  qu'on  rend  horizontale  à  l'aide  d'un  niv-eau. 
Ce  ballon  est  plongé,  jusqu'à  une  petite  distance  de  ses  bords,  dans  une 
grande  cuve  cylindrique  de  bois  pleine  d'eau,  où  il  est  retenu  dans  une 
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position  inyariabèe  par  de  fortes  traverses  RFl,  RR\  On  cotiçoit  que  les 
parois  tie  ce  ballon,  étant  très  -  minces  et  très  ^  conductrices  »  doivent 
pitpdre  constamment  la  température  de  leau  <|ui  les  environne^  et 
qu'étant  recouvertes  intérieurement  de  noir  de  fumées  elles  n«  peuvent 
rifléchir  <|u'une  portion  excessivement  petite  de  la  chaleur  que  leur  envoie 
le  tfaeriBoinctre.  Cet  effet  croissant  d'ailleurs  à^peu-près  comme  les  pertes 
(k  chaleur  du  corps ,  Terreur  qui  en  résulte  aâfecte  proportion Aellement 
tous  les  résultats.  Il  était  facile  d'élever  ia  température  de  l'enceinte  r 
c'est-é^dire ,  de  l'eau  environnante ,  en  faisant  arriver  de  ia  vapeur  dans 
le  tonneau  par  le  tube  recourbé  S  U  V,  plongeant  jusqu'au  fond  du 
late* 

L'orifice  du  ballon  est  fermé  par  une  plaqife  épaisse  de  Véfji?  AB , 
usée  avec  fe  pfus  grand  soin  strr  les  bofds  mêmes  dtr  bûlk>ft;  les  surfaceis 
en  contact  ont  d'ailleurs,  à  raiso»  de  l'épaisseur  dw  col,  wtt  étènàiHi 
suffisante  pour  que  l'interposition  d'une  petite  quantité  de  substance 
passe  rende  fe  contact  très-inthne  et  empêche  toute  eofnmunîedtîon 
wt  le  dehors. 

Cette  plaque  est  percée ,  à  son  centre ,  Stxnt  ouverture  clrcufâîré  dans 

laquelle  on  introduit  à  frottement  un  bouchon  qui  porte  là  tige  d'un 

thermomètre  :  les  degrés  de  cet  însirirment  commencent  immédiatement 

«u-dessus  du  bouchon,  et  le  tube  intermédiaire  CQ  a  fa  longueur  con- 

venaWe  pour  que  la  boule  se  trouve  au  centre  du  ballon*  En  dfofîtiâtit 

i ce  tube  intermédiaire  un  très-petit  diamètre,  on  diminue  f^  quantité 

de  mercure  hors  de  la  boule,  on  empêche  fe  courant  de  s'étàbffr,  et  té 

itûflement  qui  a  lieu  au  commencement  de  Féchelle  permet  d^âsstijeïtir 

fini  fortement  le  tube  dans  le  bouchon.  La  drspositfoti  dfe  la  pfaqutf 

et  dû  thermomètre  est  représentée  dans  la  fig.  tf ,  où  la  boufe  de  flris- 

tirument  est  placée  au-dessus  du  fourneau  qui  sert  à  f échauffer  :  les 

écrans  A  A'  sont  des  feuilles  de  fer-blanc  séparées  fes  unes  des;  autres, 

et  quî  servent  à  garantir  la  plaque  y^^  de  faction  du  feu. 

Revenons  maintenant  à  la /^.^  :  la  tige  du  thermomètre»  qui  est. 


\ 
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comme  on  le  voit,  en  dehors  du  ballon,  est  recouverte  par  im  tube 
évasé,  dont  les  bords  usés  s'appliquent  exaciemeni  sur  la  face  supé- 
rieure de  la  plaque  de  verre.  Cette  espèce  de  cloche  est  termiruie, 
dans  le  haut ,  par  une  pièce  à  robinet  D,  qui  se  visse  à  ('une  des  extré- 
mités d'un  tube  de  plomb  très-flexible  DEF,  dont  l'autre  extrémité  F 
est  eile-mt-me  fortement  vissée  sur  la  platine  HK  d'une  machine  pneu- 
matique. Le  canal,  qui ,  dans  celte  machine,  fait  communiquer  ie  centre 
de  la  platine  avec  le  baromètre,  porte  un^  autre  pièce  à  robinet  7", 
terminée  par  une  douille  dans  laquelle  est  mastiqué  un  tube  plein  de 
muriate  de  chaux.  C'est  par  ce  tube  que  s'écoule  le  gaz  contenu  dans 
ia  cloche  V ,  après  avoir  passé  par  le  tube  recourbé  mnprs.  Celle 
cloche  étant  d'ailleurs  mobile  de  haut  en  bas,  on  peut  facilement  établir 
l'équilibre  entre  l'élasticiié  du  gaz  introduit  et  ia  pression  de  l'aimo- 
sphère.  Voici  maintenant  la  marche  que  nous  avons  suivie  dans  chaque 
expérience. 

L'eau  du  tonneau  éiant  portée  à  la  température  convenable  ,  et  le 
thermomètre  engagé  dans  la  plaque  de  verre  étant  chauffé  presqu'à 
i'ébullition  du  mercure,  on  le  transportait  rapidement  dans  le  ballon; 
la  cloche  CT,  qui  était  vissée  d'avance  au  tube  de  plomb,  était  alors 
descendue  sur  ia  plaque;  et  tandis  qu'on  lutait  avec  soin  les  surfaces 
en  contact,  un  aide  faisait  rapidement  le  vide  au  moyen  de  la  machine 
pneumatique.  La  communication  du  ballon  et  de  la  cloche  était  d'ail- 
leurs rendue  très-libre  par  des  ouvertures  a  et  b,  pratiquées  dans  le 
disque  de  verre,  près  de  l'ouveriure  centrale. 

Si  le  refroidissement  devait  être  observé  dans  le  vide,  on  s'arrêtait 
quand  la  machine  cessait  de  dilater  l'air,  et  l'on  mesurait  immédiatement 
à  l'éprouvette  la  tension  de  ce  qui  restait  dans  le  ballon.  On  fermait 
ensuite  le  robinet  de  la  cloche  ,  et  l'observation  commençait.  Quand 
l'expérience  se  faisait  dans  l'air,  on  dilatait  d'abord  celui  du  ballon,  afin 
d'aider  au  contact  des  surfaces,  et  l'on  en  laissait  ensuite  rentrer  la  quan- 
tité convenable  ;  enfin,  lorsque  le  refroidissement  devait  être  observé 
dans  un  gaz,  on  faisait  d'abord  le  vide,  puis  on   laissait  rentrer  une 

certaine 
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certaine  quantité  de  gaz  :  on  faisait  de  nouveau  le  vide;  après  quoi,  Ton 
introduisait  la  totalité  du  gaz  qu'on  voulait  employer  ;  il  ne  se  trouvait 
plus  alors  mélangé  que  d'une  proportion  d'air  tout-à-fait  inappréciable. 

Nous  terminerons  cette  description  en  disant  que  les  dimensions  du 
thermomètre  avaient  été  calculées  de  manière  que  l'observation  du  re- 
froidissement pût  commencer  dans  le  vide  à  environ  300*^.  Les  expé- 
X'iences  qui  ont  été  faites  dans  l'air  et  dans  les  gaz,  exigeant  une  mani- 
pulation un  peu  plus  longue,  et  ne  pouvant  d'ailleurs  être  commencées 
a.vec  sûreté  que  lorsque  l'équilibre  s'était  établi  dans  toute  l'étendue 
du  fluide,  les  séries  d'observations  qui  s'y  rapportent  ne  commencent 
<jue  vers  250**. 

L'expérience  pour  le  refroidissement  dans  le  vide  ou  dans  un  gaz 
^^ant   été  prépar'^e  comme  nous  venons   de  l'expliquer,  il  ne  restait 
plus  qu'à  observer,  à  l'aide  d'une  montre  à  secondes,  les  températures 
ii^diquées  par  le  thermomètre  après  des  intervalles  de  temps  égaux  entre 
eux;  mais  ces  températures  devaient  subir  deux  corrections  que  nous 
allons  indiquer.  D'abord,   on  voit,  par  la  disposition  même  de  notre 
appareil ,  que  la  tige  du  thermomètre  était ,  au  bout  de  peu  d'instans , 
à.  la  température  de  l'air  environnant  ;  chaque  température  observée  était 
donc  trop  basse  d'un  nombre  de  degrés  égal  à  celui  dont  se  serait  dilatée 
la  colonne  de  mercure  contenue  dans  la  tige  du  thermomètre,  en  la 
portant  de  la  température  de  l'air  environnant  à  celle  de  la  boule.  Cette 
correction  était  facile  à  calculer,  et  l'on  a  eu  soin  de  l'appliquer  à  toutes 
les  températures  observées.  La  seconde  correction  avait  pour  but  de 
ramener  les  indications  du  thermomètre  à  mercure  à  celles  du  thermo- 
mètre à  air,  et  l'on  s'est  servi  pour  cela  de  la  table  rapportée  dans  la 
première  partie  de  ce  Mémoire. 

Lorsqu'on  avait  ainsi  formé  rigoureusement  la  série  des  températures 

consécutives  du  thermomètre ,  il  ne  restait  plus  qu'à  appliquer  à  cette 

^e  le  mode  de  calcul  que  nous  avons  exposé  plus  haut.  On  la  divi- 

^tdonc  en  plusieurs  parties»  qu'on  représentait  chacune  par  dès  ex- 
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,  bien  que  très-faibie, 
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pressions  de  la  forme  m.  a'^''*~^'',   où  /  dtîsigne  le  temps; 
servaient  ensuite   à  calculer  les  vhesses    de    refroidissement    pour  les 
difFtrens  excès  de  tempc^rature  ;   mais  ces   vitesses  doivent  subir    une 
diminution  facile  à  déterminer  dans  cliaque  cas.  Pour  concevoir  en  quoi 
elfe  consiste,  il  faut  remarquer  que  le  refroidissement  de  la    b.iule  du    ! 
thermomètre,  provenant  de  la  déperdition  de  chaleur  qui  a  lieu  par  la   ■ 
surface,  se  trouve  toujours  un  peu  augmenté  par  la  rentrée  du  mercure   | 
froid  venant  de  la  colonne  de  l'instrument  :  or,  le  volume  de  ce  mer-   | 
cure  était  connu,  ainsi  que  sa  température 
évaluer  exactement  cette  dernière  correction 
n'a  pas  dii  ctre  négligée. 

Telle  est  la  marche  constamment  suivie  dans  l'observation  et  le  calcul 
de  toutes  nos  expériences.  Nous  nous  sommes  conteniés  de  déterminer 
les  vitesses  de  refroidissement  pour  des  excès  de  températures,  croissant 
de  20  en  20  degrés;  et,  dans  la  crainte  de  donner  trop  d'étendue  à  ce 
Mémoire,  nous  avons  sirpprimc  tous  les  calculs  intermédiaires  qui  ont 
servi  à  ces  déterminations. 

Nous  allons  maintenant  entrer  dans  le  détail  de  nos  expériences,  en 
les  exposant  dans  l'ordre  où  elles  ont  été  faites. 

Nos  recherches  préliminaires  nous  ayant  fait  connaître  l'influence  de 
la  nature  des  surlaces  siu'  la  loi  du  relroijïssement ,  il  était  indispensable 
d'étudier  cette  loi  pour  divers  états  de  la  surface  de  nos  thermomètres; 
mais  il  &IIdit  aussi  que  ces  surfaces  n'éprouvassent  aucune  altération 
aux  plus  hautes  températures  auxquelles  elles  seraient  «^posées.  Les 
deux  seules  qui  nous  aient  paru  remplir  cçtte  con4ition,  sont  Ifs  surfaces 
vitreuses  et  argentées  ;  aussi  la  plupart  de  nos  expériences  oiit-elle»  été 
faites  d'abord  en  conservant  au  thermomètre  sa  surface  naiurellç,  pui» 
en  la  recouvrant  d'une  feuille  d'argent  très-mince.  Ces  deui  espèces  de 
surfaces  jouissent,  comme  on  le  sait,  de  pouvoirs  rayonnans  trcs-dif- 
férens;  le  verre  étant  un  des  corps  qui  rayonnent  le  plus,  et  l'argent 
celui  de  tous  qui  rayonne  le  moins.   Les  lois  auxquelles  nous  sommes 
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parvenus  dans  I.t  comparaison  des  refroidisse  m  erw  dé  ctfs  d  'iijr  surfaces , 
sont  d'une  telle  simplicité ,  qu'il  esi  hors  de  dout«  qu'elles  s'appliquent 
à  tout  autre  corps. 

Dw  Refroidissement  dans  le  Vide. 

Les  observations  sur  îe  refroidissement  dans  le  tfidtf,  calculces  comme 
nous  l'avons  préct^demment  expliqué,  sont  toutes  affectées  d'une  erreur 
irès-faible  à  la  vérité,  mais  dont  il  est  indispensable  de  les  corriger.  Celte 
erreur  provient  de  la  petite  quantité  d'air  restée  dans  le  ballon,  et  dont 
la  tension,  datls  le  plus  grand  nombre  des  expériences,  ne  s'élevait  qu'à 
3  millimètres. 

Ce  n'est  point  sur  la  série  de  températures  fournie  par  l'observation, 
que  cette  correction  peut  c'tre  exécutée  immédiatement;  mais  il  est  aisé 
de  la  faire  subir  aux  vitesses  de  refroidissement  déduites  du  calcul  ;  et 
pour  cAa,  il  suliu  de  les  diminuer  de  la  quantité  correspondante  à  la 
chaleur  enlevée  par  l'air  resté  dans  le  ballon. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  cette  correction  dans  chaque  cas,  nous 
avons  observé  le  refroidissement  de  notre  thermomètre  dans  le  ballon 
contenant  de  l'air  à  dïlfcrens  degrés  de  densité  ,  et  nous  avons  calcule, 
pour  les  divers  excès  de  température  ,  les  vitesses  de  refroidissement 
correspondantes  à  chaqtie  densité  ;  en  retranchant  de  ces  vitesses  celles 
qui  ont  lieu  dans  le  vide,  on  aurait  exactement  la  mesure  des  quantités 
de  chaleur  enlevées  pfir  l'air  dans  ses  différens  états  de  raréfaction.  On 
aura  donc  des  valeurs  presque  exactes  de  ces  mêmes  quantités,  en  re- 
tranchant les  vitesses  déjà  très-approchées  que  donne  l'observaiion  du 
refroidissement  dans  le  ballon  ,  lorsqu'il  ne  contient  plus  qu'une  quan- 
tité extrêmement  faible  de  gaz. 

Ayant  ainsi  déterminé,  pour  chaque  excès  de  température  et  pour 
Ifivêrses  densités,  les  quantités  de  chaleur  enlevées  par  l'air,  nous  avons 
reconnu  qu'elles  suivaient  une  loi  simple ,  à  l'aide  de  laquelle  nout  avons 
déterminé,  avec  une  précision  suffisante,  les  corrections  que  devaient 
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subir  les  vitesses  calculées.  Les  nombres  que  nous  rapporterons  dans  (a 
suite  de  ce  chapitre,  peuvent  donc  être  regardés  comme  extrêmement- 
peu  éloignes  de  ceux  qu'on  déduirait  d'observations  faites  dans  un  vide 
absolu. 

Passons  maintenant  à  l'examen  des  diverses  séries  calculées  et  corri- 
gées, et  commençons  par  celle  dans  laquelle  le  ballon  était  entouré  de  j 
glace  fondante.  Le  thermomètre  conserve  sa  surface  vitreuse  naturelle. 


EXCÉ5  DE  TEMPÉRATURE 

VITESSES  CORRESPONDANTES 

du  Ihcrnioraètre  sur  l'enceinte. 

de  refroidissement. 

HO'; 

io°,69; 

220; 

8.81  ; 

200; 

7.40; 

■  Boi 

6,.0; 

iéo-, 

4,89; 

.40; 

î,88; 

120; 

5.02  ; 

100  ; 

2,îo; 

80. 

1,74- 

La  première  colonne  contient  les  excès  de  température  du  thermo- 
mètre sur  celle  de  l'enceinte,  c'est-à-dire  les  températures  elles-mêmes, 
puisque  l'enceinte  était  à  0°  :  la  seconde  colonne  renferme  les  vitesses 
correspondantes  de  refroidissement,  calculées  et  corrigées  par  les  mé- 
thodes que  nous  avons  indiquées.  Ces  vitesses,  ainsi  que  nous  avons  eu 
l'occasion  de  le  dire  plusieurs  fois,  sont  les  nombres  de  degrés  dont  la 
température  s'abaisserait  dans  le  vide  durant  une  minute,  en  supposant 
le  refroidissement  uniforme  pendant  la  durée  de  cette  minute. 

Cette  première  série  met  bien  en  évidence  l'inexactitude  de  la  foi  de 
Richmann  ;  car,  dans  cette  loi,  la  vitesse  de  refroidissement  à  200* 
devrait  éire  double  de  celle  qui  correspond  à  loo"  ,  et  nous  la  trouvon» 
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pins  que  triple.  En  comparant  de  même  les  pertes  à  l4o*  et  à  80** 
d'excès,  on  trouve  la  première  environ  six  fois  plus  grande,  tandis  que, 
suivant  la  loi  de  Rlchmann ,  elle  devrait  être  seulement  triple. 

Rien  ne  serait  plus  facile  que  de  représenter,  avec  une  formule  com- 
posée de  deux  ou  trois  termes  ,  les  résultats  contenus  dans  le  tableau 
précédent,  et  d  obtenir  ainsi  une  relation  empirique  entre  les  températures 
des  corps  et  les  vitesses  correspondantes  de  refroidissement  ;  mais  les 
ibrmules  de  ce  genre,  utiles  sans  doute  lorsqu'on  a  besoin  de  calculer 
^es  efièts  intermédiaires  compris  dans  la  série  de  ceux  qui  ont  servi  à 
/^interpolation ,  deviennent  presque  toujours  inexactes  hors  des  limites 
^ntre  lesquelles  elles  ont  été  déterminées,  et  ne  doivent  jamais  être 
cronsidérées  comme  l'expression  des  lois  du  phénomène. 

Nous  avons  donc  cru  nécessaire,  avant  de  rechercher  aucune  loi,  de 
^v^arier  nos  observations  autant  que  la  nature  du  sujet  le  permettait.  La 
J"^niarque  suivante,  qui  ne  s'était  encore  présentée  à  l'esprit  d'aucun  phy- 
sioîen,  nous  a  heureusement  dirigés  dans  le  choix  des  circonstances 
l^roprçs  à  faire  découvrir  les  élémens  essentiels  du  problème. 

Dans  la  théorie  généralement  adoptée  des  échanges  de  chaleur ,  le  re- 

oidissement  d'un  corps  dans  le  vide  n'est  que  l'excès  de  son  rayonnement 

celui  des  corps  environnans.  Ainsi,  en  appelant  8  la  température  de 

*  enceinte  vide  dans  laquelle  un  corps  se  refroidit,  et  f-f-6  la  température 

^«  ce  corps,  on  aura  en  général,  pour  la  vitesse  V  du  refroidissement 

C^n  observant  que  cette  vitesse  est  nulle  quand  /  est  nul)  : 


P*  désignant  la  fonction  inconnue  de  la  température  absolue  qui  re- 
présente la  loi  du  rayonnement. 

Si  les  fonctions  F  {t-^QJ  et  F(^)  étaient  proportionnelles  à  leurs 
Variables,  c'est-à-dire  qu'elles  fussent  de  la  forme 


m  (t-i-Q)     et     m  {QJ  , 
^  étant  une  constante ,  on  trouverait  la  vitesse  du  refroidissement  égale 
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à  mt,  et  l'on  retojiiI)erait  dans  lâ  loi  d«  Rjchmann  ,  puîsqu^eftVtttMes 
de  refroidisseitient  se  trouveraient  ainsi  proporiionnetles  aux  excès  de 
tempcraiiire  :  ces  vitesses  seraient  en  inême  temps  indépendantes  des 
températures  absolues,  comme  on  l'a  supposé  jusqu'à  présent.  Mais  si 
fa  fonction  F  n'est  point  proportionneliê  à  sa  variable ,  l'expression 

qui  représente  la  vitesse  du  refroidissement,  devra  dépendre  à-la-fols 
de  CeXcès  de  teifipérature  /  et  de  !a  température  absolue  8  de  l'enceintt. 
C'est  pour  vérifier  cette  dernière  conséquence  qvie  nous  avons  o^ïservélc 
refroidissement  du  tliermomètredans  le  vide,  en  amenant  successivemeni 
l'eau  du  tonneau,  dans  lequel  le  ballon  est  plongé,  à  20°,  4o',  60', 
80°.  Le  tableau  suivant  présente,  sous  un  hiéfne  point  de  vue,  tous 
les  résultats  de  chacune  de  ces  séries  d'observations  qui  ont  d'ailleurs 
été  répétées  plusieurs  fois. 


■Irets.. 

»ÎTi<JÉ. 

.ÎTÏJ.Ï. 

»U(<<tï 

ttTlSSri 

It  um^imc 

dt 

* 

du  ihcrmoin.  , 

rtfioid.i.cmni.  , 

.crra^di..cmcnl    , 

•U'Ah 

'™^;™ 

IcKtintc 

i  to-. 

1  cMcinlc 

L  cnct.nu 

340"; 

io°,69  ; 

I2MO;      ■ 

'4-.Ji  ) 

i20; 

8.8,; 

io.4i  ; 

...98    i 

200; 

7.40  i 

8,58; 

10.01  : 

ii-,64i 

'3'4!  i 

180; 

6,10; 

7.04; 

8.20; 

9.!S; 

ii.os; 

160; 

4,89; 

!,67; 

6,61  i 

7,68; 

8,9!  ; 

140; 

3,88; 

4.Î7  ; 

s.!2; 

6., 4; 

7,>9i 

120; 

3fl»; 

î.s'i 

4,15; 

4.84; 

!.'4; 

100; 

2,io; 

2.74; 

Î,i6; 

3,M; 

4,29  i 

80; 

',74- 

■.99; 

2,30; 

2.7!; 

3,'8; 

60. 

1.40. 

1.62. 

1.68. 

2,17. 

Ce  tableau,  qui  n'a  besoin  d'aucune  explication,  confirme,  comme 
te  voît ,  le  principe  que  nous  Venons  d'établir  ;  ma  s  les  résultats  qull 
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■enferme  donnent  tiet.  à  un  rappro^liement  très  -  simple  qui  nous  a 
onduits  à  la  découverte  de  h  lui  du  refroidissement  dans  le  viJe.  Si 
l'on  compare  les  nombres  correspuiuians  de  la  x.'  et  de  la  3.'  colonne, 
c'esi-à-dire ,  les  vitesses  de  refroidissement  pour  !es  mêmes  eitccs  de  tem- 
pérature ,  l'enceinte  étant  successivemeiK  à  z'^ro  et  à  ao",  on  trouve 
que  les  rapports  de  ces  vitesses  ont  vari<f  ainsi  qu'il  suit  : 

I,  lé. . .    1,18. ..    1,1^. .,    i.i  5...    1,16...    1,17. . .    1,17... 
1,38...    r.15. 

Ces  nombres,  qui  diffèrent  déjà  très-peu  les  uns  des  autres  snns  offrir 
rien  de  régulier  dans  leurs  variations,  n'exigeraient,  pour  être  rendus 
égaux,  qu'un  changemeni,  sur  quelques  vitesses,  qui  s'élèverait  à  peine 
à  un  centième  de  leur  valeur. 

Comparons  de  même  les  vitesses  observées,  l'enceinte  étant  à  zQ*  et 
à  40°.  On  trouvera  pour  les  rapports  des  vitesses  : 


1,16...    1,15. 


'5- 


1,1 6... 
.    i,ï6... 


17.. 
,16. 


16... 


1.17. 


Prenons  maintenant  les   rapports  entre   les  vitesses  pour  ie  cas  où 
l'enceinte  est  à  40" ,  et  celui  où  elle  est  à  60"  ;  on  trouve  : 

1,15 1,16....    1,1(5,..     1,15 1,17 1,1  £>..,. 

1,18....    1,16. 

Enfin  ,  on  aura  pour  les  rapports  entre  les  vîiesses  correspondantef 
aux  cas  où  l'enceinte  est  à  60"  et  à  80*  : 


'5- 


1,15- 


.16.. 


17., 


1,17... 


1,16. ...    1,17 . 


Les  trois  dernières  comparaisons  nous  conduisent  au  même  résultat 
que  la  première,  et  nous  apprennent  en  outre  que  ie  rapport  constant 
entre  deux  des  séries  consécutives  et.t  resté  le  même,  en  portant  l'en- 
ceinte de  0°  à  2D'  ;  de  io"  4  4o''»  ^  4o*  *  û*?"  J  enfto,  de  .tfo"  à  80*^ 


H 
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Les  expériences  précédentes  mettent  donc  en  évidence  la  loi  suivante: 
La  vitesse  de  refroidissement  d'un  thermomètre  dans  le  vide ,  pour  un  excès 
constant  de  température,  croit  en  progression  géométrique ,  quand  la  température 
de  l'enceinte  croit  en  progression  arithmétique.  Le  rapport  de  cette  progression 
géométrique  est  le  même,  quel  que  soit  l'excès  de  température  que  l'on  considère. 
Cette  première  loi,  qui  se  rapporte  uniquement  à  ia  variation  de 
température  de  l'enceinte  ,  nous  permet  de  mettre  l'expression  précé- 
demment trouvée  de  la  vitesse  du  refroidissement  dans  le  vide  : 

F  (t^^)  ^  F(&;, 

sous  la  forme  : 

(ptx  a^  , 

a  étant  un  nombre  constant ,  et  ^  ftj  une  fonction  de  la  variable  / 
seulement,  et  qu'il  s'agit  de  découvrir. 

Les  deux  expressions  de  la  vitesse  de  refroidissement  étant  égales, 
nous  donnent  : 


<f{0^' 


F  (t  ^  i)  —  F  (^)    _ 

d'où ,  en  développant  en  série  : 

^  N  —  ^-  — ^i 1-  —  •  — ^ï »-  TT  •      «•     '  *'• 

et  cette  équation ,  devant  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  /, 
exige  qu'on  ait  : 

F  (^)  —  m. ai  , 

m  étant  un  nombre  indéterminé  ;  on  en  déduit  : 


F  (^)  =2,m.ai  H-  constante; 

et  par  suite  :  . 

.  F  (t  '-h^J  =  m.a^  -+-  constante. 

On  a  donc  enfin  pour  la  valeur  de  la  vitesse , 
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équation  qui  renferme  la  loi  du  refroidissement  dans  ie  vide. 

Si  Ton  suppose  9  constant,  le  coefficient  ma^   le  sera  aussi,  et  la  loi 
précédente  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

Lorsqu'un  corps  se  refroidit  dans  une  enceinte  vide  et  entretenue  à  une  tem- 
pérature constante  f  la  vitesse  du  refroidissement,  pour  des  excès  de  tempéra- 
ture en  progression  arithmétique ,  croit  comme  les  termes  et  une  progression 
géométrique  diminués  d'un  nombre  constant. 

Le  rapport  a  de  cette  progression  est  facile  à  trouver  pour  le  ther- 
momètre dont  nous  venons  d'observer  le  refroidissement;  car,  lorsque 
d  augmente  de  20*,  /  restant  le  même,  la  vitesse  du  refroidissement  se 
trouve  multipliée  par  i ,  i  (^5 ,  moyenne  entre  tous  les  rapports  déterminés 
jprécédemment.  On  a  donc  : 

a  =z  \/(i.i6^)  =z  1,0077  {*). 

Il  ne  reste  plus  maintenant,  pour  vérifier  1  exactitude  de  la  loi  précé- 
dente, qu'à  la  comparer  aux  différentes  séries  contenues  dans  ie  tableau 
rapporté  plus  haut.  Commençons  par  celle  où  Tenceinte  était  à  o^  ;  on 
trouve  alors  qu'il  faut  faire  ^  =  2,037  ;  on  a  donc ,  pour  ce  cas  : 

V  =:  2,037  (a'  —  r;, 
ou 

a  =z  1,0077. 


[*)  Un  rapprochement  assez  singulier  pour  être  remarqué,  sans  vouloir  toutefois  en  tirer 
ttcune  conséquence ,  c'est  que  ce  coefficient  1,0077  soit  à-peu-prés  le  carré  du  coefficient 
^  la  dilatation  des  gaz. 
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EXCES  DE  TEMPERATURE 

du  thermomètre, 
ou  valeurs  de  t. 


24o<»; 
220  ; 

aoo; 

180; 
160  ; 
140; 
120  ; 
100  ; 
80. 


-i-ÎLJ. 


Stt 


SK9 


VALEURS 
observées  de  ^ 


10^,69  ; 
8,81; 

6,10; 

4^89; 

3,88; 

3>o^> 
^,30; 
1,74. 


VALEURS 

calculées  de  K 


io*,68 
8,89 

7.34 
6,03 

4,87 
3,89 
3.^5 

2»33 

1,72. 


J 


Prenons  maintenant  la  se'rîe  faîte  dans  Tenceinte  à  20**;  le  coefficîe 
précédent  de  {a^ —  îj  doit  être  alors  multiplié  par  ^**  ziz  1 ,1  65  ;  or 
donc  : 

y  =  2,374  (a'  —  ij. 


EXCÀS  DE  TEMPÉRATURE, 

VALEURS 

VALEURS 

OU  valeurs  de  /. 

observées  de  P. 

calculées  de   P^. 

2400; 

iz'Ao; 

I2S46; 

220; 

10,41  ; 

10,36  ; 

200; 

S,58; 

8,56; 

180; 

7,04  ; 

é         7>oï  ; 

160; 

J><i7; 

5^8; 

140; 

4.J7  ; 

4>;4  ;           tt 

120  ; 

3,56; 

3,56  ; 

100  ; 

2,74} 

2,72; 

80; 

'.99; 

2,00; 

60; 

i,4o; 

i>38; 

40; 

0,86; 

0,8  j  ; 

20. 

0.39' 

0,39. 
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issons  à  la  série  correspondante  au  cas  où  Tenceinte  e$t  à  4o®  ;  le 
icient  précédent  de  (  a^ —  \)  doit  être  encore  multiplié  par 
=;  1,1(^5  ;  ainsi  : 

=  2,7^^  (a'  —  \). 


1  EXCÈS  DE  TEMPÉRATURE 

1       du  thermomètre, 
1        ou  valeurs  de  t. 

VALEURS 

observées  de  V, 

VALEURS 

calculées  de  V, 

1          i4o^ 

ï4%3J; 

i4%44: 

1                  220  i 

11,98; 

12/J6; 

200  ; 

iD^oi  ; 

'i^T\ 

i8o; 

8,20; 

8^7; 

i6o  ; 

6^1  ; 

6^»; 

140; 

,iâ^V 

5^î 

120  ; 

4»«î; 

4.»4; 

100  \ 

3>»^; 

3»i7; 

88; 

2,30; 

a.}3i 

60. 

1,62. 

i»6i- 

our  la  série  dans  laquelle  Teiicdînte  est  à  60^,  on  aura  : 

V  r=  3,222  (d  —  1/ 


EXCÈS  DE  TEMPÉRATURE 
on  vaieurs  ée  t 


200** 


VALEURS 
observée»  de  V, 


Kk 


l6o  PHYSIQUE. 

Enfin,  quand  l'enceinte  est  à  80° ,  on  a  ; 


EXCÈS   D£   TEMPÉRATURE 

VALEURS 

VALEURS 

OU  valeur!  de  i. 

obicnees  de    K 

calculée!  de   K 

loo"; 

ij".4s; 

i3',S2i 

180; 

■  1.0;  ; 

11,09; 

160; 

«,9s; 

8,98  ;_ 

.40; 

7,i9  1 

7,i8: 

120  i 

S.64, 

5;6,; 

100; 

4,:9  1 

4.!°; 

80; 

î,.8, 

Î,i6; 

«0. 

2.17. 

2,i8. 

L'accord  remarquable  des  rcsuhats  du  calcul  et  de  l'observation  ne 
permet  point  de  douter  de  l'exactitude  de  la  loi  à  laquelle  nous  avons  été 
conduits.  Sans  nous  arrêter  pour  l'instant  aux  conséquences  qui  peuvent 
s'en  déduire ,  examinons  tolit  de  suite  les  séries  relatives  à  la  boule  argen- 
tée. Lorsque  ces  séries  ont  été  calculées  ,  nous  nous  sommes  immédiate- 
ment aperçus ,  en  les  comparant  aux  séries  analogues  du  thermomètre  nu, 
que  les  vitesses  de  refroidissement  de  celui-ci  étaient,  pour  Ja  même 
température  de  l'enceinte  et  pour  les  mêmes  excès  de  température  du 
corps,  proportionnelles  aux  vitesses  correspondantes  de  refroidissement 
de  la  boule  à  surface  argentée  ;  la  formule  trouvée  précédemment  s'ap 
piiquera  donc  encore  à  ce  genre  de  surface,  en  conservant  k  a  \a.  même 
valeur,  et  en  diminuant  convenablement  m. 

Notre  première  observation  sur  le  refroidissement  du  thermomètre 
argenté  a  été  faite ,  ô  étant  égal  à  20°.  Nous  avons  trouvé  qu'il  fallait 
supposer  m  =  0,3  57.  et  par  conséquent  ma^  ^  0,416  ;  donc  : 

V  =.  0.416  (a'  ~~  ïj. 
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1    .-       '        1 

^^E^ssass^^^^ 

£XCÈ5  DE  TEMPÉRATURE 

VALEURS 

VALEURS 

on  valeurs  de  /. 

observées  de  V. 

calculées  de  V. 

280»; 

3 VJ  ; 

3","; 

260; 

M9; 

2,61; 

240  ; 

2,18;               1                2,18;               1 

220; 

1,83  ; 

1,81  ; 

200  ; 

M3; 

«>ÎO; 

180; 

i>26; 

ï>^3; 

160; 

1,02; 

1,00; 

140; 

o,8i; 

0,80; 

120; 

0,62  ; 

0,62; 

,'oo» 

0A7; 

0,48; 

80; 

o»34; 

o,3î; 

60; 

0,24; 

0,24; 

40; 

o,ij  ; 

0,15  ; 

20. 

0,07. 

1  I  :       • 

0,07. 

Une  série  aussi  étendue  que  la  précédente  suffirait  pour  prouver  que 
h  formule  qui  satisfait  au  refroidissement  de  la  boute  vitreuse  dans  le 
^Me,  s'étend  au  cas  de  la  boule  argentée  ,  en  y  conservant  pour  a  la 
Jnéme  valeur  ;  néanmoins ,  ppur  ne  négliger  aucun  des  moyens  de  vé- 
rification qui  nous  étaient  offerts ,  nous  avons  fait  varier  la  température 
^^fenceînte,  et  nous  l'avons  portée  de  suite  à  80**.  Le  coefficient  pré- 
cédent de  (a''—  i)  doit  être  multiplié  par  ^i*"*  ;  ce  qui  donne  : 


0,^58  (^û^-r  i). 
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1  EXCÈS  Df   TEMPÉRATURE 

VAIEU 

i                                   VALELlttS 

on  «Hicim  ie  t. 

oiiîei^^ol  d 

e    K                     cAiruWn  dt    K 

a4o-; 

Î-.40 

îM4  i 

2iO; 

2.87 

2,«6; 

iOo; 

2.SS 

2.J7; 

180, 

1,92. 

■.941 

160  ; 

i,)6 

1,!»; 

i4o; 

1.27 

1.26; 

120; 

O.W 

=,58; 

100  ! 

0.7Ï; 

0,76; 

So. 

0.s6. 

o.!(- 

La  simplicité  et  la  généralité  Je  ia  loi  que  nous  venons  d'établir, 
l'exactitude  avec  laquelle  l'observation  la  confirme  dans  une  étendue 
de  près  de  300"  de  l'échelle  tliermométrique,  tout  porte  à  croire  qu'elle 
représentera  rigoureusement  le  progrès  du  refroidissement  dans  le  vide, 
à  toutes  les  teinpe'ratures,  et  pour  tous  les  corps, 

Revenons  maintenant  au  calcul  quj  nous  a  conduits  3rla  dccouvefM 
de  cette  loi. 

Le  rayonnement  total  de  l'enceinte  y  est  représenté  par  F  (^) ,  ei 
noys  trouvons  pour  sa  valeur  : 


Or,  le  point  à  partir  duquel  se  comptent  les  températures  absoiues 
6  étant  arbitraire,  on  peut  le  choisir  de  manière  que  la  constante  soit 
nulle;  ce  qui  réduira  l'expression  précédente  à  ma^.  On  en  conclura 
donc  que  s'il  était  possible  d'observer  le  refroidissement  absolu  d'un  co/ps 
dans  ie  vide,  c'est-à-dire,  les  pertes  de  clialeur  de  ce  corps  ,  sans  resii- 
tution  de  la  part  des  corps  environnans,  ce  refroidissement  suivrait  uns 
loi  dans  laquelle  les  vitesses  décroîtraient  en  progression  géométrique, 
les  températures  décroissant  en  progression  arithmétique  ;  et  de  plus, 
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«]ue  le  rapport  de  cette  progression  géométrique  serait  le  même  peut 
^ous  les  corps»  quel  que  fût  Tétat  de  leurs  suriaces. 

De  cette  ioi  très^simple  en  elle-même»  on  déduit  aisément  celle  du 
x'efroidissement  réeJ  des  Corps  dans  le  vidé.  En  effet»  pour  passer  du  pré* 
jnier  cas  à  celui-^ci  »  il  suffit  de  tenir  compte  de  la  quantité  de  chaleur 
envoyée  à  chaque  instant  par  Tenceinte  :  cette  quantité  de  chaleur  sera 
czonstante  »  si  la  température  de  l'enceinte  ne  varie  pas  ;  doù  il  suit  que 
2a  vitesse  du  refroidissement  réel  d'un  corps  dans  le  vide»  pour  des  excès 
de  température  en  progression  arithmétique»  doit  croître  comme  les  termes 
d'une  progression,  géométrique  diminués  d'un  nombre  constant.  Ce 
nombre  doit  lui-même  varier  en  progression  géométrique»  quand  la  tem- 
pérature de  l'enceinte  (dont  il  représente  le  rayonnement  absolu)  varie 
en  progression  arithmétique.  Ces  divers  résultats  sont  clairement  exprî* 
mes  dans  l'équation  obtenue  précédemment.  £n  y  faisant  ma^^zz  M, 
on   a» 

V  ^  M  (a!  —  t). 

Af  est  le  nombre  qu'on  doit  retrancher  des  diâférens  termes  de  là  pro«> 
gression  géométrique  exprimés  par  Ma^ ,  et  l'on  voit»  en  outre»  que  ce 
tiombre  M  est  lié  avec  d  par  la  relation  énoncée  plus  haut. 

Puisque  la  valeur  de  ^  est  indépendante  de  la  nature  de  la  surface  » 
H  en  résulte  que  la  loi  du  refroidissement  dans  le  vide  est  la  même  pour 
tow  les  corps  ;  en  sorte  que  les  pouvoirs  rayon nans  de  diverses  subs^ 
tances  conservent  les  mêmes  rapports  à  toutes  les  températures*  Nous 
^Vons  trouvé  ce  rapport  égal  à  5,7»  en  comparant  le  verre  à  l'argent: 
c^  résultat  est  un  peu  moindre  que  celui  de  M«  Leslie  ;  mais  cela  tient 
^ns  doute  à  ce  que  la  surface  argentée  de  notre  thermomètre  étah  matte^ 
tandis  que  M«  Leslie  a  employé  de  l'argent  poli. 

On  Volt  aussi»  en  supposant  la  loi  du  rayonnement  absolu  repré- 
sentée par  la  formule  ma^,  qu'il  faut  faire  ô:£s=c»  pour  rendre  la  vitesse 
^^He  ;  ce  qui  fixe  le  léro  abtolu  à  i'infini«  Cette  opinion»  répétée  par  un  grand 
Nombre  de  physiciens  »  parce  qu  elle  conduisait  à  regarder  comme  Infinie 
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la  quantiré  de  chafeur  contenue  dans  les  corps  ,  lorsqu'on  supposait  leur 
capacité  constante,  devient  au  contraire  vraisemblable,  maintenant  qu'on 
sait  que  ies  chaleurs  spécifiques  diminuent  à  mesure  que  la  température 
s'abaisse;  car  la  loi  de  cette  diminution  peut  être  telle,  que  rinicgralc 
des  quantités  de  chaleur,  prise  jusqu'à  une  température  infiniment  basse, 
ait  cependant  une  valeur  finie. 

La  loi  du  refroidissement,  telle  que  nous  venons  de  la  présenter,  ei 
telle  qu'on  peut  l'observer  clans  le  vide  ,  se  rapporte  uniquement  aux 
vitesses  de  refroidissement  estimées  par  l'abaissement  de  température 
qu'indiquerait  un  thermomètre  à  air.  On  peut  voir,  par  la  correspon- 
dance de  toutes  les  échelles  thermométriques  précédemment  exposée, 
qu'en  se  servant  de  tout  autre  thermomètre ,  les  relations  que  nous  avons 
découvertes  entre  les  températures  et  les  vitesses  de  refroidissement 
perdraient  ce  caractère  de  simplicité  et  de  généralité  qui  est  l'attribui 
ordinaire  des  lois  de  la  nature. 

Si  les  capacités  des  corps  pour  la  chaleur  étaient  constantes,  dam 
l'échelle  du  thermomètre  à  air,  la  loi  précédente  donnerait  encore  l'ex- 
pression des  quantités  de  chaleur  perdues,  en  fonction  des  températures 
correspondantes.  Mais  comme  nous  avons  prouvé  que  le  calorique  sp6 
cifique  des  corps  n'est  constant  dans  aucune  échelle  thermoméirique,  on 
voit  que,  pour  passer  à  ces  pertes  réelles  de  chaleur,  il  est  nécessaire  d'in- 
troduire un  élément  de  plus,  savoir  ,  la  variation  de  capacité  des  corps 
soumis  à  l'observation.  En  considérant  la  question  sous  ce  point  de  vue, 
Jl  faudrait  donc  connaître  d'abord  la  loi  suivant  laquelle  varient  les  ca- 
pacités d'un  certain  corps,  et  déterminer  ensuite,  par  des  observations 
directes,  les  quantités  de  chaleur  perdues  par  ce  même  corps,  à  des 
termes  fixes  de  température  indiquée  par  le  thermomètre  à  air.  Alors, en 
multipliant  les  vitesses  de  refroidissement  déduites  de  la  loi  précédente, 
par  les  capacités  correspondantes,  on  représenterait  les  pertes  absolues 
de  chaleur.  Ce  n'est  pas  dans  l'intervalle  des  deux  ou  trois  cents  pre- 
)niers  degrés  de  l'échelle  centigrade  que  l'on  peut  espérer  de  vérifier 
l'exactitude  de  ces  conséquences.  La  variation  des  capacités  ne  çommen* 

çanl 
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<ant  à  devçnir  très-sensible  qu'au-delà  de  ce  terme,  il  faudrait  pouvoir 
ojbserver  à  des  températures  dé  5.  à  600®.  On  conçoit  facilement  toute 
la  di/Hcuité  dun  pareil  genre  d'expérience.  Cependant  nous  somniies  pair- 
venqs  à  construire  des  appareils  qui  réunissent  toutes  les  conditions  desî^ 
rablesy  et  nous  avons  déjà, fait  un  gr^nd  nombre  d'observations  relatives 
à  ce  sujet;  mais  comme  nos  résultats  ne  présentent  poi^t  toute  ia  régu- 
larité que  nous  pouvons  espérer  de  leur  donner  ,  nous  en  différerons 
encore  la  publication. 

I  Le  moyen. que  M.  Leslie  a  employé  pour  mesurer  les  pouvoirs  émis^ 
sifs  des  surfaces  de  différente  nature,  est  très -propre  à  faire  connaître 
■les  quantités  de  chaleur  rayonnante  perdues  par  un  corps  à  toutes  les 
températures.  On  sait  que  ce  moyen  consiste  à  évaluer  le  rayojinepiènt 
d'un  corps  par  le  réchauffement  d'un  thermomètre  à  air  ou  à  mercure 
placé  à  une  certaine  distance  du  corps  chaud /et  que,  pour  rejidre  les 
efFets  plus  sensibles,  ce  thermomètre  est  sîtiié  au  foyer  d'un  réflecteur. 

C'est  en  se  servant  de  cet  appareil,  que  Laroche  est  parvenu  au  ré- 
sultat que  nous  avons  précédemment  rappelé.  Parmi  les  séries  d'obser- 
vations faîtes. par  ce  moyen  ,  il  s'en  trouve  une  qui  s'étend,  à  la  vérité, 
à  des  températures  très-élevéçs  ;  mais  elle  ne  peut  être  d'aucune  utilité, 
parce  que  les  températures  ont  été  déterminées  par  un  procédé  fondé 
sur  la  supposition  que  les  capacités  étaient  constantes  :  les  nombres 
<iuî  représentent  les  pertes  de  chaleur  sont  d'ailleurs  affectés  d'une  autre 
erreur  qui  provient  de  ce  que  le  réchauffement  de  ^on  thermomètre 
focal  était  trop  grand ,  pour  que  déjà,  l'inexactitude  de  ja  loi  de  Newton 
ne  fut  très  -  sensible.  Mais  pour  faire  voir  que  notre  i  loi  satisfait  aux 
observations  faites  par  ce  procédé,  quand  elles  sont  débarrassées  des 
causes  d'erreurs  dont  nous  venons  de  parler  ,  nous  l'appliquerons  aux 
séries  rapportées  dans  le  riiêmè  Mémoire,  et  qui  ne^ortent  point  des 
Jimites.dans  lesquelles  la  yariapon  de  capacité  n'e^ercç  qjy[iiç,e  ipfiiicnce 
ùiappréciable.  Ces  séries,  sont  pelles  du  rayonnementi4!^;i,^reLis^t  ^^f^r 
plein  de  mercure.  Ici,  la  température  du  corps  n'ayant »pas;;çxcédé  aoo?/, 
on  peut  supposer  la  chaleur  spécifijque  constante.  0;ij)çut  parejllçnjeiit 
XVIIl/  Cahier.  '  Ll    * 
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négliger  la  correction  que  les  indications  du  thermomètre  à  mercure  doi- 
vent subir  pour  être  ramenées  à  i'échelle  du  thermomètre  à  air,  parce  que, 
dans  l'expérience  de  Laroche,  la  tige  du  thermomètre  ne  pouvant  plonger 
en  entier  dans  le  liquide,  les  températures  observées  ont  dû  être  affec- 
tées d'une  erreur  au  moins  éga  e  à  la  correction  dont  il  s'agit. 

Au  lieu  de  prendre  chacune  des  séries  rapportées  par  ce  physicien, 
nous  en  avons  pris  en  quelque  sorte  les  moyennes  en  nous  servant  de  la 
formule  par  laquelle  M.  Biot  a  représenté  ces  observations  ;  formule  ^ui 
se  trouve  pag.  6^4  du  IV.*  voi.  de  son  Tr.iité  de  physique.  Les  nombre! 
que  nous  donnons  comme  résultais  de  l'observation  sont  donc  déduits  de 
la  formule  de  M.  Biot.  Pour  les  exprimer  à  l'aide  de  notre  loi  ,  il  faut 
faire  V ,  qui  représente  ici  le  rayonnement ,  égal  à 

4M  (<'•—  ')■ 

t  étant  l'excès  de  température  du  creuset,  et  a  un  nombre  constant  que 
nous  avons  trouvé  précisément  égal  à  i,oo-jj. 


VALEURS    DE    t. 

observées  de   K 

VALEURS 

calcuiées  de  V. 

=00-; 

■r.jj; 

ISV9; 

.80; 

la.Si  ; 

i2,si; 

160; 

10,09; 

10,1s  ! 

1401 

8,04  i 

8,11  ; 

120; 

li.îo; 

6,36; 

100  : 

4.84; 

4.86; 

80; 

î,fe; 

î,s«; 

^         60. 

Î.54- 

2,47- 

L'accord  que  i'on  remarque  encore  ici  entre  le  calcul  et  l'observation, 
fournit  une  nouvelle  preuve  que  le  nombre  a  ne  dépend  ni  de  la  masse 
ni  de  l'état  de  la  surface  du  corps,  puisque  nous  lui  retrouvons,  dans 
des  circonstances  fort  différentes ,  la  même  valeur  que  dans  nos  expe- 
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riences  sur  le  refroidissement  dans  le  vide  des  surfaces  vitreuses  et  ar- 
gentées. 

On  peut  déduire  aisément  de  l'expression  de  la  vitesse  du  refroidis- 
sement dans  le  vide,  la  relation  qui  lie  les  températures  et  le  temps j 
en  effet ,  en  désignant  le  temps  par  x ,  on  a 


Ai  étant  un  coefficient  constant  qui  dépend  seulement  de  la  tempéra^ 
ture  de  Tenceinte  »  on  en  conclut , 


—  dt 


M  (a*  ^  \)     ' 


M  iog.  a 


const. 


('og-  ^^) 


La  constante  arbitraire  et  le  nombre  M  se  détermineront  dans  chaque 
particulier ,  lorsqu'on  aura  observé  les  valeurs  de  /,  répondant  à 
deux  valeurs  connues  du  temps  x. 

Si  l'on  supposait  /  assez  petit,  pour  que»  eu  égard  à  la  petitesse 
du  logarithme  de  ^i  ^  on  pût  se  borner  aux  termes  de  la  première  puis- 
sance dans  le  développement  de  a^ ,  on  retomberait  dans  la  loi  de 
"Newton. 


A 

il 


Lî  1 


J)it  Refroidissement  dtuis  l'Air  et  dans  les  Cai7 

Les,Ioi?;;flu  refroîdisserT}ent  dans  le  vide  ^tani  connues,  rien  n'est 
plus  simple  que  de  séparer,  du  rerroïdissrment  total  d'un  corps  envi- 
ronné d'air  ou  d'un  autre  i;az ,  la  portion  de  l'effet  due  au  contact  du 
fluide.  Il  suffit  évidemment  pour  cela  de  retrancher,  des  vitesses  de 
refroidissement  réelles,  celles  qui  auraient  lieu  si,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs  ,  le  corps  était  placé  dans  le  vide.  Celle  soustraction  peut 
très-aisément  s'opérer,  maintenant  que  nous  avons  une  formule  qui  re- 
présente ces  vitesses  avec  une  grande  exactitude  et  pour  tous  les  cas 
possibles.  Nous  pouvons  donc  déterminer  l'énergie  du  refroidissement 
dû  au  seul  contact  des  fluides,  et  telle  qu'elle  s'observerait  immcdiaie- 
ment  si  les  corps  pouvaient  être  privés  de  la  faculté  de  rayonner.  Celte 
partie  de  notre  travail  exigeait  un  nombre  très -considérable  d'expé- 
riences, puisque  les  lois  que  nous  cherchions  à  découvrir  devaient  être 
étudiées  sur  des  gaz  différens,  et,  pour  chacun  d'eux,  à  des  pressions  et 
à  des  températures  diverses.  Chaque  expérience  a  été  faite  et  calculée 
comme  nous  l'avons  expliqué  plus  haut  ;  aussi  nous  bornerons  -  nous 
encore  à  rapporter  les  résultats  moyens  et  tout  calculés  de  ces  diverses 
observations, 

La  première  question  dont  nous  devions  nous  occuper  était  de 
rechercher  si  fes  modifications  de  la  surface  des  corps,  qui  exercent 
sur  le  rayonnement  une  si  puissante  influence  ,  apporteraient  aussi 
quelque  changement  dans  les  pertes  de  chaleur  occasionnées  par  le 
contact  des  fluides.  II  suffisait  pour  cela  d'observer  le  refroidissement 
de  notre  thermomètre  dans  un  gaz  d'une  élasticité  et  d'une  tempéra- 
ture déterminées  ,  d'abord  en  conservant  à  la  boule  sa  surface  vitreuse 
et  naturelle  ,  et  ensuite  en  la  recouvrant  d'une  feuille  d'argent. 

De  toutes  les  expériences  qui  ont  eu  cette  comparaison  pour  objet, 
nous  ne  citerons  que  les  deux  suivantes  : 

Dans  la  première ,  nous  avons  observé  le  refroidissement  du  plus  grosl 
de  nos  deux  thermomètres  dans  le  ballon  contenant  de  l'air  à  la  pres-J 
sion  de  o^jy^îet  à  la  température  de  20°, 
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Fremier  cas.  Le  thermomètre  ayant  sa  surface  naturelle. 


Bxcis 

VITESSES    TOTALES 

VÎTESSES 

OIFFéRENCES 

de  U-inpi-rature 

de  refroid  isscmcut 

de  refroidissement 

OU  Vitesses 

du   thcrmomitre 

de 

qui  auraient  lieu 

de  refroidissement 

à  fturface  vitreuse. 

ce  thermomèirc. 

dans  le  vide- 

ducs  à  l'air  seul. 

1 

1 4So4 ; 

8»,î6  ; 

5'.48  ; 

i8o; 

11,76; 

7.0  '  ; 

4,75; 

i6o; 

9»8j; 

5,68; 

4,>7; 

140; 

8,05; 

4,54; 

3.5  «; 

120; 

6,46; 

3.56; 

2,90; 

100. 

4i99- 

2,72, 

2,27. 
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IDeuxième  cas.  Le  thermomètre  ayant  sa  surface  argentée. 


Excis 

VÎTESSES     TOTALES 

vItesses 

oiffArekces 

de  température 

de    refroidissement 

de  refroidissement 

ou  vitesses 

du    thermomètre 

de 

qui   auraient  lieu 

de  refroidissement 

i  surface  argentée. 

ce  thermomètre. 

dans  le  vide. 

dues  i  Tair  seul. 

200^  ; 

6»,93  ; 

^^5o; 

5'.43  ; 

180; 

6,02; 

1,23  ; 

4,79; 

160  ; 

5.'9; 

1,00; 

4,19  î 

140; 

4,3^; 

0,80  ; 

3.5^; 

120; 

3,50; 

0,62; 

2,88; 

100. 

2,80. 

0,48. 

2,32. 

On  voit ,  en  comparant  les  dernières  colonnes  des  deux  tableaux 
P^écédens,  que  les  nombres  correspondans  ne  présentent  que  des  diffé- 
rences très- petites  qu'on  doit  raisonnablement  attribuer  aux  erreurs 
^^s  expériences.  L  air  enlève  donc,  toutes  choses  égales  d  ailleurs,  fa 
"^^me  quantité  de  chaleur  aux  surfaces  vitreuses  et  aux  surfaces  métal- 


iî 


S^es. 


Les  deux  tableaux  suivans  renferment  tous  les  élémens  d  une  compa- 
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raison  semblable  faite  sur  le  gaz  hydrogène.  On  a  seulement  substitué 

le  petit  thermomèlre  au  grand. 

L'expérience  a  été  faite  à  20°,  le  gaz  ayant  une  élasticité  de  o"*,'j4^. 

Premier  cas.  Le  thermomètre  ayant  sa  surface  naturelle. 


dt  un,p.r.mr« 

de  rcr>DidJiIccncnl 

dini  k  >IJc. 

d«u  i  rhydroj.  ,™l 

60; 
20. 

16.. 4; 

9.87; 

4,^8. 

Î.î4l 
o,9!- 

'7°.9î; 
,i,6oi 

7.69; 
3.J3- 

Deuxième  cas.   Le  thermomètre  ayant  sa  surface  argentée. 


VITESSES    TOTALfS 

viTElSES 

DIFI^HEKCES 

.le  .(fmididemcnl 

ou    vlKMet 

'  '■''•"  ■'•""■■ 

din.  le  vide. 

dues  i  ihyd«g,  .tel 

8o-i 

i9%î9; 

■•.77  ; 

■7-,8i, 

fo; 

'î.97i 

1,29; 

ii,68. 

40; 

«,61; 

0.87; 

7.7Si 

it>. 

î,74. 

0,S7- 

3.Î7. 

Cette  comparaison  donne  pour  l'hydrogène  un  résultat  semblable   ^ 
celui  de  i'air.  L'égalité  dont  il  s'agit  se  trouvant  ainsi  vérifiée  pour  cJcS   [ 
surfaces  qui  diffèrent  autant  que  le  verre  et  l'argent  par  leurs  pouvoirs 


^..i  diffèrent  autant  q -a—.-  r— r' 

émissifs,  et  pour  des  gaz  aussi  difFérens  que  l'air  et  l'hydrogène,  il 
naturel  de  généraliser  ce  résultat  et  d'en  déduire  la  loi  suivante  : 
Les  pertes  Je  chaleur  dues  au  contact  d'un  gai  sont ,  toutes  choses  i^ 
"ailleurs .  indépendantes  de  l'état  de  la  surface  du  corps  qui  se  re/roidiî. 
Cette  loi  remarquable  de  la  communication  de  la  chaleur  a  àé}k  é 
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admise  par  M.  Leslle  ;  mais  cet  habile  physicien  ne  l'a  présentée  que 

comme  une  conséquence  vraisembiabie  de  deux  expériences  indirectes  « 

qui  se  réduisent  à  prouver  que  l'état  de  la  surface  n'a  plus  qu'une  in^* 

Huence  très-faible  sur  la  durée  du  refroidissement  total  i  dans  les  circçoifS- 

tances  où  le  rayonnement  ne  peut  plus  contribuer  que  pour  une  pojdioA 

très-petite  à  la  perte  de  chaleur.  C'est,  par  exemple,  ce  qui  n  lieu  iors*- 

qu'un  corps  échauffé  est  exposé  à  un  vent  très-violent,  ou  bien  lorsqu'il 

4sst  plongé  dans  un  liquide.  Quelque  ingénieuses  que  soient  de  pareilles 

expériences,  elles  ne  suppléent  jamais  complètement  à  des  observations 

directes;  et  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  n'eût-il  pas  été  possible,   par 

exemple,  de  supposer  qu'une  propriété  reconnue  à  l'air  animé  d'une 

grande  vitesse  ne  s'appliquerait  qu'avec  des  restrictions  à  l^air  en  repos  ! 

Ce  doute  serait  encore  plus  fondé,  si  l'on  admettait  avec  M.  Jjeslie  que 

I*aîr  en  repos  enlève  aux  corps  leur  chaleur  par  deux  moyens  très-diflTér- 

*«ns,  savoir  ,  par  une  propriété  conductrice ,  telle  qu'on  la  conçoit  dans 

les  solides ,  et  par  le  renouvellement  du  fluide  dû  au  courant  ascen- 

nt.   Notre  procédé  ,  en  nous  permettant   d'abord  de   constater  une 

reille  loi  dans  des  gaz  de  nature  diverse,  dissipe,  en  outre,  toutes  les 

incertitudes  que  laissaient  subsister  encore  les  expériences  de  M.  JLesIie. 

*est  une  des  occasions  où  l'on  peut  le  mieux  juger  des  avantages  de 

méthode  expérimentale  dont  nous  avons  fait  usage. 

Le  principe  que  nous  venons  d'établir  étant  bien  vérifié,  nous  avons 

Il  nous  borner,  dans  la  suite  de  notre  travail,  à  observer  le  refroi- 

issement  du  thermomètre  à  boule  nue,  dans  l'air  et  dans  les  différens 

^9z,  Désormais  nous  ne  rapporterons  plus,  dans  nos  tableaux,  que  les 

tfets  dus  seulement  au  contact  du  gaz.  Ils  ont  toujours  été  calculés, 

mme  nous  l'avons  dit  précédemment ,  en  retranchant  des  vitesses  to* 

es  de  refroidissement  celles  qui  auraient  eu  lieu  ,  dans  les  mêmes 

^^<Dndîtions ,  si  le  thermomètre  se  ïnt  refroidi  dans  le  vide. 

Nous  allons  maintenant  entrer  dans  l'examen  des  diverses  circons- 
ts^nces  qui  peuvent  modifier  l'énergie  des  fluides  élastiques  dans  la  pro- 
duction du  phénomène  qui  nous  occupe.   Nous  étudierons  l'influencç 
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de  chacune  de  ces  causes,  d'abord  sur  l'air,  ensuite  snr  l'ïi 

l'acide  carbonic|ue  et  le  gaz  olcfianl.  Nous  avons  choisi  les  deux  premiers, 

à  raison  de  la  grande  difîcrence  qu'ils  prcsement  dans  quelques-unes  de 

leurs  proprit'tcs  physiques.  L'air  et  le  gaz  oléfiant  otfralent,  au  contraire, 

le  rapprochement  curieux  de  deux  gaz  de  densités  presque  égales,  maig 

de  capacités  trùs-différentes. 

L'exemple  de  l'influence  qu'exerce  ,  sur  le  refroidissement  dans  le 
vide,  la  température  plus  ou  moins  élevée  de  l'enceinte,  nous  a  natu- 
rellement conduits  à  examiner,  en  premier  Heu,  si  la  température  d'un 
gaz  ne  produirait  pas  un  effet  analogue  sur  les  quantités  de  chaleur  qu'il 
enlève.  11  est  inutile  de  dire  que  de  pareilles  expériences  n'avaient  point 
encore  été  tentées ,  les  physiciens  qui  se  sont  occupés  des  questions  de 
ce  genre  ayant  toujours  supposé  que  les  vitesses  de  refroidissement  ne 
dépendent  que  des  excès  de  température. 

Sans  nous  arrêter  au  détail  de  nos  premières  tentatives  ,  nous  rap- 
porterons tout  de  suite  les  tableaux  où  la  loi  se  manifeste  d'elle-même. 
Dans  les  expériences  dont  il  s'agit,  on  a  fait  varier  la  température  du 
gaz  en  échauffant  convenablement  l'eau  qui  entourait  le  ballon  ;  mais  on 
laissait  en  même  temps  le  gaz  se  dilater  librement,  de  manière  qu'il  con- 
servât, dans  tous  les  cas,  la  même  élasticité.  Le  tableau  suivant  conliem 
les  résultats  d'une  pareille  série  d'observations  faites  sur  l'air. 
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Bxc  is 

<lc  température 

du    thermomètre 

VITESSES 

de  refroidissement 

ducs  au  conuct  seul 

de  l'air 

VITESSES 

de  refroidissement 

dues  au  contact  seul 

de  l'air 

VÎTESSES 

de  vc/iroidissemcDt 

dues  au  conUct  seul 

de  l'air 

VITESSES 

de  refroldUscment 
dufes  au  contact  seul 
de  l'air 

sur  1  air 
environnant. 

à  la  pression  o*,7a  1 
et  à  la  temp.  ao*. 

à  la  pression  o*,7a , 
et  3  la  tcmp.  40*. 

à  la  piession  o*,7a , 
et  à  la  temp.  60". 

à  la  pression  o*,7a} 
et  ià  la  temp.-  80". 

200^; 

5^48  ; 

5M6; 

• 

180; 

4,75  î 

4»70  ; 

4', 7  9; 

f 

160; 

4iï7; 

4,16; 

4,20; 

4».i3; 

140; 

3>5ï5 

3>î5; 

3.jî; 

3.49; 

120; 

2,90  ; 

^>93; 

i.94  ; 

a,88; 

100; 

^,27; 

2,28; 

2,24  ; 

2,2j  ; 

80; 

1,77; 

i>73; 

1,7  ;■■  ' 

i',78r 

60. 

1,23. 

1,19. 

i,i«. 

1 ,20, 

L'inspection  seule  de  ce  tableau  montre  que  les  vitesses  de  refroidis* 
sèment  sont  restées  les  mêmes  ,  dans  chacune  des  quatre  séries  ,  pour 
Jes  mêmes  excès  de  température.  Cette  loi  simple  était  trop  importante, 
pour  <ju'on  ne  cherchât  pas  à  la  vérifier  sur  d  autres  fluides  élastiques. 
Le  tableau  suivant  offre  une  comparaison  semblable  pour  le  gaz  hydro- 
^ène,  qu'Qn.j^  pcwrté  successivement  à  20°,  4q^,  Cfi^t  80*".  La  tension 
a  été',  dans  chacune  des  expériences,  de  o^,j2. 


If 


EXCES 

de  température 

du    thermomètre 

sur  le  gaz, 

environnant. 


160**; 

140; 

120; 

100  ; 
8p; 
6o« 


vItesses 

de  refroidissement 

dues  au  coiitact  seul 

du  gai 

sou,  la  pression  o^2) 

à  la  tcmpér.  ao*. 


i*ai^ 


i4v6; 

12,11  ; 

10,10; 

7^98  ; 
6,06; 

4,21. 


m 


VITES;SE8 

de  refroidissement 
duos  au  coDtàcl'  seul 

du  gaz 
sous  la  prcsâion  o"^a, 

à  la  tcmpér.  ^'*. 


t4^,çj87 

12,16; 

ïO,i3; 

:7>83; 
î»97; 
4»'7-  , 


VITESSES,  ' 

de  refroidissement 
dues  au  coiitact  seul 

du  gai 
soui  la  pression  'oT;^!, 
à  'la  tcmpér.  60*. 


747i«  r 
12,12; 

10,20; 

8,03  ; 
6,01  . 
4,18. 


VÎTESSES 

de'  refroidissement 
dues  >u  Contact  seul 

du  gii 

souf  la  pression  îo^i/a, 

à  la  tcmpér.  80*. 


1 2*»,o8  ; 
10,19; 
8,0  j, 
.    6,00  ; 


»  ■v 


Ce  tableau  conduit  à  la  même  conséquence  que.  le  précédent.  P<?i|r 
XyiII.'  Cahier.  Mm 
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faire  voir  qu'elle  s'étend  A  tous  les  gaz,  quelles  que  soient  leur  naturft- 
et  leur   densiié  ,   nous  réunissons   ici    les   résultats   d'expériences  sem — . 
blables  sur  l'aciJe  carbonique  à  la  pression  de  o"','ji,  et  sur  i'air  dilat^::: 
à  la  pression  o'",^6. 


>ur  le  gli 

,ot,  1*  !•««.  o*,7i, 
Il  icmptrll.  »o". 

•Igu  lu  C041UCI  Mul 
de  l'uidc   arbn^quc 

ji„.:,„r; 

de  r(r'Did],iimci<I 
du»  •«  conuit  .»l 

2C0°; 

SVî  ; 

S'.'7i 

180; 

4.57; 

i,6y. 

4*.î2; 

160; 

140; 

4>o4; 
3.Î9! 

4,06  i 

3.97; 

4',io; 

3.59  i 

3.J4: 

3.43! 

120; 

2,82: 

2,80; 

a>79; 

2,8îl 

lOQ. 

2,22. 

2,18. 

2,31. 

2.ao. 

de  rcfraidiiKircm 
duciucoi.»ct»ul 

d.>i  tu  »»»«  icul 

ïlTISitl 

du»  au  conuul  iCul 

(ur  t  ijr 

■"M'™,:  :;"■ 

■•.T™;::;;;£:"' 

"",',;".;™::S!' 

200»  ; 

4-,oi  ; 

4*.io; 

180; 
160; 

3.!2i 

3,so; 

3".!  s; 

3,<>4i 

3".°9  i 

3.03; 

a.991 

140; 

i,62; 

2,î7; 

2,62  i 

2,66; 

120; 

2,ii; 

3,i6: 

2,14  i 

2,1!; 

100. 

,,69. 

'■''■ 

1,67. 

1,73- 

De  toutes  ces  comparaisons,  on  peut  déduire  la  loi  suivante  ; 

La  vitesse  de  refroidissement  d'un  corps,  due  au  contact  seul  d'un  ga^ 
dépend ,  pour  un  même  excès  de  température ,  de  h  densité  et  de  la  tempeW^ 
tare  du  fuide  ;  mais  cette  dépendance  est  telle ,  que  la  vitesse  du  refroldisseme^^ 
reste  la  même  si  la  densité  et  la  température  du  gai  changent  • 
l'élasticité  reste  constante. 
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Dans  ia  recherche  de  la  loi  du  fefroidissëmenr  produit  par  les  gaz  >  on 
peut,  d'après  cela,  n'avoir  égard  qu  a  leur  élasticité  :  c'est  donc  L'influepce 
<Ie  ce  dernier  élément  qu'il  s'agit  d'apprécier. 

Pour  y  parvenir,  nous  avons  déterminé,  pour  chaque  gaz  pris  succes- 
sivement à  des  élasticités  différentes,  lés  vitesses  de  refroidissement  côr- 
xespondantes  aux  mêmes  excès  de  température  ;  nous  ne  rapporterons  de 
chacune  de  ces  séries  d'expériences  que  ce  qui  sera  nécessaire  pour  mettre 
^n  évidence  la  foi  à  laqifeife  nous  sommes  parvenus.  * 

Conimençons  par  l'air* 

Le  tableau  suivant  renferme  les  vitesses  correspondantes  de  refroî-, 
dissement  dues  au  contact  de  l'air  seul  sous  les  pressions 

o'",72..,   o",36.*..  o",i8...   o^jOp...   o",o45  ; 

<:  est  -  à  -  dire ,  sous  des  pressions  décroissant  comme  les  nombres 


I        i       JL       JL 


1 

1  6' 


Excàs 

de  ttnApér»tu»e 
du  thermomètre 
sur  Tair 
coriromunt. 


VITESSES 

>  de  refroidisccment 

ducs 

au  contact  seul 

de  l'air 
à  la  press.  o*»7a. 


î^48  ; 

4,75  ; 
4»i7; 

2,90; 

2,27  ; 

i>77; 

o,7î; 
0,32. 


vfrissES 
de  rcfokKsscment 

dues 

au  conuct  seul 

de  l'air 

i  la  presi.  o^jé. 


4Soi  ; 

3>o3; 
2,62  ; 
2,12; 
1,69; 

0,90. 


V1TESSE3 

de  rvfroidisscntent 
ducs 
au  contact  sç9l   ' 
de  l'air 
i  Ja  press.  o*,i8. 


VIUBSSCS 
de  refroMissement 

ducs 
'/  n  coniacc  ftvl' 

de  l'air 
..i  la  ^ress.  o'^^}^. 


^^95  ; 
2,61 

2,21 

1,91 

»>57 

0,96 
0,65. 


2*»,'20  ; 

1,9a; 
1,62  V 
1,40; 

1,15  i 
0,90; 

0,70; 

0,4s. 


VITESSES 

de  rcAroMhscmem 

ducs 

Mi  coniacl  sexil 

de  l'air 

k  la  pt<$k.  cTfOi^}. 


ÏSJ9; 
1,30; 

*,oa; 

0,84; 

0^52; 
o>3î- 


' 


Si  Ton  prend  les  rapports  des  nombres  correspondans  de  la  2.^  et  de 
ia  3.*  colonne,  on  trouve  que  leurs  valeurs,  en  commençant  par  le  haut» 
^ont  : 

Mm  2 


klk  ■ 


^1- 
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i.37.-.  :i.35-":  «■37"-   »'34".   i.37-"   ^•34...   ».37"-  i.3^- 
On  a  pareillement  pour  ies  rapports  entre  les  nombres  contenus  dam 
la  3."  et  4-*  colonne  : 

j,^6...   1,35...   1.37...  ,x^7.:..   1,35...   1,37...   i,34---   1.37- 

Pour  les  rapports  entre  les  nombres  de  ia  4-*  et  de  la  5/  colonne: 

1,34...   1,37...   1,36,.-   i»3^"-   Ï.37---   ^,36...   1.37...    1.35. 

Enfin  on  trouve,  en  divisant  les  termes  de  la  5/  colonne  par  ceux 
de  la  6.*  :  "  ^ 

1,38...    1.38...    1,35...    1,37...    1,36...    1,37...    1,35...    1,37. 

Tous  ces  rapports  ne  présentent  que  les  irrcgularitcs  auxquelles  on 
doit  s'attendre  dans  les  résultats  des  observations  les  plus  soigne'es;  ei 
l'on  est  en  droit  d'en  tirer  les  conclusions  suivantes  : 

/."  Quelle  tjue  soit  l'cLslkilé  Je  iuir,  hi  vitesse  du  refroidissement  produit 
par  le  coiitcict  de  ce  fiuide  varie  exactement  de  la  même  manicre ,  pourvu  qui 
les  excès  de  température  restent  les  mêmes  ; 

2."  L'élasticité  de  l'air  variant  en  progression  géométrique  ,  son  pouvoir 
refroidissant  change  aussi  en  progression  géométrique  ;  de  telle  manière  que, 
quand  le  rapport  de  la  première  progression  géométrique  est  2 ,  celui  de  la 
seconde  est  t  ,36^  ,  moyenne  entre  tous  les  nombres  rapportés  plus  haut. 

On  conçoit  facilement  que  la  loi  précédente  n'a  dû  se  manifester 
qu'après  beaucoup  d'essais;  mais  une  fois  vérifiée  pour  l'air,  il  était  na- 
turel de  l'éprouver  sur  les  autres  gaz:  nous  allons  rapporter  les  tableaux 
d'observations  relatifs  à  chacun  d'eux. 

Commençons  par  l'hydrogène. 


• 
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Excis 

de  tempe  rature 

VITESSES 

de  refroidi:iSiemcnt 
due» 

VITESSES 

de    rc froid i»scmcnt 

duck 

VITESSES 

de  rcfroidiskcmcnt 

dues 

VÎTESSES 

de  refroidissement 
ducs 

vtTES^ES 

de  refroldissciacoi 
ducs 

du    thermomètre 

sur  les  gax 

cnvironnani. 

au  contact  seul 

de  l'hydrogène 

&OU3   ia  prc^^ion 

©•,72. 

au  contact  seul 

de  l'hydrogcne 

&OUS  la  pre;»kion 

au  contact  seul 

de  l'hydrogène 

sotis  la  pression 

©•,i8. 

au  contact  seul 

de  l'hydrogène 

sous  la  pression 

©•,09. 

au  contact  seul 

de  l'hydrogèhc 

sous  la  pression 

i8o«; 

16^59; 

I2S86  ; 

9S8i  ; 

7°.49  i 

5^8^t-  - 

160  ; 

14,26  ; 

«0,97; 

8,37; 

6A9i 

4»95  ; 

140; 

12,11  ; 

9Mi 

7.'»; 

5,47; 

AM  ; 

120  ; 

10,10  ; 

7,83; 

5,99; 

4,64; 

3»5»; 

100  ; 

7,98; 

6,23  ; 

4,72; 

3,63: 

2,80  ; 

80; 

6,06  ; 

4,62; 

3,î8; 

i,77; 

2,09  ; 

60. 

4,21. 

3,21. 

2,48. 

1,88. 

1,46. 

Les  rapports  entre  les  nombres  de  la  2/  et  de  la  3.^  colonne  sont  : 

ii2p...    1,30. •.    1,31...    i,2p...    1,28...    i,3i..,    1,31. 
Les  rapports  entre  les  nombres  de  la  3/  et  de  la  4-*  colonne  sont  : 

1,31...     1,31...      1,30...     1,31...     1,32...     Iy2p...     1,2p. 

Les  rapports  des  nombres  de  fa  4-^  et  de  fa  5/  colonne  sont  : 

Iy3I««.     I»2p.,.     1,30...     I,2p...     1,30...     Iy2p...     I132.  - 

Les  rapports  des  nombres  de  la  5.^  et  de  la  6.^  colonne  sont  : 

I|2p...     I,3I.,,     I|2p...     1,32...     1,30...     1,32...     I,2p.  :[ 

Uégalité  presque  parfaite  de  ces  nombres  nous  fournît  donc  un  ré- 
^Ultat  analogue  à  celui  qui  est  relatif  à  lair  ;  ainsi  : 

j/   Quelle  que  soit  l'élasticité  du  gai  hydrogène ,  l'intensité  du  refroidisse- 
^^^nt  qu'il  produit  doit  être  représentée  par  mie  mémeybndion  de  là  différeiice 
températures; 

^/  Le  pouvoir  refroidissant  du  gai  hydrogène  décroît  suivant  une  progression 
métrique  dont  le  rapport  est  1,^01,  quand  son  élasticité  diminue  suivant  une 
^ogression  géométrique  dont  le  rapport  est  2. 
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Nous  sommes  arrivés  aux  mêmes  conséquences  à  l'égard  de  l'aciJe  car- 
bonique et  du  gaz  oléfiant.  C'est  ce  que  l'on  peut  aisément  vérifier  sur  les 
deux  tableaux  suivans,  disposés  pour  chacun  de  ces  gaz,  comme  ceux 
que  nous  avons  rapportés  plus  haut  pour  l'air  et  l'hydrogène. 


..,";;.:,.„ 

".û'iti,  ..r 

d,  ,;;.™'„™..i 

de  r.rc.lïii.cmïnl 

d.  ,=..., 

d.»£5^., 

cnv.mn«,.t 

il.  p.u.iunu-.7.. 

...■*;r-„^ 

I  11  pruitoi,  o",,B. 

i  [.  |>rc»>on  o-,oi,. 

1  1.  prui.  u-,o« 

2E0°  : 

S".»;  ! 

TM  : 

2-,s6  i 

iS79; 

■  •,25  ; 

180; 

4,57; 

3,22; 

2,2J! 

'-37  ; 

■,09; 

■=,95  i 

<io; 

î.39i 

2,38; 

■.«s; 

i,'7  ; 

0,80; 

120; 

2,82; 

■,97  1 

■.36; 

o.9î; 

0,67  ; 

100; 

2,22  ; 

1.5S  i 

i,oS; 

0,76  ; 

o,!2; 

80, 

..«9; 

1,17: 

0,82; 

0.57  1 

0,40; 

60. 

1,18. 

0,82. 

0,S7. 

0,40. 

0,28. 

du   ihcrmomilic 
lui  te  pt  «Ittiiill 

.S^HS. 

.iTESSU 

d.  gn  olrfi.n, 
i  1.  |.K»-.n  .-.,6. 

du  ^î  .Kfi".. 
il.  rrcui.nu'.iS 

i  ta  prcwion  o",o9. 

vii.s.E. 
de  ,(rn,îdl.Mmcni 

dm. 

dû  p'Tiiflî;;, 

.  1.    p,H..    0-,.tJ. 

200' i 

7S41  : 

r.'»: 

3-,64  ; 

2-,s8; 

■  •,84 

; 

l«Oi 

'.4s  i 

Ut, 

3,K  ; 

3,22; 

>,!9 

160; 

iA'-, 

3,86  ; 

2,72  i 

,,S,; 

■,î4 

140  i 

4.-0; 

3.J1  ; 

2,3!; 

'Mi 

■  ,i8 

120  ; 

î,84; 

2,7<; 

1,921 

1,3!; 

0,96 

100  ; 

Î.12; 

2,21  ; 

',5î  ; 

1,08; 

0,78, 

80. 

2.J4- 

1,62. 

1,15. 

o>79- 

°'''-        Il 

Moyennes  de  tons  les  rampons. 

Pour  i'acide  carbonique  z=.    T,4ji  ; 
Pour  le  gaz  oléfiant        =    1,4' 5. 
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On  peut  donc ,  de  tout  ce  qui  précède ,  tirer  les  conséquences  sui- 
vantes : 

//  Les  pertes  de  chaleur  dues  au  contact  d'un  gai  croissent  avec  les  excès 
éie  température  suivant  une  loi  qui  reste  la  même ,  quelle  que  soit  l'élasticité 

du  gaz  : 

-2/  Pour  une  même  différence  de  température ,  le  pouvoir  refroidissant  d'un 

même  gai  varie  en  progression  géométrique,  lorsque  sa  force  élastique  varie  elle-- 

même  en  progression  géométrique  ;  et  si  l'on  suppose  le  rapport  de  cette  seconde 

progression  égal  à  2^  le  rapport  de  la  première  sera  1,366  pour  l'air,  1,301 

pour  l'hydrogène  p  1,431  fo^^  l'acide  carbonique,  et  1,415  pour  le  gaz  oléfiant. 

Ce  résultat  peut  être  présenté  d'une  manière  encore  plus  simple ,  à 
l*a.ide  du  calcul  suivant  : 

Si  Ton  appelle  P  le  pouvoir  refroidissant  de  iair  à  la  pression  p , 
ce  pouvoir  deviendra  P  ( if}66)  à  la'pression  zp ;  P  ^1,366^*  à  Id 
pression  ip;  et  enfin  à  une  pression  p.  2^,  il  serait  P  fij^66J' ;  faisant 

p.i^  =  p'     et     P  ("1,366/  =:  P', 
on  aura  évidemment,  en  éliminant  n: 

Log.  P'  —  log.  P     Log.  ;;'  —  log.  p    ^ 

Log.  ^1,366^  Log,  2  ' 

^où,  en  remontant  aux  nombres, 

^'    (  P^Y'is 

^H  trouverait  pareillement  pour  l'hydrogène  : 


{j-T'- 


P^  (  p'  \o,38 


Pour  i acide  carbonique,  iexposant  serait   0,517;  et  pour  le  gaz 
^'^fiant,  0,501. 

De  là  on  conclut  que  le  pouvoir  refroidissant  d'un  gaz  est,  toutes 

^J^oses égales  d'ailleurs,  proportionnel  à  une  certaine  puissance  de  son  élas- 

-^^îtéynais  que  l'exposant  de  cette  puissance  varie  en  passant  d'un  gaz  à  un 


z8o 
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autre.  If  est  0,38  pour  l'Iiydrogène,  0,45  pour  i'air,  0,5 17. pour  1 
carbonique,  et  0,501  pour  le  gaz  défiant.  Ces  trois  derniers  nombres 
Jiffcrant  peu  de  0,5,  on  peut  dire  que,  dans  les  gaz  auxquels  ils  se 
rapportent,  le  pouvoir  refroidissant  est  à-peu-près  proportionnel  à  la 
racine  carrée  de  Iclasticïté. 

Si  l'on  compare  la  loi  que  nous  venons  d'énoncer  aux  lois  approxi- 
matives proposées  sur  le  même  sujet,  mais  dans  le  cas  de  l'air  seule- 
ment ,  par  MM.  Leslie  et  Daiton  ,  on  pourra  juger  de  l'erreur  dans 
laquelle  les  ont  entraînés  l'inexactitude  des  suppositions  qui  servent  de 
base  à  tous  leurs  calculs,  et  le  peu  de  précision  que  comportent  les  pro- 
cédés dont  ils  ont  fait  usage.  En  effet,  le  premier  (i),  par  des  expériences 
photomélriqiies,  calculées  au  moyen  de  la  loi  deNewton,  trouve  le  pouvoir 
refroidissant  de  l'air  proportionnel  à  la  racine  cinquième  de  la  densité; 
et  M.  Daiton  (2)  le  trouve  proportionnel  à  la  racine  cubique,  en  suppo- 
sant, comme  il  le  fait  par-tout,  une  loi  invariable  pour  le  refroidissement 
total  de  tous  les  corps  et  dans  tous  les  gaz. 

Maintenant  que  l'on  connaît  l'influence  qu'exercent  sur  le  refroidisse- 
ment la  température  et  la  densité  du  gaz  dans  lequel  il  a  lieu,  il  /este 
à  découvrir  comment,  pour* un  état  donné  d'un  fluide,  les  vitesses  Je 
refroidissement  dépendent  des  excès  de  température. 

Nous  avons  déjà  reconnu  que  ia  loi  qui  exprime  cette  dépendance, 
reste  la  même,  pour  un  même  gaz,  lorsque  son  élasticité  vient  à  changer. 
Voyons  mainienant  ce  qui  arrive  quand  on  passe  d'un  gaz  à  un  autre, 
et,  pour  cela,  reprenons,  dans  les  tableaux  prccédens,  les  vitesses  de  re- 
froidissement dues  au  contact  seul  de  l'air,  de  l'hydrogène,  de  l'acide 
carbonique  et  du  gaz  oléfiant,  ces  quatre  fluides  étant  sous  la  pression 


[i)  An  experi méritai  Inquiry  inlo  the   nature  and  propagaiion  of  lieat,  p.  4.86, 
(i)  A  new  System  of  chemîcai  pliitosophy  ,  part.  I,  p.  i2j. 
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EXCÈS 

de  tcmpcrature 

du  thermomètre 

sur  le  fluide 

environnant. 

VÎTESSES 

de  refroidissement 
ducs  au  contact  seul 

de  l'air 
sous  la  press.  p'^,7^• 

VÎTESSES 

de  refroidissement 
ducs  au  contact  seul 

de  l'hydrogcnc 
sous  la  prcss.  o"',72. 

• 

VÎTESSES 

de  refroidissement 

ducs  au  contact  seul 

de  l'acide  carbontq. 

sous  la  prcss.  o",7a. 

VITESSES 

de  refroidissement 

dues  au  contact  seul 

du  gaa  oléiiant 
sous  la  prcss.  0*^72. 

2DO^  ; 

î°,48  ; 

5^25  ; 

7».4'  ; 

i8o; 

4.7î; 

i6S59; 

4,57; 

Mî; 

i6o  ; 

4.17; 

1 4,26  ; 

4>o4; 

î.4«; 

140; 

3.5»; 

12,11  ; 

3,39; 

4.70; 

120  ; 

2,90; 

10,10; 

2,82; 

3.84; 

100  ; 

2,27; 

7,98; 

2,22; 

3.'2; 

80. 

'.77. 

6,06. 

1,69. 

i.34- 

281 


En  divisant  les  nombres  de  la  3  /  colonne  par  ceux  de  la  second? , 
on  trouve,  pour  les  rapports  entre  les  pertes  produites  par  Thydrogène 
et  par  f  air , 

3»4p---   3,42. ••  3i45'-*   3i48...   3,51...   ^,4^* 

Et  comme  il  suffirait ,  pour  rendre  ces  rapports  ^gaux ,  d'altérer  les 
vitesses  qui  ont  servi  aies  déterminer,  de  quantités  comprises  entre  les 
limites  de  l'incertitude  que  comportent  toujours  les  observations,  on  peut 
en  conclure  que  la  loi  cherchée  est  la  même  pour  Thydrogène  et  pour 
fair. 

On  arrivera  à  une  conséquence  semblable  relativement  aux  deux  autres 
gaz,  en  prenant  les  rapports  des  vitesses  du  refroidissement  qu'ils  pro- 
duisent, aux  vitesses  correspondantes  de  la  première  colonne;  on  trouve 
pour  l'acide  carbonique  la  série  de  nombres  : 

o,p58».-  0,^62. .•  o,p68...  o,p^5.*.  0,972...  o,p77...  0,^55; 

et  pour  le  gaz  oléfiant  : 

1,35...    1,3e...    1,30...    1,33...    1,32,..    1,37,..    1,32. 

La  loi  du  refroidissement  produit  par  le  seul  contact  d'un  gaz  est 
donc  indépendante  de  la  nature  et  de  la  densité  de  ce  gaz  ;  et  la  compa- 
XyiII/  Cahier.  Nn 
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raison  de  Tune  quelconque  des  séries  rapportées  plus  haut,  avec  une 
série  analogue  de  refroidissement  dans  le  vide ,  montre  clairement  que 
la  loi  que  nous  cherchons  difïère  de  celle  du  rayonnement. 

Après  un  grand  nombre  de  tentatives  dont  il  serait  inutile  de  rendre 
compte ,  nous  avons  trouvé  que  les  vitesses  de  refroidissement ,  dues  au 
contact  seul  d'un  gaz,  varient,  avec  les  excès  de  température  du  corps, 
suivant  une  loi  analogue  à  celle  qui  lie  le  pouvoir  refroidissant  d'un  fluide 
à.son  élasticité;  c est-à-dire  que  les  quantités  de  chaleur  qu'un  gaz  enlève 
à  un  corps  croissent  en  progression  géométrique  ,  les  excès  de  tempé- 
rature de  ce  corps  croissant  aussi  en  progression  géométrique.  Le  rap- 
port de  cette  dernière  progression  étant  2  ,  celui  de  la  première  est 
^f}  5  ;  et,  par  un  calcul  semblable  à  ceux  que  nous  avons  faits  précédem- 
ment, ce  résultat  se  transforme  en  celui-ci,  dont  l'énoncé  est  plus  géné- 
ral, savoir:  que  les  pertes  de  chaleur  dues  au  contact  d'un  gaz  sont  propor- 
tjonncrlles  aux  excès  de  température  des  corps  élevés  à  la  puissance  1.233. 

Pour  mettre  à  portée  de  juger  de  l'exactitude  de  cette  loi ,  nous 
rapporterons ,  dans  le  tableau  suivant,  les  vitesses  de  refroidissement 
produites  par  le  coqtact  de  l'air  à  o"',72  de  pression,  la  2.^  colonne 
contenant  les  valeurs  observées  de  ces  vitesses,  et  la  3.*  leurs  valeurs 
déduites  de  la  loi  que  nous  venons  d'énoncer. 


cXCES  DE  TEMPÉRATURE. 

VITESSES  OBSERVÉES. 

VITESSES  CALCUliEA. 

200«; 

5°.48  : 

j%4j  ; 

180; 

4.7j; 

4,78; 

160; 

4.«7; 

4>>4,- 

140; 

3.5»  ; 

3.5'; 

120; 

2,90; 

2,91  ; 

100; 

i,27; 

a,3i; 

80; 

«.77; 

',76; 

60; 

>.23; 

',24; 

40; 

o>77; 

o,7j  ; 

20. 

0.3  3- 

0,32. 

PHYSIQUE.  183 

Il  est  inutile  de  rapporter  les  comparaisons  semblables  que  nous 
avons  faites  sur  les  autres  gaz,  et  à  chacune  des  pressions  auxquelles 
nous  avons  opère;  car  nous  avons  remarqué  plus  haut  que  les  séries  re- 
latives à  chacun  d'eux  suivent  exactement  la  même  loi  que  ceile  de  lair, 
et  que  cette  loi  s'observe  à  toutes  les  pressions.  Au  reste ,  les  comparaisons 
dont  nous  parlons  nous  ont  donné  des  résultats  aussi  satisfaisans  que  la 
précédente,  et  c'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  vérifier  immédiatement  sur 
chacune  des  séries  d'observations  que  nous  avons  fait  connaître. 

Pour  obtenir  actuellement  une  expression  générale  de  Tintensîté  du 
jefroidissement  occasionné  par  le  contact  d'un  fluide,  il  est  nécessaire  de 
rassembler  toutes  les  lois  particulières  que  nous  venons  d'établir.  Or ,  la 
première  nous  apprend  que  l'état  de  la  surface  du  corps  n'aaucune  influence 
sur  la  quantité  de  chaleur  qu'un  fluide  lui  enlève  ;  et  la  seconde  prouve 
^ue  la  densité  et  la  température  de  ce  fluide  n'affectent  le  refroidisse- 
mnent  qu'autant  qu'elles  concourent  à  faire  varier  la  pression  ;  en  sorte 
<jue  le  pouvoir  refroidissant  de  ce  fluide  ne  dépend  en  définitif  que  de 
son  élasticité.  Cette  élasticité  et  l'excès  de  température  du  corps  sont 
<donc  les  deux  seuls  élémens  qui  puissent  faire  varier  la  vitesse  du  re- 
froidissement. En  désignant  le  premier  de  ces  élémens  par/?,  et  le  second 
j>ar  t,  on  aura,  pour  la  vitesse  V  du  refroidissement  par  le  contact  d'un 
Hiuide  : 

V  =:  m.p'  .t^  , 

S  étant,  pour  tous  les  gaz  et  pour  tous  les  corps,  égal  à  1,233  ;  ^  <^tant 
^ussi  le  même  pour  tous  les  corps,  mais  variant  d'un  gaz  à  un  autre, 
^t  m  ayant  une  valeur  qui  change  avec  la  nature  du  gaz  et  avec  les 
dimensions  du  corps.  Les  valeurs  de  c  sont,  comme  nous  l'avons  trouvé, 
0,45  po"^  ^'^î*"»  ^*3^  pour  l'hydrogène,  0,5  17  pour  l'acide  carbonique, 
«t  0^501  pour  le  gaz  oléfiant.  Les  valeurs  de  m  dépendent,  ainsi  que 
^ous  l'avons  dit,  des  dimensions  du  corps  et  de  la  nature  du  gaz.  Pour 
notre  thermomètre,  m  est  égal  à  0,009 ip  ^^"^  l*siir,  à  0,0318  dans 
l'hydrogène,  à  00,0887  dans  l'acide  carbonique,  et  30,01227  dans  le 

Nn  2 
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gaz  oléfiant.  (Ces  valeurs  de  m  supposent  p  exprimé  en  mètres,  et  /  en 
degrés  centigrades.)  On  pourrait,  à  laide  de  la  valeur  précédente  de 
V,  calculer  les  rapports  des  pouvoirs  refroidissans  des  différens  gaz  .pour 
.  chaque  pression.  Ainsi ,  en  prenant  pour  unité  le  pouvoir  refroidissant 
de  lair,  et  supposant  la  pression  zzio^jyô,  on  a,  pour  le  pouvoir 
refroidissant  de  Thydrogène,  3,43  »  ^t  pour  celui  de  l'acide  carbonique, 
0,^65.  Ces  nombres  changeraient  avec  l'élasticité  supposée  aux  trois 
gaz  ;  c'est  ce  que  MM.  Leslie  et  Daf  ton  n'ont  pas  aperçu ,  et  ce  qu'on 
déduit  aisément  de  notre  formule  :  néanmoins  feurs  déterminations 
s'éloignent  peu  de  celle  que  nous  venons  de  calculer  pour  la  pression 
o"7($.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  cet  accord  accidentel  entre  leurs 
expériences  et  les  nôtres. 

La  simplicité  de  la  loi  générale  que  nous  venons  de  faire  connaître 
nous  faisant  vivement  désirer  de  la  vérifier  sur  des  températures  plus 
élevées  que  celles  auxquelles  il  nous  avait  été  possible  d'atteindre  dans  les 
expériences  précédentes  ,  nous  y  sommes  parvenus  par  un  procédé  très- 
simple  dont  l'idée  est  due  à  M.  Leslie. 

Lorsque  notre  thermomètre  à  surface  vitreuse  se  refroidit  dans  l'air 
libre,  la  vitesse  totale  de  ce  refroidissement  est  la  somme  des  vitesses  dues 
séparément  au  contact  de  l'air  et  au  rayonnement.  En  désignant  celles- 
ci  par  V  ti  V  ,  la  vitesse  totale  est  vH-/.  Si  le  thermomètre  est  ar-» 
genté,  la  vitesse  v,  due  à  l'air,  reste  la  même  pour  une  même  tempéra- 

lure,  et  v'  se  réduit  à ,  puisque  le  rapport  constant  des  pouvoirs 

rayoniians  du  verre  et  de  l'argent  est  5,707.  La  vitesse  totale  de  refroi- 


dissement du  thermomètre  argenté  est  donc  v-H .  De  là,  il  est 

aisé  de  conclure  que,  pour  connaître, à  toutes  les  températures,  les  pertes 
de  chaleur  produites  par  le  contact  de  l'air,  il  suffit  de  déterminer  les 
vitesses  totales  de  refroidissement  de  notre  thermomètre,  d'abord  en 
lui  conservant  sa  surface  naturelle,  puis  en  la  recouvrant  d'une  feuille 
d'argent;  ces  vitesses  étant  représentées  par  a  et  par  b ,  on  aura  : 
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d'où: 


5,707 


5,707  *  b  -  a     . 
4.707 


Appliquons  cette  formule  aux  résultats  contenus 
suivant  : 


dans  le  tableau 


EXCÈS 

de  tcmpt  rature 

du  thermomètre. 

VITESSES  TOTALES 

VITESSES   TOTALES 

de  refroidissement 
du   thermomètre 
vitreux. 

de  refroidissement 

du  thermomètre 

argenté. 

VALEURS  DE  V. 

260°  ; 

i4°.42  ;     , 

1 0^,96  ; 

8°,io; 

240; 

ai, 12; 

9,82; 

7,4'  ; 

220  ; 

17,92; 

8>59; 

6,61  ; 

2:0; 

•î,}o; 

7,57; 

;  5.92  ; 

180; 

13.04; 

6,57; 

5»>9; 

160  ; 

10,70; 

5.59; 

4.50; 

140; 

8,75; 

4,61  ; 

3.7  j; 

120; 

6,82; 

3,80; 

3,>i  ; 

100; 

5.57  ; 

3,06; 

2.53; 

80. 

4.»  5- 

2,32. 

«.93- 

La  seconde  et  la  troisième  colonne  contiennent  les  vitesses  totales 
^e  refroidissement  des  thermomètres  à  surface  vitreuse  et  à  surface  ar- 
gentée, pour  les  excès  de  température  compris  dans  la  première  colonne. 
La  dernière  renferme  les  valeurs  correspondantes  de  v,  déduites  de  la 
*OrrnuIe  ci-dessus,  c  est-à-dire,  les  pertes  de  chaleur  que  le  contact  seul 
de  lair  fait  éprouver  à  chacun  de  ces  thermomètres  :  or^  d'après  ce  iqui 
précède,  la  loi  que  suivent  les  pertes  de  chaleur  provenant  de  cette  cause 
est  exprimée  par  l'équation  : 

dans  laquelle  n  doit  être  déterminé  dans  chaque  cas  particulier.  Pour  celui 
^ue  nous  considérons,  n=z  0,00857.  Si  Ton  substitue  successivement  à 
ia  place  de  t  tous  les  nombres  de  20  en  20  ,  depuis  80  jusqu'à  260  ,  on 
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trouve  pour  v  des  valeurs  correspondantes  qui  diffèrent  peu  de  celfes  qui 
ont  été  déduites  de  l'expérience.  C'est  ce  que  l'on  peut  voir  en  comparant 
les  nombres  correspondans  de  la  2/  et  de  la  3.*  colonne  du  tableau 
suivant* 


EXCis  01  TEMPiRATVRE. 

VALEURi    OE   y 

drdui:es  de  l'observation. 

VALEURS   CALCULEES   DE 

r. 

260*  ; 

8Sio; 

8M4j 

,  240; 

7.4  '  ; 

7,38; 

220  ; 

6,61; 

6,63; 

200  ; 

î,9*  î 

J.87; 

180; 

5.'9; 

î,'7  ; 

160  ; 

4.Î0; 

4,47  ; 

140; 

3.73; 

3.79; 

120; 

3."  ; 

3.'4; 

joo  ; 

^.J3; 

i.50; 

8a 

».93- 

1,90. 

Ainsi,  la  loi  que  nous  avons  annoncée  comme  représentant  les  pertes 
de  chaleur  occasionnées  par  le  contact  de  l'air,  se  trouve  confirmée,  en 
étendant  les  observations  à  de  plus  grands  excès  de  température.  Les  ré- 
sultati^  rapportés  précédemment  peuvent  encore  nous  fournir  le  moyen 
de  vérifier  la  loi  du  refiroidissement  dans  le  vide  ;  il  suffit  pour  cela  de 
retrancher  des  vitesses  totales  de  refi-oidissement  dans  l'air  libre  celles  qui 
sont  dues  au  seul  contact  de  l'air,  c'est-à-dire,  les  valeurs  successives  de  fs 
Les  restes  seront  évidemment  les  vitesses  du  refi'oidissement  produit  par 
le  rayonnement,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celles  qui  auraient  lieu  dans 
le  vide. 

Nous  rapportons  ci -dessous  les  nombres  ainsi  déterminés  pour  le  cher*- 
momètre  à  boule  nue ,  en  y  joignant  les  vitesses  calculées  d'après  la  loi 
du  refroidissement  dans  le  vide.  On  sait  que  ces  vitesses  y  sont  expri- 
mées  par  : 

ta  (a* —  i  )  ; 
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Les  lois  relatives  à  chacun  des  deux  effets  qui  concourent  au  refrc 
dissement  d'un  corps  plongé  dans  un  fluide ,  étant  séparément  établie 
il  suffit  de  les  rassembler  pour  en  déduire  la  loi  du  refroidisseme 
total. 

La  vitesse  v  de  ce  refroidissement  pour  un  excès  t  de  température,  se 
donc  exprimée  par  la  formule  : 


m 


fa'  —  i)  -+-  Ht 


â 


Les  quantités  a  et  b^  seront ,  pour  tous  les  corps  et  dans  tous  1 
fluides,  égales,  la  première  à  1,0077,  et  la  seconde  à  1,233.  Le  coef 
cîent  m  dépendra  de  la  grandeur  et  de  la  nature  de  la  surface,  ainsi  qi 
de  la  température  absolue  de  Tenceinte.  Le  coefficient  n,  indépenda 
de  cette  température  absolue,  ainsi  que  de  la  nature  de  la  surface  < 
corps,  variera  avec  Télasticité  et  Tespèce  de  gaz  dans  lequel  le  corps  se 
plongé  ;  et  ces  variations  suivront  les  lois  que  nous  avons  précédet 
ment  établies. 

Cette  formule  nous  montre  d abord,  comme  nous  lavons  annon 
au  commencement  de  ce  Mémoire,  que  la  loi  du  refroidissement  da 
ies  fluides  élastiques  change  avec  la  nature  de  la  surface  du  corps.  1 
effet,  lorsque  ce  changement  a  lieu,  les  quantités  a,  b  et  /i  conserve 
leurs  valeurs;  mais  le  coeflicient  m  varie  proportionnellement  au  po 
voir  rayonnant  de  la  surface.  Si  Ion  représente  sa  nouvelle  valeur  f 
m  ,  la  vitesse  du  refroidissement  deviendra: 


m 


'  (a'  —  i)  -f.  /i/^• 


quantité  qui  ne  reste  pas  proportionnelle  à 


m  (a'  —  i>^  -+-  nt^ , 


lorsque  /  change. 

Examinons  maintenant  comment  varie  le  rapport  de  ces  deux  vîtess 
et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  m  soit  plus  grand  que  m',  cest 
dire  qu'il  se  rapporte  au  corps  dont  le  rayonnement  est  le  pius  intens 
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On  pourra  d'abord  s'assurer  aisément»  à  Taide  des  règles  du  calcul 
différentiel ,  que  la  fraction 


m'  (a^  —  i^  -H  nt^ 


devient  égale  à  — r- ,  soit  qu'on  fasse  /  =r  o  ou  /  =r  00. 

Si  l'on  suppose  /  très-petit,  la  quantité  a' —  i  se  réduit  à  /.log.  a , 
et  ie  rapport  précédent  devient ,  en  divisant  par  /  log.  a  : 


m  -4 

log.  a 

/y/-f 

Sous  cette  forme ,  il  est  évident  que  le  rapport  doit  diminuer  à  me- 
sure que  /  augmente ,  b  étant  plus  grand  que  i  ;  mais ,  après  avoir 
diminué,  ce  rapport  augmentera,  puisqu'il  doit  reprendre  à  l'infini  la 
valeur  qu'il  a  lorsque  /rz:o.  De  là,  il  est  facile  de  conclure  ce  prin- 
cipe, que  nous  avions  établi  au  commencement  de  ce  Mémoire,  et  qui 
revient -à  dire  que,  lorsque  l'on  compare  les  lois  du  refroidissement  dans 
deux  corps  de  surface  différente ,  la  loi  est  plus  rapide  dans  les  basses 
températures  pour  le  corps  qui  rayonne  le  moins,  et  moins  rapide,  au 
contraire ,  dans  les  températures  élevées. 

Cest  ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  sur  le  tableau  suivant,  dans  le- 
quel on  a  inscrit  les  vitesses  de  refroidissement  du  thermomètre  nu  et  du 
thermomètre  argenté ,  ainsi  que  les  rapports  entre  ces  vitesses. 


•  >    « 
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dut  &€fmat^mi^U€ 

vIti «tes 

j_  _          _ 

260*; 

H* M  ; 

io*,96; 

2,23; 

a4o; 

ii,i2; 

9»^i 

»,i5; 

120  ; 

'7.9a; 

8»Î9; 

i,09; 

200  i 

15.30; 

7,î7; 

3,02; 

180; 

«3.04; 

6,57; 

1,98; 

160; 

10,70; 

M9; 

»,9'; 

Mo; 

8j5; 

4,61; 

«,89; 

120; 

6,82; 

3,80; 

1,80; 

100  ; 

5.56; 

3,06  ;  . 

1,81; 

«0; 

4.»  5; 

a.32; 

1,78; 

60; 

a,86; 

1,60; 

».79> 

40; 

1,74; 

0,96; 

1,81  ; 

20; 

0,77; 

0,42; 

1,85; 

10. 

0,37- 

0,19. 

1,90.        fl 

La  Bcule  inspection  des  nombres  inscrits  dans  ia  dernière  colonne 
confirme  pleinement  le  fait  énoncé  plus  haut.  On  y  voit  aussi  les  rap- 
poris  des  vitesses  de  refroidissement  des  deux  thermomètres  rester  à  titi- 
pcu  près  les  mêmes  pour  les  excès  de  température  compris  entre  4o*  et 
1 10^.  Cette  circonstance»  qui  résuite  évidemmentxie  ce  que  les rappons 
dont  il  s  agit  augmentent  après  avoir  diminué,  a  probablement  contri* 
hué  à  persuader  à  M.  Dalton  que  Ja  loi  du  refroidissement  dans  fû 
devait  être  la  même  pour  tous  les  corps.  Si  Ion  poussait  plus  loin  ces 
»crîes»  on  trouverait  que  le  rapport  des  vitesses  de  refroidissement,  qui 
est  déjà  égal  à  i^ij  pour  un  excès  de  température  de  ^60"*,  croît  npi- 
demcnt  à  mesure  que  cet  excès  augmente;  et  qu'il  se  rapproche  de  plus 
en  plus  du  nombre  5*707  qui  en  est  ia  limite,  puisque  telle  est  la  valeur 

de  la  fraction  — r  pour  le  cas  du  verre  comparé  à  largent.  Cet  examen 

nous  ofire  une  nouvelle  preuve  de  la  nécessité  Indispensable  cTemlirasser, 
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dans  Tétude  de  certains  phénorxiènes  de  la  chafeûr,  un  très-grand  inter- 
valle de  température;  et  il  rend  parfaitement  raison  des  circonstances  qui 
ont  conduit  M.  Leslie  à  des  résultats  si  différens  de  ceux  que  nous  venons 
dénoncer.  En  effet,  ce  célèbre  physicien,  partant  d'observations  faîtes 
à  de  basses  températures  ,  a  pensé  que  le  rapport  dont  il  vient  d'être 
question  continuerait  toujours  à  diminuer ,  et  qu'il  finirait  par  devenir 
presque  égal  à  l'unité;  en  sorte  que,  selon  lui,  les  pertes  totales  de  cha- 
leur, dans  les  hautes  températures,  seraient  à-peu*près  indépendantes 
de  Tétai  des  surfaces.  Au  reste ,  les  lois  que  M.  Lesiie  a  proposées,  celles 
qui  l'ont  été^  soit  par  M.  Dalton,  soit,  très-antérieurement,  par  Martine,' 
peuvent  toutes  être  réfutées  par  un  seul  argument  ;  car  toutes  ces  lois 
font  uniquement  dépendre  la  vitesse  du  refroidissement,  de  l'excès  de 
température  du  corps  sur  celle  du  milieu  environnant,  tandis  que  l'ex* 
périence  prouve  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  cette  vitesse  change 
<i'une  manière  très-notable  avec  la  température  du  fluide  qui  entoure  le 

corps. 

11  est  donc  inutile  d'entrer  dans  aucune  discussion  à  ce  sujet;  car,  en 

admettant  que  les  lois  imaginées  par  les  physiciens  que  nous  venons  de 
citer  représentent  les  résultats  de  l'expérience  dans  les  limites  où  elles  ont 
cté  déterminées  ,  il  est  certain ,  par  tout  ce  qui  précède,  qu'en  les  éten- 
dant hors  de  ces  limites,  on  arriverait  à  des  résultats  fort  éloignés  de  la 
mérité. 

On  peut  •  par  des  considérations  analogues  à  celles  dont  nous  avons 
fait  précédemment  usage,  déterminer  de  quelle  manière  la  loi  du  refroi- 
^ssement  total  change,  pour  un  même  corps,  avec  la  nature  et  la  den^ 
»t^  des  gaz. 
.La  vitesse  totale  du  refroidissement  est  exprimée  par 

Si  l'on  considère  un  autre  gaz,  ou  le  même  gaz  sous  une  autre  den^ 
site  9  la  vitesse  de  refroidissement  sera ,  pour  le  même  corps  : 

c:ar  le  coefficient  n  est  le  seul  qui ,  dans  ce  cas,  doive  changer. 

Oo  a 
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En  comparant  ces  deux  expressions  ,  on  trouvera  quêteur  rapport 
devient  égal  à  l'unité,  soit  qu'on  fasse  /^o  ou  t^oo;  ainsi  1« 
vitesses  totales  de  refroidissement,  dans  des  gaz  diffcrens,  s'approciiem 
de  j'égalitt-  pour  des  températures  irès-élevces ,  tandis  que,  dans  la  panie 
intermtdiaire  de  l'échelle,  ces  vitesses  peuvent  éire  très-diffcrenles.  Ce 
résultat  suffit  poirr  faire  sentir  toute  l'inexactitude  des  pro'édés  dont 
M,  Dalton  et  M.  Leslie  se  sont  servis  pour  comparer  les  pertes  de  chaleur 
produites  par  le  contact  de  plusieurs  fluides  élastiques;  car  ces  procédés 
sont  fondés  sur  la  supposition  que  les  vitesses  totales  de  refroidissement 
dans  des  gaz  différens,  conservent  le  même  rapport  à  toutes  les  tempéra- 
tures (i)  :  mais  ,  par  une  circonstance  très-singulière  et  sur  laquelle  il  est 
inutile  d'insister,  la  température  particulière  à  laquelle  ils  ont  opéré  rend 
très-faible  l'erreur  dont  il  s'agit;  aussi  leurs  déterminations  sont-etles, 
ainsi  qtie  nous  l'avons  dit  plus  haut,  assez  approchées,  en  les  restrei- 
gnant toutefois  aux  circonstances  dans  lesquelles  elles  ont  été  faites/' 

La  nécessité  d'évaluer  séparément  l'influence  de  chacune  des  causes 
qui  modifieut  le  progrès  du  refroidissement  d'un  corps,  ne  nous  ayant  pas 
permis  de  rapprocher  les  unes  des  autres  les  lois  diverses  auxquelles 
nous  sommes  parvenus,  nous  avons  pensé  qu'une  récapitulation  solïl- 
maire  serait  d'autant  plus  utile,  qu'on  pourrait  y  rétablir  l'ordre  naturel 
que  la  description  des  expériences  et  la  discussion  des  résultats  ont  sou* 
vent  forcé  d'interrompre. 

En  distinguant,  comme  nous  l'avons  fait,  les  pertes  de  chaleur  diie» 
séparément  au  contact  des  fluides  et  au  rayonnement  ,  on  reeahnaîl 
bientôt  que  chacun  de  ces  deux  effets  est  assujetti  à  des  lois  particulières. 
Ces  lois  doivent  exprimer  les  relations  qui  existent  entre  la  température 
du  corps  et  la  vitesse  de  son  refroidissement  ,  pour  toutes  les  cîrcons- 


[i)   Dans  ses  ingénieuses    retherciies  sur   ] 
de  phys.  et  de  ch.  i.  III),   M.  Davy  cxam 

propre  qu'à  faire  diiiinguer  les  divers  degrés 


suffisait,  au  reste,  pour  le  but  qu'il  îc  proposait;  i 
naUianec  du  rapport  de  ces  pouvoirs. 


flamme  (  Trdnsuct'iens  pbilosnph.  rSiy,  Ann. 
lie  aussi  ic  pouvoir  rel'roid lisant  d'un  cenaiit 
aie  dont  ce  célèbre  chimisie  a  fait  usage  n'eii 
de  développement  de  celte   propriété;  ce  qui 


rait  conduire  à  U  cou- 
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tances  dans  lesquelles  il  peut  se  trouver.  II  faut  se  rappeler  que  pair 
vitesse  de  refroidissement ,  nous  entendons  toujours  le  nonibre  de  degrés 
dont  la  température  du  corps  s'abaisserait  pendant  un  intervalle  de 
temps  infiniment  petit  et  constant. 

jJ^  Loi»  Si  Ion  pouvait  observer  le  refroidissement  d'un  corps  placé 
dans  un  espace  vide  terminé  par  une  enceinte  absolument  dépourvue 
de  chaleur  ou  privée  de  la  faculté  de  rayonner,  les  vitesses  de  refroi- 
'dissement  décroîtraient  en  progression   géométrique,  lorsque  les  tem-     • 
pératures  diminueraient  en  progression  arithmétique. 

^.'^  Loi.  Pour  une  même  température  de  lenceînte  vide  dans  la* 
quelle  un  corps  est  placé,  ses  vitesses  de  refroidissement,  pour  des  excès 
de  température  en  progression  arithmétique  ,  décroissent  comme  les 
termes  d'une  progression  géométrique  diminués  d'un  nombre  constant. 
Le  rapport  de  cette  progression  géométrique  est  le  même  pour  tous  les 
corps,  et  égal  à  1,0077.  ' 

.  ^.«^  Loi.  La  vitesse  de  refroidissement  dans  le  vide,  pour  un  même 
excès  de  température,  croît  en  progression  géométrique,  la  température 
de  l'enceinte  croissant  en  progression  arithmétique.  Le  rapport  de  la 
progression  est  encore  1,0077  pour  tous  les  corps. 

jf."^  Loi.  La  vitesse  du  refroidissement,  due  au  seul  contact  d'un  gaz, 
est, entièrement  indépendante  de  la  nature  de  la  surfece  des  corps. 
'  j.'"'  Loi.  La  vitesse  de  refroidissement  due  au  seul  contact  d'un  fluide 
varie  en  progression  géométrique  ,  l'excès  de  température  variant  lui^ 
même  en  progression  géométrique.  Si  le  rapport  de  cette  seconde  pro- 
gression est  2,  celui  de  la  première  est  2,35 ,  quelle  que  soit  la  nature 
du  gaz  et  sa  force  élastique. 

Cette  loi  peut  encore  s'énoncer  en  disant  que  la  quantité  de  chaleur 
enlevée  par  un  gaz  est,  dans  tous  les  cas,  proportionnelle  à  l'excès  de 
Ja  température  du  corps  élevé  à  la  puissance  i>233. 

â.^'  Loi.  Le  pouvoir  refroidissant  d'un  fluide  élastique  diminue  en 
progression  géométrique,  lorsque  sa  tension  diminue  elle-même  en  pro- 
gression géométrique.  Si  le  rapport  de  cette  seconde  progression  est  2 , 


294  PHYSIQUE. 

le  rapport  Je  la  première  est  1,366  pour  l'air ,   1,301  pour  l'hyJrogttie 

1,431  pour  l'acide  carbonique,    1,415   pour  le  gaz  oiétîant. 

On  peut  encore  présenter  cette  loi  de  la  manière  suivante  : 

Le  pouvoir  refroidissant  d'un  gaz  est,  toutes  choses  égaies  d'ailleurs, 
proportionnel  à  une  certaine  puissance  de  la  pression.  L'exposant  de 
cette  puissance  qui  dépend  de  la  nature  du  gaz  est  0,45  pour  l'air, 
0,315  pour  l'hydrogène,  0,517  puuv  i'acide  carbonique,  0,501  pour 
le  gaz-oléfiant. 

/.""  Loi.  Le  pouvoir  refroidissant  d'un  gaz  varie  avec  sa  tempéra- 
ture de  telle  manière  que  ,  si  ce  gaz  peut  se  dilater  et  qu'il  conserve 
toujours  la  mtme  force  élastique,  le  pouvoir  refroidissant  se  trouvera 
autant  diminué  par  la  raréfaction  du  gaz  qu'il  est  airgmenté  par  son 
échauffement  ;  en  sorte  qu'il  ne  dépend  en  délinitif  que  de  sa  tension. 

On  voit,  par  l'énoncé  de  chacune  de  ces  propositions,  que  la  loi 
totale  du  refroidissement ,  qui  se  composerait  de  toutes  les  lois  précé- 
dentes, doit  être  très-compliquée;  aussi  n'essayons-nous  pas  de  la  traduire 
en  langage  ordinaire.  Nous  l'avons  donnée  dans  le  courant  du  Mémoire, 
sous  une  forme  mathématique  qui  permet  d'en  discuter  toutes  les  con- 
séquences. Nous  nous  contenterons  de  remarquer  que  c'est  sans  doute    [ 
à  l'extrême  complication  de  cette  loi ,  considérée  dans  son  ensemble,  quH  ' 
faut  attribuer  le  peu  de  succès  des  tentatives  faites  jusqu'à  ce  jour  pou»  ! 
la  découvrir.  On  ne  pouvait  évidemment  y  parvenir  qu'en  étudiant 
part  chacune  des  causes  qui  contribuent  à  l'effet  total. 
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Suite  du  MÉMOIRE 

5UR    LES    INTÉGRALES    DÉFINIES, 

Inséré  dans  les  deux  précédens  volumes  de  ce  Journal  ; 

Par  m.  Poisson. 


(  On  continuera ,  dans  cette  suite  »  Tordre  des  articles  du  Mémoire  qui 
s'arrête  au  n."  [20]). 


[-^  I.]  J'ai  considéré,  dans  mon  second  Mémoire  sur  la  Distribution 
^  l Electricité  à  la  surface  des  Corps  non  conducteurs  (*) ,  une  classe  noin- 
^i*euse  d'intégrales  définies  auxquelles  la  nature  de  ce  Mémoire  ne  m'a 
pas  permis  de  donner  toute  l'extension  que  j'aurais  désiré;  je  me  suis 
*  donc  proposé  de  m'en  occuper  de  nouveau ,  et  c  est  de  ces  intégrales 
qu*îi  va  être  maintenant  question. 

D'après  la  théorie  d*£uier  sur  la  décomposition  des  exponentielles 
^^    une  infinité  de  facteurs,  on  a 

^/-H2C0S.  9-H^' 


2(1-^-  COS.  J^ 


—  V"^  ^,_e;.  )(^"*"  r»-*-«/)(*"^  (i-^-V^l 

désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  e  la  base  des 

C*)  Mémoires  de  la  i/«  classe  de  Tlnstitut,  année  1811 ,  ///  Pattit, 
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logarithmes  dont  le  module  est  i'unité,  et  /?  et  9  <fes  quantittîs  quel- 
conques qui  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires. 

Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équation, 
et  qu'on  les  différencie  ensuite  par  rapport  kp,  on  obtient  un  résultat 
que  nous  écrirons  de  cette  manière  : 


*?-t-i  coj.  fl  -t-  «■ 


[(zi-iM~sy-^P'' 


U' 


('I 


t-ny-i-P' 

i  étant  un  nombre  entier  et  positif,  et  les  caractéristiques  S  indiquant 
des  sommes  qui  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  de  ;,  depuis  /^i  ju»- 
qu'à  /  =-^. 

Or,  en  représentant  par  ^  une  quantité  positive  quelconque,  ou 
une  quantité  composée  d'une  partie  imaginaire  et  d'une  partie  réelle  et 
positive,  et  en  intégrant  depuis  /=:zo  jusqu'à  1:=.-^,  on  a,  comme  il 
est  aisé  de  le  vérifier , 


f' 


pt.di  =  ■ 


si  donc  on  fait  ^  =  ^  2  i  —  i)  rt  —  6 ,  on  aura 

donnant  à  i  toutes  ses  valeurs,  depuis  izzzi  jusqu'à  ï=-^,  et  obso» 
vaut  que 


nous  aurons 


/       e*'  lin.  pt.dr 


{(2.1-1)1, 


-if- 


formule  qui  suppose  ^  <'7r  ,  afin  que  la  valeur  de  q  qui  répond  à 
iz^i  ,  ne  soit  pas  négative  :  elle  a  aussi  lieu  en  y  mettant  pV(—i}ï 
la  place  de  p ,  pourvu  qu'on  ait  alors  /)  H-  ô  <  tt.  En  y  changeant  le 
signe  de  ô ,  ii  vient 

/ 
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/^"••'  sin.  pt.dt  ^  p 

par  conséquent  Téquation  (i)  devient 


€/  -+•  2  COS.  8  -+•  e'F 


■       ■       '    '^  ' ^ —  .  (2) 


Cette  formule  en  donnera  trois  autres,  en  y  mettant  d'abord  pV(—i) 
à  la  place  de  /7^  ce  qui  la  change  en 


sin.  p  ^   fe^*   -H  e^^*  )  ( ti^*  --  ^-p*  )  dt 

COS.     V    '•\-    C03, 


et  mettant  ensuite  dans  celle-ci  et  dans  la  précédente,  6  V(—v)  à  la  place 
de  0,  on  a 


éP  —  trf  ^^     .     /*      COS.  {  t  .  sin.  p  t  ,  dt 


.     /*      COS.  {  ^  .  sin.  pt,dt  ,  .* 

4y  — ,./_  ^^., — >   (4) 


sin.  p  _        /•  (eP*  —  e'P* )  cos.  %t  ,  dt 


^*  -H  2  cos.  p  -i-  e 


-• 


/f  ^/"  —  ^-/'V  cos.  Bt  ,  dt  /    \ 


ia  formule  (3)  suppose  /? --H  ô  <  tt  ;  et  la  formule  (5),    seulement 

Ces  résultats  nous  foht  déjà  connaître  quatre  espèces  distinctes 
d'intégrales  définies;  mais  on  en  peut  aussi  déduire  d autres  dans  les* 
quelles  le  dénominateur,  sous  le  signe  f,  soit  e'^^  -^  e"'^^ ,  au  lieu 
<I*être  ^^'— -^^'^S  comme  dans  celles-ci.  En  effet,  si  nous  mettons 

successivement  dans  Téquation  (2),  6-f*  —    et    ô à  la  place 

de  ô,  et  que  nous  retranchions  Tune  de  l'autre  les  équations  résultant 
de  ces  substitutions,  nous  trouverons,  toute  réduction  faite, 

2  ("e^  —  e-P)  sin.  S         ' f  (  ^^'  —  ^''•'J  sin.  i?  f  .  dt 

€^P  -I-    2  cos.    26-1-   e-*f  J  Tt  — -Wt  î 

e    ^  e     ^ 

DU  bien,  en  mettant  zt  k  la  place  de  t,  ce  qui  ne  change  rien  aux 
Limites  de  l'intégrale  »  nous  aui:ons 

XVIIL'  Cahier.  Pp 
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(ef  ~  t-f)  sin.  8  r  (e-^^*  —  ^^*»>;  siti.  tft.dt      '      .^ 

■  ■  ms  /  - — *  ■  '       — — ^ ^T  . .  ...  •     (5] 

tf'/'  -+•  2C0S.  a  j-4- ^*^^F  J  e»* -4-  ^-•r  '       V^/ 

formule  qui  naura  lieu  que  pour  les  valeurs  dé  ô   moindres  que  — » 
à  cause  que  celle  dont  on  la  déduite,  supposait  G  <^. 

De  même,  en  substituant  successivement  dans  Téquation  (5),  /?H 

et  ;?  —  —  à  la  place  de/?,  retranchant  l'un  des  résultats  de  l'autre, 
réduisant  et  mettant  2  /  à  la  place  de  />  on  trouve 

(e^  -H  t^^)  COS.  jf      r  ( e^P'  -h  e-^r^ )  cos.  H  t .  dt 


^••-f-i2  COS.  z  f-*-^"** 


/(  e^P'  -H  e-^F'j  COS.  IBt.dt  .   . 


2 


laquelle  formule  suppose  /?  < 

Ces  deux  équations  (6)  et  (7)  étant  ainsi  trouvées,  le  changement 
de  ;7  en  p  V( — \)  et  celui  de  ô  en  ô  V( — \)  donneront  quatre  autres  " 
équations  que,  pour  abréger,  nous  nous  dispenserons  d'écrire. 

Ces  différentes  formules  présentent  toutes  une  analogie  remarquable: 
toutes  les  fois  que  l'une  des  qu^alititcs  /?  et  6,  sous  le  signe  /,  est 
comprise  sous  un  sinus  ou  sous  un  cosinus,  elle  est  en  exposant  de* 
hors  du  sign^/;  et  réciproquement,  lorsque  Tune  d'elles  est  en  ex|K>sant 
de  e  sous  le  signe  f,  ^lle  est  comprise  soiw  un  sinus  ou  sous  un  cosinus 
hors  du  signe  intégral. 

[22.]  Les  formules  lés  pîus  simples  qui  soient  comprises  dans  le» 
précédentes,  sont  celles  qiie  l'on  obtient  en  disant  d=rojdans  ie$ équa- 
tions (3)  et  (7).  Si  l'on  met  en  même  temps  zp  k\a,  place  de  p  dans  la 
première,  et  qu'on  fasse  les  réductions,  on  a 

I  r    (e*P'  —  e'^P'.J  dt 


tang  p  =y- 


.^^r  Ta-   e^^t 


(e^P'  -^  e'^P* )  dt 


z       cos,  p 

Réciproquement,  en  partant  de  Tune  de  ces  deux  équations  1  on  IroiH 
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veraît  toutes  celles  du  numéro  précédent,  en  regardant  p  comme  une 
quantité  composée  d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire,  c'est- 
à-dire,  en  mettant  /^  -H  ô  V(---\)  à  la  place  de  p. 

Si  Ton  désigne  par  x  une  nouvelle  variable  ;  par  n  un  exposant 

positif;  qu'on  fasse  e'^'^^zzix^ ,  et,  pour  abréger,  -—^ —  rr:  m  :  les  va- 
leurs extrêmes  tz=zo  et  /=  —  ,  répondront  àx=:i  etxi=ço,et 
nos  deux  équations  deviendront 

2/1  ^w  ^  x"-!-  x""  X        ' 

COS»  **    ■ 

*  Jl  ... 

les  intégrales  étant  prises  depuis  xz=zo  jusqu'à  .v  =  i. 

Ces  formules  sont  dues,  comme  on  sait,  à  Euler,  qui  les  a  démon* 
trées  pour  le  cas  seulement  où  l'exposant  m  est  réel  :  lanalyse  précé- 
dente prouve  qu'elles  ont  encore  lieu ,  lorsque  cet  exposant  est  supposé 
imaginaire. 

[23*]  Chacune  des  intégrales  que  nous  venons  de  déterminer,  en 
fera  connaître  une  infinité  d!autres  par  des  différenciât ion&, relatives  à 
0  ou  à  /7.  On  pourra  aussi  multiplier  ces  intégrales  par  dp  ou  i/o , 
et  intégrer  sous  le  signe  f  par  rapport  à  /?  ou  à  ô  ;  mais  nous  allon^ 
employer  ce  procédé  de  l'intégration  d'une  manière  plus  générale. 

Échangeons  d'abord  entre  elles  les  lettres  /i  et  ô  dans  Téquation  (5)1 
ce  qui  donne 


lin.  9  /*  Ce*'  —  e**')  cos.  p  t .  dt 

U»  I       H     III      »       III     !>■  Tl^^MIfc— ^Él»        ^MMM  m       *     '  ■  I     ■    I     I     II  I  III  I  I      n     1 

e/'  -♦-  2  COS.  6  -H  #-/  J  e*'  —  e"«' 


Multiplions  celle-ci  et  l'équation  (2)  par  C'^^Jp,  m  étant  une  quan 
thé  positive;  intégrons  ensuite  par  rapport  kp,  depuis /?=:o  jusqu'î 

p  =  — ;  en  observant  qu'on  a  entre  ces  limites  (n.®  2  ) 

Pp  2 
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f  e'^'^P  COS.  pt  .  dt  =1 


m 


f  e'-'^P  sîn.  pt  .  dt 


m*  -^  t^    * 


7/1*  -*-  X*    ' 


nous  en  conclurons 

/sin.  t  f ""^  dp  ^        (e^'  —  e'^^ )  mdt  /«% 

er  -^  z  COS.  6  -h  ^-/^  ^     ^^"  —  e""^  (^m»  -H  r*^    '         ^  ' 

/(^<r^  —  ^-^^  e'^'P  dp        p      (e^'  -H  e'^^ )  tdt  .   v 

ef  ^  z  COS.  0  ^  ^-i»  ^ y    (e^t_g-Ttj  (tnx^t%j   •       VP/ 

Or,  lorsque  m  sera  donnée  en  nombre  entier  ou  fractionnaire,  il  sera 
facile  d'obtenir,  par  les  règles  ordinaires ,  ies  valeurs  des  intégrales  qui 
forment  les  premiers  membres  de  ces  équations  ;  car ,  en  désignant 
par  fji  le  dénominateur  de  m,  et  faisant  6"^  z=zx^ ^  les  fonctions  à 
intégrer  deviendront  des  fractions  rationnelles  par  rapport  à  la  nouvelle 
variable  x.  Nous  pouvons  donc  aussi  regarder  comme  connues,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  ou  fractionnaires  de  m,  les  intégrales  définies 
qui  forment  les  seconds  membres  de  nos  équations.  La  seconde  se  déduit 
de  la  première  par  la  différenciation  relative  à  ô  ;  mais  la  valeur  qu'on 
obtient  de  cette  manière  se  présente  sous  uite  forme  moins  simple  que 
la  précédente. 

Le  même  procédé ,  appliqué  aux  équations  (6)  et  (7) ,  conduit  à  ces 
deu^  équations ,  dont  la  seconde  pourrait  aussi  se  déduire  de  la  première 
par  la  différenciation  relative  à  ô: 

/COS.  t.feP  -+-  e-Pj  tr""?  dp     /*      ^e**'  -h  e-^^'J  mdt  f      \ 

e*P  -+•  2  COS.  2  a  -h-  ^"*^  J     (^f -Hf  9  (^m*H-4fV    '       '^    '      ' 

/sin.  i  .  ^eP  —  e-P)e'"^r  dp      /*      {e**'  — e'^^'Jtdt  .      . 

e*P  -H  2  COS.  28  -H  e'^P  ^J    {e^' -^  e-'' J  (m^-^it^J   *       '  ^  ^' 

on  doit  donc  aussi  regarder  ces  deux  intégrales  relatives  à  t ,  comme 
connues  pour  toutes  les  valeurs  entières  ou  fractionnaires  de  la  quan* 
tîté  m. 
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II  est  permis  de  faire  à  volonté»  dans  ces  quatre  équations,  la  quantité 
ô  réelle  ou  imaginaire;  losrque  ô  est  réelle,  il  ne  faut  pas  qu'on  ait 

6>^  dans  les  deux  premières ,  et  6  >  —  dans  les  deux  dernières  ;  mais 

le  cas  des  valeurs  extrêmes  ô  =:  tt  et  ô  =:  —  ,  mérite  une  attention 

particulière. 

[24.]  Si  Ion  fait     =7rdans  l'équation   (8),  son  second  membre 
se  réduit  à  ^ 

à  cause  des  limites  /=ro  et  tzzz  —  ;  en  même  temps  lè  numérateur 

de  la  fraction  contenue  sous  le  signe  f,  dans  le  premier  membre  ,  de- 
vient nul  à  raison  du  facteur  sin.  0,  et  son  dénominateur  se  change  en 

(  ^  ~   -^j    ;  il  devient  donc  aussi  nul  ou  infiniment  petit  pour 

une  valeur  nulle  pu  infiniment  petite  de  p:  mais  pour  toute  autre  valeur 
de  p ,  ce  dénominateur  est  une  quantité  finie,  et  par  conséquent  lu 
fraction  est  égale  à  zéro.  Il  en  faut  donc  conclure  qu'il  suffira  de 
prendre  l'intégrale  relative  k  p,  depuis /?=:o  jusqu'à  une  valeur  posi- 
tive et  infiniment  petite  de  cette  variable,  que  nous  désignerons  par  k. 
Pour  intégrer  entre  ces  limites ,  nous  ferons  6  =  tt  —  £»,  (ê  étant  une 
quantité  positive  que  nous  regarderons  d'abord  comme  infiniment  petite 
et  que  nous  ferons  tout -à- fait  nulle  après  l'intégration;  considérant 
aussi  la  variable  p  comme  infiniment  petite ,  nous  aurons 


sin.  Ô  =  «,     £'"^  =  1,     ^^-f-acos.0-|-^-'=«*-H/»*  ; 


ce  qui  réduit  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  à 

d 
P 


J       6>*  -♦-   !?* 


or,  cette  intégrale,  prise  depuis  pzzzo  \\x%i^kpz:zk,  est  arc  /  tang  rz:  ^j , 
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et  quand  on  fait  «=:o,  sa  valeur  devient  arc  ^tangrr  oo^  =  -^, 

comme  celle  du  second  membre  de  la  même  équaiîon. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  Téquation  (îo),  lorsqu'on  y 

donne   à  ô  sa  valeur  extrême  6  =:  —  :  quant  aux  équations  (9)  et 

(11),  leurs  deux  membres  deviennent  infinis,  ce  qui  n'apprend  rien, 

quand  on  fait  ÔurTr  dans  la  première,  et  ô=  —  dans  la  seconde; 

mais  en  faisant  les  mêmes  suppositions  dans  les  équations  (2)  et  (6), 
dont  celles-ci  sont  déduites,  on  est  conduit,  comme  on  va  le  voir,  à 
de  nouvelles  formules. 

[25.]  Dans  le  cas  de  6z=7r,  Téquation  (2)  devient 


IL 


/(e*'  -H  e—")  sin.  pt.dt 


et  si  Ton  observe  que,  pour  les  limites  tznzo  et  /=  — t  on  a  (n.^  a) 


/  sin.  f  t  , 

P 

on  pourra  l'écrire  ainsi  : 

I  —  r"*/           p 

,^    i    f  sin.  pt.dt 
■~   ^  J       e*"  —  I 

Je  multiplie  cette  équation  pai*  C'^^dp,  m  étant  une  quantité  posi- 
tive; j'intègre,  comme  plus  haut,  depuis  pznzo  jusqu'à  pzzz — ;  il 
vient 

et  en  faisant  e^^  =:  x ,  cette  éqiiatîbn  devient 

/jc"»-' ffjc            -.    ^       j                   r  ^^^  dx              .                tdt 
J  x^  '  dx  ^{^  2  I  —. 3=  4  -TT-: r; — = — .. 


■••^•■•«•^ 
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I-cs  intégrales  relatives  à  x  devront  être  prises  depuis  x=zo  jusqu'à 

jt^=^  I  ;  de  sorte  quon  à  f  x^^'  d x  :::n  • —  ;  de  plus  ,  soît ,  pour 
abréger , 

l'équation  précédente  deviendra 
_  r>  ,   ^  C(x^''-'\)dx        r     ,       Wx*-i-.i;    j  _,  r         ^^^ 

ais  on  a  la  formule  connue 


/       log.x    '     ♦^^   =   %■    "^^ 

^xji  s'obtient  en  multipliant  par  dm,  et  intégrant  par  rapport  à  m, 

l^^quatîon  identique  f  x^"^  dxz=z ;  notre  équation  deviendra  donc 

ei-afîn 

Si  l'on  opère-  de  la  même  manière  sur  l'équation  (6) ,  après  y  avoir 

^aît  6z=:  — ,  on  est  conduit  à  cette  autre  formule 

2.  ' 

2  r z^JZJL — L-JL  —  C" —  log.  L  m  -=1  X  C'-rTr, t7-\ — tt  î     (i4) 

ueile  pourrait  aussi  se  déduire  de  la  précédente,  en  y  mettant  il 
im  à  la,  place  de  /  et  w,  et  observant  quon  a  identiquement 


tdt ^  /• tdt  r t  dt 


) 


Comme  les  intégrales  relatives  à  x  qui  entrent  dans  les  premiers 
^^^«mbres  de  ces  deux  équations ,  peuvent  s'obtenir  par  ies  méthodes 
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ordinaires  toutes  les  fois  que  m  est  donnée  en  nombre  entier  ou  frac* 
tionnaire ,  il  s'ensuit  que  les  intégrales  qui  forment  leurs  seconds 
membres  sont  aussi  censées  connues,  pourvu  que  ion  connaisse  la  valeur 
numérique  de  C;  ainsi  les  transcendantes  en  nombre  infini,  que  ion 
déduirait  de  ces  deux  intégrales,  en  donnant  à  m  toutes  les  valeurs 
possibles  ,  entières  ou  fractionnaires ,  ne  dépendent  que  d'une  seule 
transcendante,  savoir,  de  la  quantité  désignée  par  C.  Cette  quantité 
représente  la  différence  de  deux  intégrales  ,  qui  sont  l'une  et  l'autre 
infinies;  mais  elle  a  cependant  une  valeur  finie  et  déterminée,  qu'on  ne 
peut  obtenir  que  par  approximation,  Euler  a  calculé  cette  valeur  avec 
un  grand  nombre  de  décimales  :  celle  qu'il  a  trouvée ,  réduite  à  six 
décimales,  est  Ci=  0,577216  (*);  mais  on  peut  aussi  remarquer  que 
Tune  ou  l'autre  des  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver ,  fournit 
un  moyen  de  calculer  la  valeur  de  C  à  tel  degré  d'approximation  qu'on 
voudra. 

En  effet,  on  donnera  à  m  une  valeur  assez  grande  pour  qu'en  dé* 
veloppant  le  second  membre  de  l'équation  (13),  par  exemple,  suivant 
les  puissances  négatives  de  m^  on  ait  une  série  très-convergente  ;  les 
coefficiens  des  termes  de  cette  série  seront  des  transcendantes  de  cette 
forme  : 


/■ 


*»*«  dt 


.a*/ 


n  "étant  un  nombre  entier  ;  or  ,  les  valeurs  exactes  de  ces  quantités 
sont  connues,  et  peuvent  se  déduire,  si  l'on  veut,  de  l'équation  (12), 
en  prenant  ses  différentielles  impaires  par  rapport  à  p,  et  faisant  /?=o 
après  les  différenciations  :  le  développement  du  second  membre  de 
l'équation  (13)  pourra  donc  servir  à  calculer  sa  valeur  approchée;  et 
comme  tout  est  connu  dans  le  premier,  excepté  la  quantité  C,  on  en 
conclura  aussi  la  valeur  approchée  de  cette  transcendante. 

(*)  Voyez  son  Traité  de  Calcul  différentiel j  et  les  Mémoires  de  Pétcrsfaourg ,  pour  rannce 
1781,  2.«  Partie. 

Si 
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Si  Ton  voulait   e^cprimer  sa  valeur  exacte  par   une^  seule  intégrale 
définie,  on  fel-ait  mzizo  dans  Téquation  (13),  et  Ion  aurait 

I      .  r  tdt 

zz  —  -4-   2    I  

2,  J    /^^*"  —  I 


(^^»"  —  îj  (i  -^  t^J   * 


On  pourrait  aussi  faire  disparaître  la  quantité  C  de  chacune  des 
équations  (13)  et  (i4)»  ^^  y  mettant  successivement  deux  quantités 
différentes  à  ia  place  de  w,  et  retranchant  ensuite  l'un  de  l'autre  les 
résultats  de  ces  deux  substitutions  ;  mais  nous  ne  nous  arrêterons  point 
à  indiquer  toutes  les  transformations  dont  ces  deux  formules  sont  sus- 
ceptibles ,  et  qu'il  est  facile  d'imaginer. 

[26.]  Maintenant,  après  avoir  échangé  ehtre  elles  les  lettres  /?  et  6 
dans  l'équation  (5) ,  iiivultiplions  ses  deux  membres  par  e^'"^  cos.  pk  .dp , 
m  et  k  étant  deux  quantités  positives,  indépendantes  de  p;  puis  inté- 
grons, comme  précédemment,  depuis  p  ziz  o  jusqu  kpzn: — ;  nous 
aurons  d'abord 


m  im 


X  fe  ^P  COS.  p  t. COS.  pk. dp  zn — -—     ,,  ,.      ,         ^        .,  .     , 

et  par  conséquent, 

A    /^  e"**r  COS.  kp,dp  /*  (e^'  —  e'^')mdt 

(e^*   —  e'^' )  mdt 


r___L£_ZI-il 

J      (e^*  —  e-^'Jim^ 


(e^'  —  ^-"^[/n*  -H  ("A  -H  ry*]    ' 

Or,  si  Ton  suppose  que  m  devienne  infiniment  petit,  le  coefficient  de 
dt,  dans  la  seconde  intégrale  relative  à  /;  sera  infiniment  petit  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  /;  donc  l'intégrale,   prise  depuis  tzrzo 

jusqu'à  rz=  — ,   deviendra  aussi  înfininoent  petite  ou  nulle.  On  voit 

de  même  que  la  première  intégrale  ne  pourra  avoir  de. valeurs  finies 
que  pour  des  valeurs  de  t  infiniment  peu  différentes  de  k  ;  si  donc  on 
fait  /=zÂ-+-/\  il  faudra  considérer  t'  comme  une  quantité  infiniment 
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petite ,  et  înt^rer  dq>iais  t'  =  — ce  jusqu  a  /'=z:-H  et,  ce  étant  aussi  une 
quantité  infiniment  petite  et  positive.  La  première  intégrale  relative  i 
/  se  réduit  alors  à 

de  plus ,  on  a,  entre  les  limites  qu'on  vient  de  fixer , 

f  Jt^t-^    —  ^  .  arc  ( tang.  =  — )  ; 

quantité  égale  à  tt,  quand  on  y  fait  mz=o.  Nous  voyons  donc  que 
dans  le  cas  de  m  infiniment  petit  ou  nul ,  l'équation  précédenL^/le vient 

^    /*  COS.  kp  .  dp  ^_^     ^  ^^*'  —  e^^*  J 

2    sin,  B   /  — I :: ;; — ; ZT    A, àZ • 

J     e^  -^  2  COS.  0  -H  e    f'  e**  —  e'^ 

Pour  lanalogie  des  notations,  nous  remplacerons  p  par  la  variable/, 
et  nous  aurons  cette  formule  remarquable 

/COS.  ht  ,dt  T  (  e^^  —  e"^^)  f       ^ 

^'  -i-  a  COS.  i  -t-  e^'  2  sin.  0  ( e^  —  e'-^'J       '  ^    5/ 

dans  laquelle  6  ne  devra  pas  être  >  ^r.  On  pourra  aussi  y  supposer 
cette  quantité  imaginaire,  et  la  remplacer  par  ^y^(—ij,  ce  qui  donne 

COS.  ht  *  d  t  2  v  sin.  k  9 


/COS.  kt.dt 


-•  (e*  —  e'^J  (e'-  —  e'^^J    * 


[27.]  Il  n'est  pas  inutile  d'indiquer  comment  on  peut  vérifier  Texaco- 
titude  de  ces  nouvelles  formules.  Pour  cela,  je  mets  /  à  la  place  de  ^ 
dans  la  formule  d'Euler  citée  précédemment  (n.°  21  ),  et  je  l'écris  so^i^ 
cette  forme  : 

^'^-2cos.ô-^^-'=<})[^'7r— e/H-r*]  [(<7rH-«/-Hr*]  [^j^r— ô/^r^J 
[(^37r+ô/-*-r*]  [(^57r-9/+/*]  [f^-jr-^QJ^^t^]  &c.; 

le  facteur  <p  étant  une  fonction  de  ô,  indépendante  de  /.  Je  prends  les 
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logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équation ,  puis  je  les  dîjOfcren^ie 
j>ar  rapport  à  6  ;  il  vient 


sin.  9 


d^ 


e^  -+-  2  COS.  ( 


— I 


Z^d^ 


^  -H  S 


^2  /  —  1  ^  T  -H  ê 


[^2  2— f^îr-*-eJ*H*-i^ 

/^2  /  1^  T  —  9 


les  signes  S  indrcjuant  des  sommes  qui  s  étendent  à  ioutes  les  valeurs 

tières  et  positives  de  i,  depuis  /  ==  i  jusqu'à  i  nr  — .  Je  multiplie 

deux  membres  de  celle-ci   par  cos.  kt.dt,  k  étant,  comme  plus 
haut,  une  quantité  réelle  et  positive,  indépendante  de  /;  j'intègre  en- 

s^uite  depuis  tzzzo  jusqu'à  tzzn  — ,  et  observant  que  /cos*  kt.dtzzzo 

Çt\J^  2  ) ,  feu  conclus 


COS.  kt  ,  dt 


•       A    r  COS.  kt.dt 

sm.  9  /  —^ TT 

V     e'  -^  2  COS.  6  -i^  e    ' 


[{^2  1   —    I^  T  -H   9]   COS.  kt.dt 


;t  -t-  9]*  -h  r* 


•*[(^2/  —   l^»  —  6]  COS.  kt.dt 
J         [{2i  —  1;  X  —  9j*  -t-  f* 


,  on  peut  effectuer  les  intégrations  relatives  à  /  qui  sont  indiquées 
s  le  second  membre  de  cette  équation ,  et  alors  il  devient 


•  2  2(^e-"*'  —  e*»^ 


qui  change  cette  équation  dans  la  formule  (15)  quil  s'agissait  de 


[28.]  Par  le  procédé  direct  de  Tîntégration  des  fractions  rationnelles, 
lier  est  parvenu  à  ce  résultat  remarquable  par  sa  simplicité  : 


/ 


M 


—  m 


dx 


^  sin^  " 


m  9 


X**  •+•   2  COS.  9  -♦-  X 


-R  • 


■r- 


n  sinr.  9  •  sin. 


m  T 


;   (i^) 


*  À  Intégrale  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  «-=1,0  étant  plus  petit 

Qq  2 


3o8  analyse; 

que  TT,  et  w  et  ;;  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs»  dont  le 
premier  est  moindre  que  le  second.  Il  observe  ensuite  que  la  même 
formule  subsiste,  lorsque  ces  exposans  sont  des  quantités  réelles  quel- 
conques ;  car  si  Ton  y  met  x^  à  la  place  de  x- ,  ^  étant  une  quantité 
réelle  et  positive,  on  ne  change  rien  aux  limites  de  l'intégrale,  et  en 
faisant  qnz^zn  ,  qmzzzm' ,  il  vient 


/ 


«ÎH  '     ^  1  1^  ^^  tu  I  fi   y  ' 


X"*       ^\-    X 


X  "  '  -H  2  COS.  g  -»-  X  ■"  "  ' 


Tt  sin.  i 

n' 

^  « 

n' 

m'  T 
<tn   A      sîn.  _--— _ 

i 

n' 

et  à  cause  du  facteur  indéterminé  q ,  on  peut  prendre  maintenant  pour 
m'  et  n  des  quantités  réelles  et  positives  quelconques.  Euler  est  aussi 
conduit,  par  l'induction  fondée  sur  la  généralité  des  formules  analy- 
tiques, à  regarder  l'exposant  m  comme  imaginaire;  en  le  remplaçant 
donc  par  mV(-^r),  il  obtient  cet  autre  résultat  C*^)  : 

/COS.   (m  log.  x)  d  X     ir\e     »      — e     n       ) 

^n^  2cos.e  -^x-     -"T""  ~    ;,  „  sin.  j  (     OLZ  z:!iz\    ' 

\e    n      — e     n      J 

qu'il  ne  donne  que  comme  une  simple  conjecture,  en  observant  qu'il 
serait  à  désirer  qu'on  pût  trouver  un  moyen  direct  d'y  parvenir  et  d'en 
constater  l'exactitude.  Or,  si  l'on  fait,  dans  l'équation  (15),  e"'  z=z  x^ 
et  kn-=Lm ,  les  limites  de  l'intégrale  relative  à  x  seront  a-=o  et  jsc=i, 
et  cette  équation  se  changera  dans  la  précédente,  qui  se  trouvera,  de 
cette  manière,  rigoureusement  démontrée. 

Réciproquement,  on  peut  aussi  observer  qu'en  faisant  dans  l'équa- 
tion {16),  x^zzze"^  çt  w  z=  A //,  elle  devient 


f-t. 


(e^r',^  g-kt)  ^  f  ^  sin    ^  Q  . 


2  cos.  8  -t-  ^~'  sin.  d  .  sin.  k  x 


(17) 


l'intégrale  étant  prise  depuis   /imo  jusqu'à  tz=i — ,  et  k  étant  une 


{*)  Mémoires  de  Pétersbourg^  années  1785  et   1787. 
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quantité  plus  petite  que  l'uiiiié.  Or,  en  comparant  cette  formule  à 
notre  cquatioii  {15),  on  voit  qu'elle  en  résulte,  en  y  mettant  kV(^\) 
à  la  place  de  k;  donc  on  peut,  dans  cette  équation  (15),  regarder  la 
quantité  k  comme  imaginaire,  ce  qui  ne  résultait  pas  de  l'analyse  qui 
nous  l'a  fait  trouver. 

Ainsi,  l'équation  (17),  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  d'Euier, 
et  notre  équation  (15),  sont  le  complément  fiine  de  l'autre,  ou  plutôt 
elles  sont  comprises  dans  la  nicme  formule,  en  y  regardant  à  volonté 
comme  une  quantité  réelle  ou  comme  imaginaire;  mais  il  est  asseï 
remarquable  qu'il  faille  employer  des  méthodes  airssi  différentes,  pour 
résoudre  ces  deux  cas  d'une  même  formule. 

En  combinant  les  deux  méthodes ,  on  parviendra  à  prouver  qu'on 
teut  aussi  prendre  pour  k  une  quantité  en  partie  réelle  et  en  partie 
imaginaire  :  pour  abréger,  nous  nous  contenterons  de  l'induction  qui 
motive  suffisamment  cette  nouvelle  extension  de  notre  formule,  et 
nous  en  supprimerons  la  démonstration  directe  ;  désignant  donc  par 
P -^  dV (—1) ,  ce  que  devient  le  second  membre  de  l'équaiion  (17), 
lorsqu'on  y  met  k  -^  hV(~i)  à  la  place  de  k,  et  comparant  dans  les 
deux  membres  les  termes  réels  et  les  termes  imaginaires,  nous  parta- 
gerons cette  équation  en  deux  autres ,  savoir  : 

(,k,   ^  c-i.J   (.(,,.   ht  .di      


=  p , 


[2C).]   On  ne  peut  pas  faire  ^>  i  dans  ces  formules;  mais  : 
fait  k  =  I  ,  on  a 


J'-+-QV(-0 


_    JTjj^ 


•y.in.i./r-v  +  T^,- 
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•(,•    —    ,-l)    ,\t,.ht   .d,       __       T(-«"-t-(-'V  ,j. 

e'  -t-  2  COS.  i  -i-  t"  e*'  —  e"*'         "  ^       ' 


P 


En  observant  que/cos.  kt.dt^=o,  on  fera  coïncider  la  première  de  ces 
deux  formules  avec  l'équation  (15).  dans  laquelle  on  aurait  mis  ^  à  la 
place  de  k.  Quant  à  la  seconde,  elle  a  déjà  été  donnée  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Turin ,  par  M.  Plana ,  qui  l'a  trouvée  de  cette 
autre  manière  : 

Mettons  /  à  la  place  de  p  dans  l'équation  (i)  du  n."  21  ;  multip{ion& 
les  deux  membres  par  sin.  ht.dt,  puis  intégrons  depuis  /=:o  jusqu'à. 

1 
/  :=  — ,  nous  aurons 
o 

/{ e'  —  f' }  sin.  A  t  .dt    v   /*      ^  '  *'"'  '''■''' 
»' -(-  2COÏ. S  -t-  *-'  J    [(^zi—i^Jt— 8]"-»-»» 

■+-  S    <"         2  t  iin.   ht.dt 

Or,  entre  ces  limites,  on  a,  d'après  une  formule  connue, 

/t  sin.  ht.dt  •*  ai 

a  étaïit  une  quantité  positive ,  ou  composée  d'une  panie  imaginaire  ^^rt 
d'une  partie  réelle  et  positive  ;  faisant  donc  a-=:i(ii  —  iJ-tt  —  fl,  <^^< 
donnant  successivement  à  /  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  * 
depuis  i=  i  jusqu'à  /=  —,  on  en  conclura,  pour  la  première  soran-»  ^ 
£  contenue  dans  l'équation  précédente  , 


En  changeant  le  signe  de  6 ,  on  aura  la  valeur  de  la  seconde  somm 
S;  et  au  moyen  de  ces  deux  valeurs ,  l'équation  précédente  se  changea 
dans  l'équaiion  (18)  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

[30.]  Si  fon  développe  en  série  convergente  l'une  quelconque  < 
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intégrales  que  nous  avons  dc'ter minées ,  ia  valeur  de  l'intcgcale  fera 
connaître  celle  de  la  scrie  ;  et  c'est  de  cette  manière  que  les  intégrales 
définies  peuvent  servir  à  ta  sommation  des  suites  infinies.  Nous  allons 
prendre  l'équation  (15)  pour  en  donner  un  exemple. 

En  réduisant  en  série  suivant  les  puissances  de  l'exponeJUielle  e~' , 
on  a 

— ; '--: r  ^=  f^'sin.ô— f~*'sln.2â-j-tf~»'sin.^ô— (?~*'sin.4fi-(-5cc. 

e*  -*-  2.  COS.  B  -t-  e   '  ^  ^ 

Cette  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  t;  je 
fa    multiplié  par  cos.  kt  .  dt ,  et  j'intègre  chacun  de  ses  termes  depuis 

t o  jusqu'à /rz: —  :  or,  a  étant  une  quantité  positive  quelconque, 

orx    a  entre  ces  limites 

f  e~'  '  .  cos.  kt  .  J  t  z=z: r~  ; 

■'  a'  -i-  A'     ' 

oTx     aura  donc 


sirm. 


A    /■  co».  ht  .  dt  sin.  fl 2sin.  2fl  j  sin.  3  8 

J    «'H-icos.  B  -1-e"'  i-*-A*  4-i-A»  9-*-A* 


D^    là  et  de  l'équation  (15),  on  conclut 


^t  comme  l'angle  6  devait  ctre  plus  petit  que  tt  dans  l'équation  ^I5'.. 
.  ^  en  résulte  que  cette  nouvelle  formule  est  aussi  soumise  à  la  mlM^- 
y  restriction  ;  condition  essentielle  et  sans  laquelle  on  en  pounai:  ^ 
i"Hire  des  conséquences  évidemment  absurdes.  On  y  peut  *iip***'" 

"^^aginaire,  et  remplacer  cette  quantité  par  k  V(—i),  jmo»™'  «r^'^ 

""^    ait  k<  i.  Cette  substitution  donne 
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Je  mets  dans  la  formule  (ip),  successivement  9  H-  —   et  6 ^ 

à  la  place  de  9  :  je  retranche  l'un  de  l'autre  les  résultats  de  ces  deux 
substitutions;  mettant,  en  outre,  2A  à  ia  place  de  A ^  et  réduisant,  ii 
vient 

^  (^g»*'-f-g-*^V    COS.  9 3  go»'  3  9       ■       5  cQ»'  5  i    _  o^     .    /    1 

^(e^-  -^  e'^-J  1-^4  A*  9 -H  4  A*  ij -♦- 4  A*  '     ^     ' 

formule  qui  n'aura  lieu  que  pour  les  valeurs  de  9  plus  petites  que  — . 

Si  l'on  différencie  cette  même  équation  (ip)  par  rapport  à  9,  on  en 
déduit 

irk^e^^  -♦-  e"*V     g^s-  8  4  COS.  2  J        ^        9  COS.  3  6  «^ 


2^^**  —  ^-*»^  1  -H-  A*  4  -H  A*  9  -♦-  A 

faisant  A  =  o  dans  celle-ci,  on  a 


I 

2 


COS.  9  —  COS.  2  9  -h  COS.  39  —  COS.  4  ô  -t-  &c.  ; 


retranchant  ce  résultat  du  précédent,  et  divisant  par  A*  ,  il  en  résulte 

x(^f** -H  f**V     '  COS.  9        ^       COS.  29  COS.  3  9        ^    „  I    , 


2  A  (^if*'  —  e-^^J  2  A*  I  -H  A* 

Par  un  procédé  semblable,  on  déduira  de  l'équation  (20),  celle  ci: 

^^gtn  _  ^-au^  sin,  g  sjn.  39  sin.   59  «  / 

SA{e^^  -^  e-^*/  I-H4A*  9 -H  4  A»     ^^    25 -h  4  A»  v^^l 

On  pourra  mettre  dans  cette  équation  et  dans  la  précédente  kVf — j^ 
à  la  place  de  A,  et  il  en  résultera  deux  autres  formules  que  nous  nous 
dispenserons  d'écrire. 

Toutes  ces  diverses  formules  se    trouvent  déjà,  dans   l'ouvrage  Je 

M.  Legendre  i^),  où  elles  ont  été  déduites  d'une  analyse  différente  Je  f^^ 

(*)  Exercices  de  Calcul  intégral,  5.*  partie.  S-  H-' 
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îa  nôtre.  Elles  renferment  les  formules  connues  pour  la  sommation  des 
séries  de  puissances  réciproques  des  nombres.  En  effet,  en  développant 
les  deux  membres  de  chacune  des  équations  {19),  {zo),  (21)  et  (22) 
suivant  les  puissances  de  Â* ,  et  égalant  de  part  et  d'aune  les  coeffi- 
ciens  de  ia  même  puissance,  on  en  conclura  les  valeurs  de  ces  quatre 
séries  : 

.in     fl  _    ''"--il  _._    ""■  î  fl    _  ^": 


&c.  . 

.  4" 


-  &c. 


-  Sic. 


('}) 


dans  lesquelles  /)  désigne  un  nombre  entier  et  positif  quelconque,  On 
formera  fes  séries  analogues  dont  tous  les  termes  sont  précédés  du  même 
signe,  au  lieu  d'être  précédés  aliernaiivement  des  signes  H-  et  — ,  en 
mettant  à  la  place  de  Ô,  tt  —  6  dans  la  première  et  la  troisième  ,  et 
—  TT  —  9  dans  la  seconde  et  la  quatrième. 

[21.]  Au  reste,  les  valeurs  de  ces  diverses  séries  se  déduiront  de  ia 
nfus  simple  d'entre  elles  par  des  intégrations  successives,  relatives  à  9; 
jnais  si  l'on  veut  les  faire  servir  à  la  sommation  des  séiies  de  puis- 
iiices  réciproques,  il  faut,  comme  D.  Bernouilli  (') ,  éviter  d'employer 
es  sommes  de  ces  séries  à  la  détermination  des  constantes  arbitraires 
■lies  aux  intégrations. 

I*ar  exemple,  on  a  t'équaiion 


=  COS.    Ô   —  CI 

2. 
qui    suppose  l'angle  6<7r; 


h  COS.  3  0  —  COS.  4  9-1-  Sec. , 
uhiplie  par  d^,  et  j'inlcgre  par  rap- 


1 


t  de  PéieribouT-a ,  année   1772. 
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port  à  cet  angle  »  îl  vient 


8  •       A  sin,  29       .        sin.  5  9  sîn,  4  .      o 

in.  6 1- ^-^  — —^  H-  &c.  : 


SI 

2 


on  n  ajoute  pas  de  constante  arbitraire  >  parce  que  les  deux  membres 
de  cette  équation  sont  nuls  pour  ôzz:o.  Je  multiplie  une  seconde  fois 
par  ^9,  et  j'intègre  de  nouveau,  ce  qui  donne 

9*  ^  A  COS.  2  9  COS.  3  9       .       COS.  A  9  « 

— ; h-  C=z  —  COS.  fl  H : ' -r &c-  î 

4  4  9  *6  ' 

6*  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer,  je  fais  successive- 
ment ô:z=o  et  61= — ,  il  viept 

^^    ^1^  r" L  .-L.  _î ' I î s^ 

16    "^  ^  —        4    "^    16  36    ^^    64        ^^*  ' 

la  seconde  série  est  égaie  au  quart  de  la  première  ;  on  aura  donc 


V» 

--.-C_-i-C 

OU    C —  — 

1  ■         • 

16 

«2        ' 

doù  il  résulte 

T*                9» 

A               COS.    2  9 

=  COS.  9 2 — 

4 

COS.   3  9 
9 

cot.  4  6 

12                     4        — 

16 

^» 

'      1      '            '     . 

-t-  &C. 

"■■■           ■     1     "■■"■   ■ 
12 

4            9           «6 

&c. , 


Il  est  à  remarquer  que  la  première  de  ces  deux  équations  a  lieu  potJ^ 
6  =  7r  ,  quoique  celle  dont  on  la  déduite  par  l'intégration,  n'eût  p^i- 
lieu  pour  cette  valeur  panîculière  :  effectivement,  en  faisant  0zr=7r^ 
on  a 


T»  I 


4  9      •      16 


&c.  ; 
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T» 


résultat  facile  à  vérifier,  d'après  fa  valeur  précédente  de  — 

En  continuant  de  même,  on  obtient  les  valeurs  de  la  première  et 
de  la  troisième  des  quatre  séries  (23),  pour  toutes  les  valeurs  de  l'ex- 
posant n :  mais  ce  procédé  devient  encore  plus  simple,  en  l'appliquant 
à  la  2/  et  à  la  3.^  série.   On  part  de  l'équation  connue     . 

sin.  9  —  sin,  3  ô  -h  sin.  56  —  sin.  76-4-  &c.  =  o  , 


<[uî  suppose  6  <  —  .   En  multipliant  par  ^ô  et  intégrant,  on  a 


COS.  3  0  COS.  5  9  COS.  7  9 


T^ 1 h  &c.  ziz  c  ; 

étant  une  constante  arbitraire,  que  Ton  détermine  en  faisant  ôzzro, 
qui  donne 


3  J    *       7  ^  4 


f 


t  par  conséquent , 

TT  A  COS.  3  9        .       COS.  5  9  tos.  79       .      -, 


,      COS. 

4  3  5 

Une  seconde  intégration  donne 

ir  «A  «n.  3  9  sin.  ç  9  o 

— r-  zir:  sm.  G —  H — ^ &c. 

4  9  ^S 

Q.uoique  l'équation  précédente  n'ait  pas  lieu  pour  la  valeur  particulière 
'  ^=::=r:  — ,  celle-ci  subsiste  dans  ce  cas;  car  elle  donne 


z 


I  H 1 h  &c.  ; 


8  9  2J 


^*  ▼* 


^^   ^uî  résulte,  en  effet,  des  valeurs  précédentes  de  -g—  et   .  Par 

^^^   troisième  intégration ,  on  a 


Rr  2 
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«■.6*       .  A     .       COS.  5  9  COS.  s  9  « 

— Q h  c  =z  —  COS.  6  -f-. ^ p H  &c.  ; 

et  pour  déterminer  la  constante  c,  on  fait   6z=:  — ,  ce  qui  fait  éva- 
nouîr  la  série,  et  donne  c=z —;  d'où  il  résulte 

i6 


w 


9 


^6*  ^  COS.  3  9       .       COS.  5  J  ^ 

—  COS.  e r- — 7^ &c. 


Par  deux  nouvelles  intégrations,  on  a 

t3  9  "T  9'  -A  sin.   3  9  sîn.   ç  J  -. 

—  sin.  6 7 1 r &c.  , 


i6  zi  3*         '         j4 

•3r3  9*  T  9*  /  A     .       COS.  3  9  cos.  ç  9  « 

— T h-  f  =  —  COS.  0  H rr rr h  &c.  : 

32  96  35  jj 

la  constante  c'  se  détermine  en  faisant  9  z=: ,  ce  qui  donne 

et  ainsi  de  suite. 

[32.J  Les  séries  que  nous  venons  de  considérer  deviennent  quel- 
quefois des  intégrales  définies;  et,  quoique  cela  ne  conduise  pas  à  dé- 
terminer des  intégrales  qui  ne  soient  pas  encore  connues,  ce  change- 
ment nous  paraît  cependant  curieux  à  remarquer.  Ainsi ,  en  mettant 
TT  —  6  à  la  place  de  6,  dans  Téquation  (ip),  on  pourra  l'écrire  decette^ 


manière  : 


^  ^^4»  e-i*  —  ^-*»  e^*)     __  î  sîn.  1  9 


S  indiquant  une  somme  qui  s*étend   à  totites  les  valeurs  entières  ee 

m 

positives  de  i,  depuis  i=zi  jusqu'à  /z=:  — .  Je  fais  i^z^x,  k^zzût^ 
et  cette  équation  devient 
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• 


^  (  \   —  e-»**^  X»  H-  û*      ' 

or,  si  fon  suppose  que  9  devienne  infiniment  petit  et  k  infiniment 
grand,  de  manière  que  le  produit  Àô  ou  ^z  reste  une  quantité  finie,  le 

premier  membre  de  cette  équation  se  réduira  à  —  ^  e'^^  ;  et  en  met- 
tant dx  à  la  place  de  Ô,  la  somme  £  se  changera  en  une  intégrale 
ordinaire,  prise  depuis  xz=.o  jusqu'à  xzzz  — ;  en  sorte  que  ion  aura 
ce  résultat  déjà  connu. 

r-  X  sin.  x  ,  d  x  ir 


a^  -f-  x^ 


^~^, 


De  même,  en  mettant  'tv  —  9  à  la  place  de  9  dans  Téquation  (21), 
et  la  multipliant  par  A,  on  peut  Técrire  ainsi  : 

7  /^-*»   -H    ^-a*»  ^k%   \  I  ^      ^   COS.    l  0 


la.,  somme  S  ayant  la  même  signification  que  plus  haut.  Faisant  aussi 
A  G=:tf  ^  i^zzzx,  on  aura 

ir  (e"*  -H  f**'  ^'^  I      _,     tf  9  côs.  X 


i  ^i  —  €'^^* )  %k  X*  -t-  a*      * 

quand  9  devient  infiniment  petit  et  k  infiniment  grand,  cette  équa- 
tîon  se  change  en 

a  COS.  X  .  d  X  T       __^ 


/a  COS.  X  .  £ 
a^  -H  X» 


r^    ' 


i'intégrale  étant  prise  depuis  x=:o  jusqu'à  xzzz — ;  ce  qui  est  éga- 
lement  un  résultat  connu. 


L 


3.8 
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Sur  les  Intégrales  des  fonctions  qui  passent  par  l'infini  entre  les  limites 
de  l'intégration  ,  et  sur  /'usage  des  Imaginaires  dans  la  dcierminadon 
des  Intégrales  définies. 

[33.]  Dans  les  recherches  prcce'ilentes ,  nous  avons  toujours  exclu  le 
cas  où  la  fonction  qu'on  intègre  devient  infinie  entre  les  limites  de  l'in- 
tt^gration  [n.**  3  et  \6\,  à  cause  des  difficultcs  que  ce  cas  singulier 
présente;  nous  nous  proposons  maintenant  d'examiner  ces  difficultés  et 
xl'essayer  de  les  résoudre.  Les  géomètres  qui  ont  considéré  de  semblables 
intégrales  et  qui  leur  ont  trouvé  des  valeurs  finies,  ont  supposé  que  les 
élémens  infinis  de  l'intégrale  se  détruisent  par  l'opposiiion  des  signes 
-+-  et  — ;  mais  celte  explication  ne  serait  pas  toujours  admissible  ,  car  il 
y  a  de  ces  cas  dans  lesquels  la  fonction  qu'on  intègre  ne  chtingepas  désigne 
entre  les  limites  de  l'intégraiion ,  ce  qui  rend  impossible  la  destruction 
qu'on  suppose  entre  tes  parties  infinies.  Par  exemple,  dans  l'intégrale 

,       fdx  ...  .  ,,  dx 

trcs-simple  / — ~  prise  depuis  .y  =  —  i  jusqua  a- =  H- 1  ,  — ^  est 
constamment  positif,  et  cependant  la  valeur  de  cette  intégrale  définie 
est  une  quantité  négative,  égale  à  — 2.  Il  en  est  de  même  de  toutes 
les  intégrales   f — ^  ,  dans  lesquelles    m    est   un   nombre    pair.   Dans 

l'intégrale   f ,   prise  aussi  depuis  x-=i —  i   jusqu'à  x-=.-\-  i  ,  les 

clémens  passent  du  positif  au  négatif,  et  les  parties  infinies  peuvent  se 
détruire;  mais  alors  il  semblerait  que  l'intégrale  devrait  être  nulle,  et 
au  contraire,  elle  est  égale  à  la  quantité  imaginaire  • — ^°ë-f—^J'-  ce 
logarithme  a,  comme  on  sait,  une  infinité  de  valeurs  comprises  sous 
la  forme  fiii-^-ijTr  '/f^ij,  11  étant  un  nombre  entier  positif  ou  né- 
gatif, et  7C  représentant  toujours  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre ;  or,  on  ne  voit  pas  d'abord  comment  la  somme  des  élêmens  dtf 

l'intégrale  f ,   qui  sont  tous   réels,   peut  avoir  plusieurs  valeurs  ^ 

et  encore  moins  comment  ces  valeurs  sont  imaginaires. 
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Pour  éclaîrcir  ces  difficultés,  remontons  à  l'origine  Jes  intégrales  dé- 
finies» et  considérons  l'intégrale  yyWx^  dans  laquelle/;^  est  une  fonction 
quelconque  de  x.  Désignons  par  Fx  une  autre  fonction  dont  fxdx  soit 
la  différentielle;  en  sorte  qu'on  ait  -^         * 


'j  • 


ffxdx  =   Fx  -H  c , 


c  étant  une  constante  arbitraire.   Si  l'on  détermine  cette  constante,  de 
manière  que  l'intcgraie  s'évanouisse  quand  xz^ia^  on  aura 

Fa  -h-  c  n=  G     ou     r  =:  —  Fa  ; 


et  SI  l'on  donne  ensuite  à  ;r  la  valeur  déterminée  xzzizb,  on  a 

f  fx  d X  z=z  F b  —  Fa.  ., 


•  :  I  ;  '  •. . 


Cette  quantité  Fb — Fa  est  ce  qu'on  appelle  l'intégrale  définie,  prise 
depuis  xm^  jusqu'à  x=:A^  tandis  que  -Fx-t-f  est  l'intégrale  générale 
ou  indéfinie. 

Dès  la  naissance  du  calcul  intégral ,  on  a  regardé  l'intégrale  dé- 
finie comme  exprimant  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle,  et 
ces  valeurs  comme  les  élémens  de  l'intégrale;  et  c'est  pour  cette  raison 
qu'on  a  indiqué  les  intégrales  par  la  lettre  /  initiale  du  mot  somme. 
Depuis  on  a  senti  que  cette  notion  de  l'intégrale  était  un  véritable 
théorème  qui  avait  besoin  d'être  démontré;  on  prouve  donc  maintenant, 
dans  le  calcul  intégral ,  que  la  quantité  Fh — Fa  est  la  somme  des 
valeurs  à^fxdx,  lorsque  x  va  de  x:=.a  à  x-znb  par  degrés  infini- 
ment petits  ,  chacun  de  ces  degrés  étant  exprimé  par  dx  (*).  Cette 
proposition  a  lieu,  quels  que  soient  ies  changcmens  de  signe  de  fxdx 
entre  les  limites  a  et  b;  elle  subsiste  aussi  lors  même  que  cette  diffé- 
rentielle passe  par  des  valeurs  imaginaires  ;  maïs  la  démoiistration  qu'on 
en  donne  suppose  essentiellement  qu'entre  ces  mêmes  limites ,  fx  de- 


n  Calcul  intégral  de  M.  Lacroix,  2.«  édition,  article  47'- 


5^0  ANALYSE. 

meure  constamment  une  quantité  finie  ;  et  quand,  au  contraire 
passe  une  ou  plusieurs  fois  par  l'infini,  il  y  a  des  cas  dans  lesquels  la  propo- 
sition cesse  d'avoir  lieu  ,  ainsi  que  Lagrange  l'a  remarque  dans  ses  leçons 
sur  le  calcul  des  fonctions  (*).  Dans  ces  sortes  de  cas ,  l'intégrale  définie 
n'a   plus    aucun   rapport    nécessaire   avec   la  somme  des  valeurs  de  la 

diffcreniielle ,  comme  le  prouvent  les  exemples  / et  f  ' ^,~ *  *^'t^ 

plus  haut  ;  mais  nous  allons  maintenant  faire  voir  qu'on  peut  encore 
ramener  ces  cas  d'exception  à  la  notion  ordinaire  des  intégrales,  re- 
gardées comme  les  sommes  de  leurs  élémens  ;  ce  qui  fera  disparaiue 
l'espèce  d'anomalie  qu'ils  présentent. 

[34-]  ïl  suffit  pour  cela  de  faire  en  sorte  que  la  variable  x  passe  de 
la  limite  a  à  la  limite  h,  par  une  série  de  valeurs  imaginaires  ;  alors /i 
ne  deviendra  plus  infinie  pour  aucune  de  ces  valeurs  intermédiaires,  ci 
l'intégrale  définie  reprendra  sa  signification  ordinaire:  ainsi,  relativement 
à  l'intégrale  Ç- — •• ,   prise  depuis  .vm  —  \  jusqu'à  a-^H-i,  je  fais 


-[ 


COS.    1    ■ 


—  I  jusqua  x^~ 

■  z-  y'{-')]. 


et  j'intègre  par  rapport  à  j;  depuis  2=0  jusqu'à  i^  (  z  n -^  i)  7c,n 
étant  un  nombre  entier  quelconque  ,  positif  ou  négatif.  Les  valeurs  eï- 
ïrémes  de  *■  seront  toujours 

X   :=:  —    I       et      .v  rz:  -H    i  ; 

mais  en  allant  d'une  limite  à  l'autre,  cette  variable  ne  passera  plus  par 
la  valeur  x=^o  qui  rendait  infinie  la  quantîiiî  —  .  Nous  aurons  alon 

dx  :=  sin.  1  —  cos.  j.  V(—\)  - 
par  conséquent 


-//'— i;[cos.s-i-sin.s.vY-i;]; 


{•)  XU*  Cahier  de  ce  Journal,  pa^e  69. 


,' 
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f^^-V(-^)  àl  =  lV(-^)  -^^' 


w  • 


pour  f  intégrale  générale  ,  et 

pour  Tîntégrale  définie.  Ce  résultat  est  le  même  que  précédemment; 
maïs  les  valeurs  intermédiaires  de  la  variable  x  étant  imaginaires,  il 
n'est  plus  étonnant  que  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle,  ou 
l'intégrale,  le  soit  aussi. 

J'applique  la  même  transformation  à  l'intégrale  f  — — ,  prise  depuis 

jc  =: — I  jusqu'à  xnn-l-i  ,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
On  aura 


y  x"   —     (1/   y(    y  J  [coj.  i  -+-  sin.  i.v(^ï)\ 


d*après  la  formule  de  Moivre ,  cette  expression  deviendra 


.  intégrant,  comme  plus  haut,  depuis  2=o  jusqu'à  j  =2  (^2//-h  i^/ vr, 
et  observant  que  sin.  fm  —  i  J  (  2  n  ^i^  i  ^  tt  z=  o  ,  il  en  ré- 
sultera 

/— ^  r^  "^      .fcos, //;;— i^ /2//-4-iJ  TT— I  ]. 

Sî  m  est  un  nombre  impair,  différent  de  funité,  cette  valeur  se  réduit 

^  zéro  ;  si  m  est  pair ,  elle  est  égale  à •  c'est  ce  qu'on  trouve 

fi  jf  j^ 

^ï^     intégrant  — ^j— immédiatement  ;  mais  par  notre  transformation,  les 

'V'^I^urs  de  cette  différentielle  n'étant  pas  toutes  positives  dans  le  cas  de 
'^   pair,  il  nest  pas  absurde  que  leur  somme  soit  une  quantité  négative. 
XVllL'  Cahier.  S  s 
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[35.]  Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  dans  le  n/  33,  pouvant 
être  regardé  comme  la  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  inté- 
grales définies,  il  ne  sera  pas  déplacé  den  donner  ici  fa  démonstration. 
Désignons  donc  par  y  et  7-+- J  deux  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
limites  a  tt  b  ;  comme  on  a  d.F  x  :=ifxdx^  et  comme  on  suppose 
que  fx  ne  devient  point  infinie  entre  ces  limites,  H  en  résulte  que 
si  Ton  développe  F (y-^i)  suivant  les  puissances  de  j,  ies  deux  pre- 
miers termes  de  la  série  seront  toujours  Fy^+^i/y  :  on  pourra  de  plus 
désigner  le  reste  du  développement  par  Ri'"^^ ,  R  étant  une  fonction 
dt  y  ^X  1  qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  ces  quantités, 
et  k  un  exposant  positif  quelconque;  de  cette  manière,  on  aura  donc 


F  (y  -+-1)  =  Fy^ify-\-Ri 


i4-^ 


Le  plus  souvent  on  pourra  supposer  l'exposant  i-f-^  égal  à  2;  mais 
si  la  différentielle  seconde  de  F  x  devenait  infinie  pour  une  ou  plu- 
sieurs valeurs  de  x^  comprises  entre  rf  et  h,  le  troisième  terme  du 
développement  de  F  (y  ^^  z)  contiendrait  une  puissance  de  2  dont 
l'exposant  serait  compris  entre  i  et  2 ,  lorsqu'on  prendrait  pour  /  f une 
de  ces  valeurs  parriculières  :  or,  c'est  pour  éviter  ce  cas  d'exception, 
que  nous  avons  représenté  par  i-t-A  ,  l'exposant  de  ia  puissance  de  i 
qui  multiplie  tous  les  termes  de  ce  développement  à  partir  du  troisième. 

Cela  posé,  partageons  l'intervalle  h — a  en  un  nombre  quelconque /t 

de  parties  égales;  soit ^cc,  Tune  de  ces  parties;  faisons  j=:«t, 


et  donnons  successivement  à  y  les  //  valeurs  a,  a-\-ct,  ^•f-2ct,  

a-^  (n—  i)  ^\  désignons  aussi  par  Rot  R,f  R^f    Rg^tt 

les  valeurs  correspondantes  de  R  ;  en  vertu  de  l'équation  pr^édentei 
nous  aurons  cette  suite  de  n  équations,  savoir: 
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F  (a  ^^  (t;  =  F^7  ^-  ^fa  -\^  /?o  ct'-^^  , 


7^  /^^  -H  2  et;  =:  F  f^  -H  et;  H-  (Lf(a  ^cl)^R,  du"^^ , 


F (a^  3  ct^  =:  -F^^-t-2ct;-t-ct/(^^H-2ct;-+-/?^  ct*'*'^  , 


En  en  faisant  la  somme  et  observant  que  a'+'ricL:=zb ,  on  aura 

/^i  zzr  F^  -H  i'-h-   r^'-*-^ 
-  où  Ton  a  fait,  pour  abréger, 


/?0       H~       -«^l        "+"      -«^i       ~+^ "+"       -*?/»—!        ■^* 


Ofi  la  quantité  /?  ne  pouvant  pas  devenir  infinie,  si  nous  désignons 
par  M  le  maximum  de  cette  quantité,  abstraction  faite  du  signe,  pour 
toutes  les  valeurs  de  ^  et  y-^Z  comprises  entre  a  Qt  b ,  nous  aurons 
évidemment  T<nM ;  d'où  nous  conclurons,  en  faisant  aussi  abstrac- 
tion du  signe,  et  mettant  b  —  ^2  à  la  place  de  net. 

Fb  ^  Fa  ^  S<Mfb  --  aj  du\ 

Maintenant,  à  mesure  que  le  nombre  n  augmente  ,  la  différence  et  di- 
minue; le  second  membre  de  cette  inégalité  diminue  en  même  temps, 
et  peut  devenir  plus  petit  qu'aucune  quantité  donnée  :  il  en  faut  donc 
conclure  que  Fb  —  Fa  est  rigoureusement  la  limite  de  la  somme 
''^présentée  par  S  ;  ou  bien ,  en  employant  le  langage  des  infiniment 

Ss   2 


L 
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petits,  nous  dirons  ,  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer,  que  Fb  —  Fa  est 
la  somme  des  valeurs  de  fxdx,  lorsque  x  va,  par  degrés  infiniment 
petits,  de  xz=za  à  xz=zb,  dx  étant  la  différence  entre  deux  valeurs 
consécutives  de  cette  variable. 

Ainsi  que  nous  i  avons  remarqué  d  avance ,  cette  démonstration  sup- 
pose que  fx  ne  devient  infinie  pour  aucune  des  valeurs  intermédiaires 
de  X  ;  si  cependant  elfe  ie  devenait  pour  une  valeur  x=zc,  comprise 
entre  ^  et  ^,  et  que  cela  fût  dû  à  un  diviseur  Y^  —  c)^ ,  la  proposition 
serait  encore  vraie,  pourvu  que  l'exposant  m  fût  plus  petit  que  Tunité; 
car  alors  il  serait  aisé  de  faire  disparaître  ce  diviseur  par  un  simple 
changement  de  variable  ,  en  faisant  (x — cj'""'"  zzit ,  ce  qui  donnerait 

d  X  dt 


(  X  —  c  )^  I   —  m 

La  proposition  précédente  ne  pourra  donc  se  trouver  en  défaut  qu'au- 
tant que  l'exposant  du  diviseur  qui  rend  fx  infinie ,  sera  >  i ,  ou  au 
moins  égal  à  l'unité. 

[36.]  Toutes  les  fois  qu'une  intégrale  sera  regardée  comme  la  somme 
des  valeurs  de  la  différentielle ,  il  est  évident  que  si  ^  et  i  sont  les  va- 
leurs extrêmes  de  la  variable,  et  c  une  valeur  intermédiaire  >a  et  <i, 
on  pourra  partager  l'intégrale  en  deux  portions.  Tune  depuis  xziz.a 
jusqu'à  x-=zc,  et  l'autre  depuis  xzzic  jusqu'à  x-zizh;  mais  il  est  im- 
portant d'observer  que  ce  partage  ne  sera  plus  permis  dans  les  cas 
d'exception  où  l'intégrale  n'a  plus  la  signification  ordinaire.  Pour  rendre 
cette  différence  sensible  par  un  exemple  très -simple,  soient  les  deux 
intégrales 

/d  X                        f*      d  X 
I    -HA-       '              2     J        I    —  X^      ' 

à  prendre  depuis  xzzno  jusqu'à  x 'zz.  — .  Partageons  -  les  chacune  en 
deux  parties,  savoir  : 


j 


■  k 


f- 
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/du 


/d  t  r      d  u 

I  —  r*  ^     I  —  li*      ' 


les  intégrales  relatives  à  /  étant  prises  depuis  /  =  o  jusqu'à  f  zzz  i  ,  et 
relatives  à  «,  depuis  ^=1  jusqua  // zn  — .  On  donnera  à  celles-ci 
les  mêmes  limites  qu  aux  premières  ,  en  faisant 


u 


— ,     du 


dt 


et  changeant  leur  signes;  en  sorte  quon  aura,  en  intégrant  depuis  f=o 
jusqu'à  /=:  i  , 


2, 


/d  t  r      d  t 

La  valeur  de  ^  est  exacte ,  mais  celle  de  j  ne  Test  pas  ;  car  on  a 


r/- 


I      f^      d  X 
2,  J     X  —   I 


1-    I  X   -4-    I      ^ 

2,  ^*      X   I        ' 


^t  en  passant  à  l'intégrale  définie  prise  depuis  xnro  jusqu'à  x 


if 


vient  2^= log.  (^'\)'  Ainsi,  le  partage  de  l'intégrale  f — ^^- 

deux   parties  ,    ne   peut    pas   se   faire   comme  celui  de  l'intégrale 

d  X 

^ ,  ce  qui  tient  à  ce  que  la  première  n'est  point  une  véritable 


me,  à  moins  qu'on  ne  suppose  les  valeurs  intermédiaires  de  x  ima- 
riaires,  auquel  cas  cette  variable  ne  passera  plus  par  la  valeur  a-=i. 

/d  X                   É*   d  X 
_  ^    et  / du  numéro  précédent  et  du 

^^•'^    33,  ont,  comme  on  voit,  des  valeurs  imaginaires;  il  en  sera  de 
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même,  et  pour  fa  même  raison,  de  toute  intégrale  ffxdx ,  dans  la- 
quelle fx  ne  deviendra  qu'une  seule  fois  infinie  entre  les  limites  de 
l'intégration,  et  cela  à  cause  d'un  diviseur  simple,  ou  élevé  seulement 
à  la  première  puissance.  D'après  cela ,  les  intégrales 

/C08.  a  99  .  d  9c  r  X  sin.  a  x  ,  d  x  r  x  sîn.  x  ,  d  x 

X^    —  ^*  '       J  "^        «»    -^    A»  *       J   COS.  f^   COS.    X      ' 

que   nous  avons    exclues   de   celles   dont    il  a  été    question    dans  les 
n.°*  3  et  i^,  devront  être  regardées  comme  des  quantités  imaginaires; 
c'est ,  en  effet,  ce  que  nous  allons  démontrer. 
Considérons  d'abord  l'intégrale 

/2  X  sîn.  X  .  d  x 
ir—.- r-:rr-r  . 


-+-  e^^  —  2  COS.  X 


prise  depuis  x  z=z  o  jusqu'à  x  zzz'tt,  laquelle  est  semblable  à  celles  du 
n.**  i6.  En  développant  suivant  les  puissances  de  lexponentielle  e"^, 
dont  la  base  est  celles  des  logarithmes  népériens ,  et  en  supposant  que 
l'exposant  a  foit  une  quantité  positive,  ou  une  quantité  composée  d'une 
partie  imaginaire  et  d'une  partie  réelle  et  positive ,  on  aura ,  en  série 
convergente  , 


f-«  sîn.  X  —         2a. 

m  jL  e  "^  sîn.  t  x  ; 


i  —  2  e^''  COS.  X  -H  ^-»* 


i  étant  un  nombre  entier  et  positif,  et  la  caractéristique  S  indiquant 
une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  i ,  depuis  i  =  i  jusqui 

i  =  -—  .  On  conclut  de  là 
o 

^  =:  a  S  ^"""^  {fx  sin.  i  x^.  dx )  ; 
mais,  en  intégrant  à  l'ordinaire,  on  a 

X  COS.  i  X  sin.  /  x 


f  X  sin.  i  X  .  Jx  :=:  — 
et  passant  aux  limites  xz^^o,   at^iit,  il  vient 


/ 


i 
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I  X  sin.  t  X .  a  X  :=^  —  -= — -*^ —  ; 

ît  par  conséquent, 

;^  =  —  2  TT  S  -î ^j =:  2  TT  log,  (^i— ^  ^;  ; 

résultat  qui  s'accorde  avec  celui  du  n.®  ï6. 

On  y  peut  faire  azzia^  -^  ^V('^iJ ,  /i'  et  ô  étant  des  quantités 
réelles,  et  û'  étant  supposée  positive.  On  pourra  prendre  cette  quan- 
tité a'  aussi  petite  que  l'on  voudra  ;  en  la  faisant  infiniment  petite,  la 
valeur  de  y  sera  la  même  que  si  on  la  faisait  tout-à-fait  nulle  ;  ainsi 
Ion  peut  mettre  simplement  ^\/{—iJ  à  la  place  de  a,  ce  qui  donne 

>  =fi£ji^  =  ^•^  *°«-  ['-^^^^  ÔH-  sin.  ô  i/<^-i;]  ; 

valeur  imaginaire,  comme  nous  Savons  annoncé. 
[38.]  Soit  maintenant, 

/COS.  â  X  — >  COS.  a  è         t 
?r=T •''^' 

l'intégrale  étant  prise  depuis  xz= jusqu'à  xz=  — .  II  nous  sera 

facile  ensuite  d'en  conclure  l'intégrale 

/COS.  a  X  ,  d  X 
;•*  ~  **  ' 

prise  depuis  x^zzo  jusqu'à  xz=z  —  :  dans  ces  deux  intégrales,  a  et 

b  sont  des  constantes  réelles  et  positives. 

L'intégrale  y  se  décompose  en  deux  autres,  savoir: 

., I  /^cos.ax  —  cos.ab         .  i  /*cos.  jx — co%ab        • 

y  —  TF  d —rri, — '^""-ird — TTT — '•^'' 

!€  mets  à  la  place  de  x ,  x-^h  dans  la  première   et  x  —  h  dans  la 
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seconde ,  ce  qui   nfe  change  rien   à  leurs  limites  ;   on  aura  alors  en 

réduisant 

sin.  a  b         r  «in.  a  x 


/sin.  a  X  • 
li •         • 


Or,  a  étant  une  quantité  positive,  on  a  (n/  2) 

/sin.-  a  X         , 
jj .d  X    =    TT  , 

pour  les  limites  x  -=, et    a-ittH ;  d'où  il  résulte 


COS.  a  X  —  COS.  a  b  ,        *  it  sin.  a  b 


/COS.  a  X  —  COS.  a  b  , 
irz-b^ .^Ar  =  - 

Observons  maintenant  que  le  coeffici(  nt  de  dx  sous  le  signe  /,  ne 
devenant  infini  pour  aucune  valeur  réelle  de  x^  il  en  résulte  que  l'in- 
tégrale est  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  ;  de  plus,  ces 
valeurs  étant  les  mêmes  et  de  mêmes  signes  pour  des  valeurs  de  x 
égales  et  de  signes  contraires ,  il  s  ensuit  que  l'intégrale   prise  depuis 

xzzz jusqu'à   x  rz:  H ,  est   double  de   cette  même  intégrale 

prise  depuis  xzzr.o  jusqu'à  xzzr —  ;  pour   ces  dernières  limites,  on 
aura  donc 

/COS.  a  X  —  COS.  a  b  ,  t  .  . 

Or,  en  intégrant  toujours  depuis  xzzzo  jusqu'à  x-=z  — ,  on  a 
multipliant  donc  cette  équation  par  cos.  ab,  et  l'ajoutant  ensuite  à  la 

* 

précédente,  il  en  résultera 


j 
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-IJmr-  =-  "IJ-  .  SIn.^^i-  -^  .  COS.  ^li.  Icg.  (--i). 

En  dif^renciant  par  rapport  k  a,  on  aura  en  même  temps 

/      ^,  _^ —  =  —  COS.  ah —  sm.  ah  .  log.  (—1). 

Ces  deux  intégrales  sont  celles  que  nous  voulions  déterminer;  leurs 
valeurs  sont  imaginaires,  comme  nous  lavions  prévu,  ce  qui  tient  à 
ce  que  les  quantités  sous  le  signe  y  deviennent  infinies  pour  xzizb  ^  et 
seulement  dans  ce  cas.  L'imaginaire  disparaît  dans  la  première ,  quand 

ah  est  un  multiple  impair  de  — ,  et  dans  la  seconde,  lorsque  ce  pro- 
duit est  un  multiple  de  ^\  et,  en  effet,  dans  ces  cas  particuliers,  les 
quantités  sous  le  signe  f  ne  deviennent  plus  infinies  ni  pour  x  =:  i  , 
ni  pour  aucune  autre  valeur  positive  de  x. 

Parmi  les  valeurs  en  nombre  infini  et  toutes  imaginaires  de  log.  (—*i), 
si  Ion  prend  log.  ^— i^)  z=:  tt  '^(—i)^  on  aura 

/bV{'^i)>co%,ax,dx    ^^_   /^  xs'in,  ax.dx    _^^^    t       __^^^/l_,) 
x-  —  b-  ■— J        X-  —  b-        "T^  ' 

résultat  remarquable  en  ce  qu'il  se  déduit  des  valeurs  connues  de 

/b  COS.  a  X,  dx                      /*  X  sin.  a  x  .  d  x 
x^^b^  ^^       J  X    H.  *• ' 

en  y  mettant  simplement  b\/(-^i)  à  la  place  de  b. 

[39.]  L'intégrale  étant  regardée  comme  la  somme  des  valeurs  de  la 
dîfïcrentielle,  entre  les  limites  de  l'intégration,  il  s'ensuit  que  si  la  va- 
riable va  d'une  limite  à  l'autre  par  différentes  suites  de  valeurs  réelles , 
l'intégrale  ne  devra  pas  changer;  ce  qui  revient  à  dire,  en  représen- 
tant l'intégrale  par  Taire  d'une  courbe,  que  cette  aire  sera  la  même, 
soît  que  l'on  partage  la  différence  des  abscisses  extrêmes  en  un*  nombre 
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infini  de  parties  égales ,  soit  qu  on  la  divise  en  une  infinité  de  parties 
inégales  suivant  une  loi  quelconque.  Mais  si  la  variable  passe  d'abord 
par  une  séfîe  de  valeurs  réelles  et  ensuite  par  une  série  de  valeurs 
imaginaires  ,  il  n  est  pas  impossible  que  la  valeur  de  l'intégrale  soit 
différente  dans  ces  deux  hypothèses ,  et  que  néanmoins  elle  soit  réelle 
dans  le  second  cas  aussi  bien  que  dans  le  premier.  Supposons  qu'il 
s'agisse  de  l'intégrale  ffxdx  ,  prise  depuis  xzzia  jusqu'à  xzzzb,  a 
et  b  étant  des  quantités  réelles;  qu'on  y  fasse  xrr^/,  et  qu'elle  se 
change  par-là  en  fFtdt;  supposons,  de  plus,  que  a  et  b'  soient  des 
valeurs  réelles  de  t,  correspondantes  aux  limites  ^  et  b,tn  sorte  qu'on  ait 

a  rr:  Ç  a\      b  z=z  <^  b'  : 

si  <p/  est  réelle  pour  toutes  les  valeurs  de  /  comprises  entre  tzizia' 
et  fznb' ,  ïiniégra.le  f  F  t  J  t ,  prise  entre  ces  limites,  sera  la  même  que 
ffxJx,  prise  depuis  x^=a  jusqu'à  x=^;  au  contraire,  ces  deux  inté- 
grales pourront  être  différentes  ,  et  nous  allons  donner  des  exemples 
dans  lesquels  elles  le  sont  en  effet ,  lorsque  les  Valeurs  intermédiaires  de 
<ft  seront  imaginaires  ;  c'est-à-dire  que  l'intégrale  ffxdx  ne  sera  pas 
la  même  selon  que  la  variable  passera  de  x^=za  à  ;ir=6  par  une  suite 
de  valeurs  réelles,  ou  qu'elle  ira  de  l'une  à  l'autre  limite  par  une  série 
de  valeurs  imaginaires  dont  la  loi  est  exprimée  par  ^/. 

Cette  remarque,  qui,  ce  me  semble,  n'avait  pas  encore  été  faite, 
était  nécessaire  pour  prévenir  les  difficultés  que  pourrait  présenter  l'usage 
des  quantités  imaginaires  dans  la  théorie  des  intégrales  définies.  Nous 
allons  i'éclaircir  par  des  exemples. 

[4o.]  £n  premier  lieu  ,  considérons  l'intégrale 


/COS. 


a  X  .  d  X 


X' 


I 

o 
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prise  depuis  ^=r ^  jusqu'à  ;r  =H-—  ,   et  dans  laquelle  a  tt  b 

sont  des  quantités  constantes  et  réelles.    Soit 

r  étant  une  nouvelle  variable,  et  k  une  constante,  qu'on  suppose  aussi 
réelle:  les  limites  relatives  à  /  seront  encore  tz=: et  /  = 

o 

et  si  nous  désignons  par  y  ce  que  devient  l'intégrale  définie  »  nous 
aurons 

z  [*»  ^  r*  —  Â*  ^  xktV(—iJ]  •  ^^• 

Si  Ton  avait  k=zb,  la  fonction  soumise  à  l'intégration  deviendrait  in- 
finie pour  la  valeur  de  rn:  o  ;  mais  nous  supposerons  k  différent  de 
b,  et  alors  cette  fonction  ne  deviendra  infinie  pour  aucune  valeur  réelle 

de  f, 

£n  faisant  disparaître  les  imaginaires  du  dénominateur  sous  le  signe 

J,  il  vient 

y  — J  2,  (b^  ^  h  ^  iV*  -+-  8  Â*  r*  '  ^^ 

La  seconde  intégrale  est  nulle ,  parce  qu'elle  se  compose  d'élémens  qui 
sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires,  et  qu'il  est  permis  de 
fa  regarder  comme  la  somme  de  ces  élémens,  puisque  le  coefficient  de 
di  ne  devient  infini  pour  aucune  valeur  réelle  de  /.  Les  élémens  de 
la  première  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  même  signe  ;  en  sorte  qu'il 

suffira  d'intégrer  depuis  r=ro  jusqu'à  tzzi — ,  et  de  doubler  le  ré- 
sultat.  Observant  de  plus  que 
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(h*  -  /»  -4-  /»;*  -4-  4  A»  /•  =  [r»  -H  c^  -h  k)*]  [/*  H-  ('i — ^/]  ; 


nous  aurons 


ak  _^±_  ."ak  )    /*      /**  —  A*  -H  <*^  CQS.  a  t.d  t 

t  sin.  a  t  ,  d  t 


('"  -*-  '-V/-Î7 


ces  deux  nouvelles  intégrales  étant  prises  depuis  tz=.o  jusqu'à  f=:  — ■  : 

En  suivant  le  même  procédé  que  pour  l'intégration  des  fractions  ra- 
tionnelles, chacune  délies  se  décomposera  en  deux  autres,  et  de  cette 
manière  on  aura 


*«*  -H*-«* 

f*  ( b  -♦-  k)  COS.  at.it 

2   b 

•J         t-  ^  (b^  kj- 

<«*-4r<-«* 

p  (b  —  h)  COS.  at.it 

2.   b 

•y         1*  -H  ^*  —  a;* 

fâk    _    f  ^ 

/•        f  sin.  at.it 

3.   b 

d      t^  ^  (b  ^  kj- 

^  — «A           .       £Mk 

f*        t  sin.  at.it 

2.  b  V         r»  ^-  ('*  —  a;» 

Or,  en  regardant  a,  b  et  k  comme  des  quantités  positives,  et  supposant 
k>b,  on  a,  par  les  formules  connues, 

/(b  ->-  k)  co».  at.dt    ^__   /~  ï  sin.  at.dt    •»      ^afi+Aj 
f  -*-  {b  -i-  A)^       — J    t-'^(b-i.k}*    T"  '  ' 

)    (a) 

/(k  —  b)  COS.  at.it    ••  f  sin.  at.it    if       ^aCA-S;  . 
t*  -^  {k  —  b)''         J  t^^(k—b)''   —  T  ^  ' 

et  quand  h  surpasse  k,  les  dernières  équations  doivent  être  remplacées  par 

/(b  —  k)  COS.  at.dt    f  t  sin.  at.dt    »       ^a(i^Aj  i     >\ 

t-  ^  (b  -  h)-      —J  t^^(b-hj^  —  T  *'■•■  *  -  •      ^*  ' 


Substituant  ces 
faites  . 
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ieurs  dans  celle  de  ^ ,  il  vient  ,   toutes  réductions 


Le  second  résultat  coïncide  avec  la  valeur  connue  de  cette  intégrale; 
mais  la  première  valeur  dé  _>■  est,  comme  on  voit,  très -différente  de 
]a  dernière.  Ainsi  ,  l'intégrale  que  y  représente  est  susceptible  de 
deux  valeurs  distinctes  ;  l'une  a  iîeu  quand  on  passe  de  x  z=  —  —  à 

A  ^H par  une  suite  de  valeurs  imaginaires  de   la  forme  xz^.t 

H-  k  V ( —  i)  ,  k  étant  >b;  l'autre,  quand  les  valeurs  intermédiaires 
de  X  sont  de  la  forme  a-  =  r  H-  A  V ( — i  )  ,  k  étant  <b ,  ce  qui  com- 
prend le  cas  ordinaire  où  toutes  ces  valeurs  sont  réelles  et  qui  répond 
à  jt  =  o. 

[4l-]  Les  équations  (a)  et  (a'),  dont  nous  venons  de  faire  usage 
I  pour  trouver  ces  deux  valeurs  de  y ,  n'exigent  pas  que  les  exposans  de 
t  dans  leurs  seconds  membres,  soient  réels  :  ils  peuvent  ttre  compo- 
sés d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire  ,  pourvu  que  la  partie 
réelle  soit  toujours  négative.  Si  donc  oh  y  met  b  "/( —  i  >)  à  la  place 
de  i ,  et  que  l'on  continue  de  regarder  a  et  k  comme  des  quantités 
■yositives,  les  équations  {a)  subsisteront  encore,  mais  les  équations  {a') 
jt'aurçmt  plus  Heu  ;  par  conséquent  ,  la  première  valeur  de  y  qui  ré- 
sulte des  équations  (a)  sera  la  seule  qu'il  faudra  conserver,  et  l'on  aura 
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cot.  ax.dx 


Si  l'on  fait  â=:;:o ,  cette  formule  donne 

d   X 


S 


o  ; 


X*    —   ^» 

ce  quîl  est  aîsé  de  vérifier;  car  on  a 

i  X  I        ,  X  —  h 


/d  X  I       I 


H-  *     • 


cjuantité  nulle  aux  deux  limites  x  -zzz et  ^  =  4 .  On  con- 
clura de  là,  entre  ces  limites,               '  - 

/.COS.  tf  X  *—  COS.  a  b          ,                       x      •  r 
-rzrp .dxzzz y^m.ûh; 

ce  qui  coïncide  avec  ce  que  nous  avons  àé]k  trouvé  d'une  manière  dif- 
férente dans  le  n,°  38. 

[42.]  Appliquons  encore  les  mêmes  considérations  à  l'intégrale 

/x  tang.  ax.dx 
X*  H-  A*  » 

I      •      •  I 

prise  depuis  xzm —  —  jusqua  x  1=  —,  et  dans  laquelle  a  et  b  sont 
des  constantes  réelles.  Le  coefficient  àe  dx  sous  le  signe  f  passe  une 
infinité  de  fois  par  l'infini  entre  ces  limites  ;  mais  on  empêchera  que 
cela  soit ,  en  mettant  /  -t-  A  >/(^—  ^)  à  la  pface  de  x ,  ce  qui  ne  chan- 
géra  rien  aux  limites  de  l'intégrale,  qui  seront  toujours  /=: L  ^t 

— .  On  supposera  k  différeat  de  li^.afin  que  ile  dénpminateiir 

x^'+'i*  .ne  devienne  pas  nul  pour  la  valeur  patticttWère  «'çz:  d. 

Cela  posé ,  on  trouvera ,  après  avoir  fart  dîsparahn^  les  ^îmaginaîres 
du   dénominateur  , 
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2,  t  sîn.  xat.it  t  €-»** 


J  ~[t'  ^  (k  —  b)^\  T    e»-r*-*>-He-*-     V 

la  première  partie  de  ^  se  réduira  à  -^  ,  comme  la  seconde,  et  Ton  aura 
pour  sa  valeur  complète, 

/^  X  tàng.  a  X  ,  d  X 

y  =y — l^n^b^ —  =  '^' 

Si ,  au  contraire ,  c*est  b  qui  surpasse  k ,  on  aura 

t  .  lin.  i  a  t  .  d  t  ir  e"*"^ 


ia  première  iigne  de  la  valeur  de  ^  sera  égale  à 


r***  -*-  I 


et  sa  valeur  entière  deviendra 


X  tang.  a  X  .  dx    _^  2  t 


/x  tang.  tf  X  . 
X*  -H  A* 


e*  ''^  -H    I 


L'intégrale  représentée  par  y  a  donc  aussi  deux  valeurs  distinctes. 
La  seconde  s'accorde  avec  ia  valeur  de  la  même  intégrale,  prise  depuis 
x  =  o  jusqu'à  ;(f=— ,  que  M.  Bidonni  a  trouvée  d'une  autre  ma- 
nière (*).  La  première  en  diffère  essentiellement;  et  cette  différence 

•  •  ■ 

tient  à  celle  des  valeurs  de  x  entre  les  limites  de  TintégCation.  Quand 


MWa 


(♦)  Atanoires  de  Turin,  année  1812.  - 
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^  =  0,  ces  deux  valeurs  coïncident  ensemble,  on  a  alors 

; ■^- 

formule  qui  suppose  a  positif,  et  qui  n'a  pas  Heu  quand  ei  n:  o.   Il  est 
remarquable  que  la  valeur  de  celte  intégrale  soit  la  même  que  celle  de 


k 


/^ 


entre  les  mêmes  limites  x  ^ —     et     jf  =  -H    —  . 

o  o 

La  remarque  du  n."  précédent  s'applique  également  aux  inlcgrales 
dont  nous  nous  occupons  maintenant  :  si  l'on  suppose  que  6  devienne 
imaginaire,  et  qu'on  ie  remplace  par  by^f—ï),  les  équations  (b)  et 
;(b')  subsisteront  encore,  k  et  a  étant  toujours  des  quantités  positives  ; 
mais  les  équations  (b")  n'auront  plus  lieu,  en  sorte  que  jr  ne  conser- 
vera plus  que  sa  première  valeur,  savoir  : 

/-  *  tang.  a  M  .J  X 


Les  limites  de  cette  intégrale  sont  x  ■^  —  —  et  x  r=z.  -\~  —  ; 
mais  on  aurait  tort  d'en  conclure  qu'elle  se  réduit  à  moitié  et  devîtnt 
égaie  à  — ,  quand  on  intègre  seulement  depuis  x^o  jusqu'à  a=  —  ; 
car  nous  allons  faire  voir  que,  relativement  à  ces  dernières  limites, 
la  valeur  de  cette  intégrale  est  imaginaire. 

[43]   Pour  plus  de  généralité,   considérons  l'intégrale  ' 

_   r IX  Mn.  zax.dx 

^         J     (x'  —  b')  C  i  —  za  .coi.  i^x  -t-  tt-J     ' 

prise  depuis  x  zzz  o  jusqu'à  x  zzz  —  ,  laquelle  comprend  la  précédente  , 
en  y  faisant  a.^ —  i.  Supposons  d'abord  cette  constante  positive  ou 
tiégative,  mais  plus  petite  que  l'unité,  abstraction  faite  du  signe  ;  nous 


^ 
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aurons ,  en  série  convergente , 


sin.  2  a  X 


I   r—  2  A   COS.    2  û  X  -H  flt' 


S  «t*"*'  sîn.  xi  a  X  ; 


la  somme  £  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  1, 


depuis  /  =  I   jusqu'à  / 


D'après  cela,  nous  aurons 


^      ••     ,     r  2,  X  sin.  2.  i  a  X         • 


mais  nous  avons  trouvé  [m®  38], 


/■ 


X  sin.  2.  i  a  X  « 

**  _  A*      •    * 


—  COS.  iab  '^  —  sin.  iab.log.  f^ij  ; 


il  en  résulte  donc 


/  zr:  TT  S  cl'""'  cos.  î^i  —  log.  f —  ^  J-^  c^'""'  sin.  iab  : 


on  a  dailleurs 


S  et'"''   COS.  /  ^2  ^ 


# 

S  flL'"^'  sîn.  i^îô 


on  aura  donc  enfin 


I  —  fit' 


2.  A     •     I  —  X  a  COS.  â  ^ 

sin.  a  b 
1  —  2  flt  CQS.  a  b  -k^  a^    V 


2  « 


2  « 


(^i  — ^  ccV  T  *—  a  flc  sin.  a  b  .  log.  /"-^i^ 


I  —  2  fit .  COS.  â  i 


Maintenant,  si  ion  fait  et r=: -r- 1 ,  cette  valeur  de  y  devient 


X  taVig.  ax  .  dx 


/x  tan  g.  ax  . 
X»  —  A* 


et  à  cause  de  log.  (^ — i^,  on  voit  que  notre  intégrale  a  en  générai  une 
infinité  de  valeurs  qui  sont  toutes  imaginaires  :  il  n  y  a  d'exception  que 

quand est  un  multiple  quelconque  de  tt,  ce  qui  fait  disparaître 


i 
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log.  f—  i) ,  et  réduit  fexpressîon  de  /  à  — . 

[44-]  Nous  avons  supposé  plusieurs  fois,  dans  les  numirosprécédens, 
4jue  fa  formule  connue 

■ 


/COS.  a  x,a  X  ir 


/ 


«ubsîstaît  encore  lorsque  b  est  composée  d'une  partie  réelle  et  d'une 
partie  imaginaire ,  pourvu  que  la  partie  réelle  fut  positive  :  cette  ex- 
-tr^nsion  a  besoin  de  quelques  éclaircissemens.  II  ne  suffirait  pas ,  pour 
justifier,  de  mettre  ^;ir  à  fa  place  de  x ;  car  dans  le  cas  de  b  ima- 
înaîre,  cos.  abx  se  changerait  en  exponentielles  réelles,  et  l'intégrale 
ne  serait  plus  de  fa  même  nature;  mais  on  peut  recourir  à  l'analyse 
du  n.^  3 ,  qui  s'appfique  également  à  ce  nouveau  cas. 
Soît  donc 


=/ 


COS.  a  X  .  dx 


rintégrale  étant  prise  depuis  xzio  jusqu'à  xzzz  — ^  et  a,  b,  c  dési- 
gnant des  constantes  réelles.  La  constante  c  pourra  être  nulle  ;  mais  on 
supposera  que  b  ne  fe  soît  point,  afin  de  ne  pas  retomf)er  sul-  f'inté- 
grale  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  fe  n.*  38  ,  et  que  nous  ex^ 
ciuons  maintenant. 

En  différenciant  y  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  ^7 ,  on  formera 
aisément  l'équation 

J%  y 


da* 


[i  -H  f  V('^'i)Y  y  =  /cos.  nx.dx  ; 


or,  pour  tes  fimites  x-zno  ei  x'ziz.  —  ,  on  a  /cosi,  ax  .âxz=io\  on 
aura  doric ,  pour  déterminer  y ,  l'équation 


^^Xi^cVh^n  y^o. 


Vv  a 
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Cependant,  il  faut  observer  qu'on  a  f  cas.  ax .dx-:=LQ  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  a,  excepté  pour  a^zio;  cas  dans  lequel  il  est  évident 
qu'on  a,  au  contraire,  ycos.fï^.</.vrr  —  :  îi  ne  faudra  donc  pas  supposer 
d'avance  que  ce  cas  particulier  soit  compris  dans  les  valeurs  de  y  et 
-~-  en  fonctions  de  a  qu'on  va  déiermîiier. 
En  intégrant  l'équation  précédente,  on  a 

A  et  B  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  Or,  à  l'inspection  de  l'in- 
légrale  représentée  par^,  on  voit  que  soit  la  partie  réelle,  soit  la  pariie 
imaginaire  de  sa  valeur  ne  saurait  devenir  infinie,  ni  croître  indéfi- 
niment en  même  temps  que  û,  du  moins  quand  on  suppose,  comme 
nous  le  faisons  ici,  que  la  variable  x  ne  reçoit  que  des  valeurs  réelles; 
si  donc  nous  regardons  (es  quantités  a  et  B  comme  positives,  il  faudra 
que  la  seconde  exponentielle  disparaisse  de  l'expression  de  y  ;  il  faudra 
donc  qu'on  ait  Bz=zo  ,  ce  qui  réduit  cette  expression  à 

y  —  Ae-"^^'"-^'. 

Pour  déterminer  la  constante  A  ,  je  différencie  y  par  rapport  à  a; 
et  remettant  pour_y  l'intégrale  qu'elle  représente,  il  vient 

Maintenant,  je  suppose  que  a  devienne,  non  pas  nulle,  mais  infiniment 
petite;  pour  voir  ce  que  devient  alors  ce[te  dernière  intégrale,  je  mets 
—  à  la  place  de  a*  ;  les  limites  restent  toujours  les  mêmes ,  et  l'on  a 


/x  iin.  ttx.  dx  /- 

(b^cV-Y)'^^-       —J~ 


(b^ 


./_,;^H.* 


or,  dans  le  cas  de  a  infiniment  petite,  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion se  réduit  à 


/- 
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în.  X  .dx 


et  celui  de  ia  précédente  à  A  [b-h-cVf-^iJ];  on  aura  donc  [n/  i] 
tirant  de  là  ia  valeur  de  ^ ,  et  ia  substituant  dans  ceiies  de  y  et  -^ 


ii  en  résuite 

COS.  ax^ix         — —       ir  tf-«^*+'^— U 


/COS.  ax  .a  X 


/x  sin.  a  X  .i  X       _^   ^w^      — tf^^+cV— i; 

On  peut  remarquer  que  ie  premier  de  ces  deux  résuitats  subsiste  encore' 
pour  ^=:o,  tandis  que  ie  second  n'a  pius  iieu  dans  ce  cas  particulier. 
Au  moyen  de  ces  deux  formuies  et  de  ceiies  du  n.®  38,  on  pourra 

déterminer  entre  ies  iimîtes  x  =  o   et  xi= — ,  ies  valeurs  des  înté- 

o 

» 

grales  comprises  sous  cette  forme  : 

(P  COS.  âx  -i-  Q  JT  sin.  ax)  ix  . 


f 


R 


P 9  Q/  /?  étant  des  polynômes  qui  ne  renferment  que  des  puissances 
paires  de  x*,  et  /?  étant  d'un  degré  pius  élevé  que  P  et  Q.  On  suivra, 
pour  ceia,  ie  procédé  de  i'intégration  des  fractions  rationnelles;  mais 
on  n'aura  pas  besoin  de  décomposer  le  dénominateur  R  en  facteurs  réels, 
:biî  de  supposer,  comme  dans  ie  n,**  7,  que  i'équation  /?=:o  ne  donne 
pour  Jt*  aucune  valeur  réelle  et  positive. 
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MÉMOIRE 


SUR  L'APPLICATION    DE  L'ALGÈBRE 

A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 


Par  m.   Poinsot. 


Lu  à  f Académie  dci  Sciences,  le  27  Avril  1818. 


L 

Uans  le  Mémoire  rapide  que  jaî  lu  dernièrement  à  TAcadémie,  et    ^ii 
où  j  ai  donné  une  idée  générale  de  mes  recherches  nouvelles  sur  Taigèbre    "^ 
et  sur  la  théorie  des  nombres ,  j'ai  considéré  particulièrement  les  racines    -^ 
imaginaires  de  l'unité ,  c'est-à-dire ,  ces  différentes  expressions  radicales     ^ 
qui  produisent  toutes  également  l'unité  pour  résultat,  quand  on  les  élève     "^ 
à  la  puissance  marquée  par  le  degré  ou  l'exposant  de  ces  racines.  D'un      ^ 
autre  côté ,  j  ai  considéré  ces  difFérens  nombres  entiers  qui  donnent  tous     ^ 
également  l'unité  pour  reste,  quand  on  les  élève  à  la  même  puissance,     ^t 
et  qu'on  les  divise  par  un  nombre  premier  quelconque,  auquel  on  veut    ^^  ^ 
les  rapporter,  comme  à  une  espèce  de  base  ou  de  module.  J'ai  observé 
les  propriétés  analogues  de  ces  nombres  entiers  et  de  ces  racines  ima- 
ginaires ;  et,  suivant  jusqu'au  bout  cette  analogie  ,  j'ai  avancé  que  la 
formule  générale  qui  résout  l'équation  binôme  x^ —  i  =0,  est,  dans 
le  sens  que  je  vais  dire,   la  représentation  analytique  de  chacun  de^^ 
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nombres  entiers  qui  résolvent  l'équation  semblable,  x" — i  '=zz  M p , 
mais  où  le  second  membre,  au  lieu  d'être  nui,  désigne  un  multiple  du 
nombre  premier  p  ou  du  module  que  I  on  considère. 

Ce  théorème  remarquable  est  la  base  de  toute  la  théorie  des  réïtdus 
des  puissances ,  et  je  me  propose  d'en  donner  ici  une  démonstration  gé- 
nérale; mais  auparavant  il  convient  d'en  éclaircir  encore  l'énoncé,  et 
d'en  pénétrer  le  véritable  sens. 

Et  d'abord,  il  est  clair  qu'entre  ces  nombres  entiers  et  ces  racines 

imaginaires  ,  il    ne  s'agit  point,  d'une   égalité  absolue  ,   ce   qui   serait 

absurde,  mais  bien  d'une  égalité  relative  à  ce  module  premier  p ,  que 

Jon  sous -entend  toujours  dans  les  expressions.  Cette  égalité  consiste 

proprement  dans  celle  des  restes  que  laisseraient  les  deux  membres  re- 

iatîvement  à  ce  module  ;  de  manière  qu'en  l'ajoutant  une  ou  plusieurs 

fois   aux  divers   nombres  qui   se  trouvent   engages  dans  la  proposée , 

on  rendrait  les  deux  membres   parfaitement  égaux  entre  eux  ,  et  que 

cette  égalité  relative  dont  nous  parlions  deviendrait  une  ^égalité  absolue. 

Ainsi ,  relativement  au  module  premier  5  ,  par  exemple ,  vous  pouvez 

égaler  le  radical  imaginaire   -j/ —  i ,  aux  deux  nombres  entiers   2  ou 

—  Xf  et  poser  l'équation  -j/ —  i  zz:±  2  :  car  en  ajoutant  à  — ^^  i  qui 

est  sous  le  radical,  le  module  5,  il  vient  un  carré  parfait  4»  àonx.  la 

racine  est  dt  2  ;  et  l'on  a  ainsi ,  -j/ — i  z=  riz  2,  ou  ,  si  l'on  veut,  2  et  3, 

le  module  5  étant  sous-entendu. 

Relativement  au  module  13,  la  même  expression  imaginaire  -j/ — i 
vous  donnerait  les  deux  nombres  zt  5  ;  parce  qu'en  ajoutant  à  —  i 
d^ux  fois  le  module  13,1!  viendrait,  sous  le  radical,  le  carré  parfait  2  5 , 
<lont  la  racine  est  =i=  5* 

De  même,  vous  pouvez  égaler  la  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité 

^  aux  nombres  entiers  4  ou  2 ,  relativement  au  module  7  ; 


reviendrait  a  ^,  qui  donne 


4    ou  2  par  l'ambiguité  du  radical.  Si  le  module  était  ip,  la  même  ex- 
p*"es5ion  vous  dînerait  i  x  et  7  ;  et  ainsi  des  autres. 
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C'est  Jans  ce  sens  qu'il   faut  entendre  cette  espèce  d'égalité  que  je 
considère,  et   qui  devient  une  égalité   absolue,   en  resiîtuant  certains 
multiples  du  module  aux  divers  nombres  qui  entrent  dans  la  proposée, 
et  qui  s'y  trouvent  engagés  sous  des  signes  quelconques  d'opérations. 
Sou»  ce  point  de  vue  donc,  je  dis  que  l'expression  algébrique  imagî- 
naire  qui  rend  nul  le  bînoine  x' —  i  ,  représente  les  divers  nombres 
entiers  qui  rendent  ce  même  binôme  multiple  d'un  nombre  premier  p;  et 
même,  qu'elle  représente  ces  entiers  dans  tous  les  cas  possibles,  c'est-à-dire 
quel  que  soit  le  module  premier /»,  auquel  on  voudrait  rapporter  l'équation 
x" — i:^A'fp.Cest  en  cela  surtout  que  consistent  la  nouveauté  et  l'étendue 
de  notre  théorème  :  car  on  n'aperçoit  aucune  relation,  ni  entre  les  divers 
nombresqui  résolvent  la  proposée  pour  un  module  particulier,  ni  entre  les     .^  ' 
différentes  classes  des  nombres  qui  la  peuvent  résoudre  pour  des  modules .^=5 
difFérens;  et  pourtant  nous  voyons  que  tous  ces  nombres  sont  réductibles-^»  s 
à  une  même  expression  imaginaire,  composée  de  nombres  actuellement»  jt 
déterminés  et  connus,  qui  ne  dépendent  point  des  modules,  mais  uni — ii- 
quementdu  degré  de  la  proposée.  Cette  réduction  si  frappante,  ce»^»  je; 
même  représentation  analytique  de  tant  de   nombres   différens ,   et  qu  ^t_ji  ' 
ne  paraissent  soumis  à  aucune  loi,   nous  indique  de  nouvelles  roule  — =■■  I 
dans  l'analyse  indéterminée,  et  nous  offre,  comme  on  l'a  dit,  le  premie  -^r 
et  singulier  exemple  de  l'application  de  l'algèbre  à  la  théorie  des  nnmhrf 

Au  reste,  ce  théorème  sur  les  équations  binômes  n'est  qu'un  cas  pac^ 
liculier  d'un   théorème  général,  qui  s'étend  à  une  équation  quelconqu^^ 
rapportée  de  même  à   un  nombre  premier  dont  elle  renfermerait  d^-J 
multiples  indéterminés.  On  peut  dire  également  que  les  nombres  entie«-Jp 
qui  résolvent  la  proposée  ,  sont  analytiquement  représentés  par  la  for- 
mule générale  qui  résout  cette  même  équation,  mais  déterminée,  en  y 
faisant  nuls  par-tout  ces  multiples  du  nombre  premier  ou  module  que 
l'on  considère.  Nous  pourrions  donc  nous  appliquer  d'abord  à  démon- 
trer cette  proposition  générale,  pour  en  déduire,  comme  un  cas  parti- 
culier, le  théorème  qui  nous  occupe  :  mais  la  matière  est  neuve  et  déli- 
cate; les  équations  binômes,  les  seules  d'ailleurs  qu'op  sache  résoudre! 

formel 
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forment  une  classe  assez  ctendiie,  et  la  théorie  en  est  assez  importante 
pour  que  j'en  fasse  le  principal  objet  de  ce  Mémoire.  J'ai  voulu  même  n'offrir 
ici  qu'une  démoustraiion  tirée  de  l'analyse  la  plus  familière.  Je  cherche  la 
résolution  générale  de  l'équation  iiidétermhiée  x"  —  iz^/l//j,  à  l'imi- 
tation parfaite  de  la  résolution  générale  de  l't'ijuatiuu  binôme -v* — i=o. 
Je  mets  les  racines  de  l'une  et  l'autre  équations  sous  une  forme  toute 
semblable;  et  notre  théorème ,  si  nouveau  et  si  paradoxal  en  apparence, 
ne  se  présente  plus  alors  que  comme  une  sorte  d'identité. 

J'ai  parlé  aussi,  dans  mon  premier  Mémoire,  de  l'application  qu'on 
peut  faire  de  la  formule  des  racines  de  l'unité  ,  à  la  recherche  de  ces 
nombres  remarquables  (\uEulcr  a  considérés  pour  chaque  nombre  pre- 
mier, ei  qu'il  en  a  nommés  les  raciites  primitives.  Cette  application  s'of- 
frait, pour  ainsi  dire,  d'ellemcme;  car,  dans  notre  théorie,  les  racines 
primitives  d'un  nombre  premier  p,  doivent  être  représentées  par  les 
racines  imaginaires  de  l'équation  binôme,  x^"'  —  i  =^  o,  en 
prenant  celles  qui,  par  leurs  puissances  successives,  sont  propres  à 
fournir  la  suite  complète  de  toutes  les  racines  différentes  de  la  proposée. 
Il  y  a,  comme  on  sait,  autant  de  ces  racines  imaginaires  primitives ,  qu'il 
;y-tt  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  p —  i  :  or ,  chacune  d'elles  doit 
fpondre  à  une  racine  primitive  du  nombre /?,  et  peut  servir  à  la  faire 
)nnaître.  Mais  il  est  bon  de  prévenir  une  difficulté  qu'on  pourrait 
ïlever  sur  le  principe  même  de  cette  application. 

Et  en  effet,  on  pourrait  dire  que  la  méthode  suivie  pour  résoudre 
["équation  binôme*"  —  i  =0,  suppose  la  connaissance  d'une  racine 
brimitive  du  nombre  »  ;  que,  par  conséquent  ,  on  fait  une  espèce  de 
èercle  vicieux,  quand  on  emploie  les  racines  des  équations  binômes 
i  la  recherche  des  racines  primitives,  puisque  ces  équations,  pour  être 
résolues,  supposent  elles-mêmes  l'emploi  des  racines  primitives.  Mais 
Celte  difficulté  s'évanouit  à  la  première  réflexion.  Car  supposons  qu'il 
»agisse  de  trouver  une  racine  primitive  du  nombre  premier/».  Suivant 
notre  méthode  ,  il  s'agirait  donc  d'avoir  une  racine  imaginaire  primitive 
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de  I  équation  binôme  x^""  '  —  i  =  o.  Or,  cette  équation  d'un  degré 
composé  p  —  I  ,  ne  demande  pour  être  résolue  que  la  résolution  d'é- 
quations binômes  inférieures,  telles  que  x^ — i=io,  cl  étant  un  diviseur 
premier  du  nombre  p — i.  Et  si  la   résolution  de  celle-ci  demande 
l'emploi  d'une  racine-  primitive  de  et,  cette  racine  primitive  se  trouve- 
rait de  même  par  les  racines  de  l'équation  inférieure  x*^*  —  i  =  o  : 
et  ainsi  de  suite»  D'où  Ion  voit  que ,  pour  trouver  une  racine  primitive 
du  nombre  premier  p  ,  il  suffit  d'avoir  celles  des  diviseurs  premiers  de 
«—  I  ,  qui  sont  déjà  censées  connues ,  ou,  si  Ton  veut,  qu'on  trouve- 
rait également  par  les  racines   primitives  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs; et  ainsi  de  suite  jusqu  ace  qu'on  redescendît  aux  plus  petits  nombres 
premiers  possibles,  c'est-à-dire,  à  l'unité,  qui  est  elle-même  sa  racine 
primitive.  Ainsi  l'application  de  la  formule  des  racines^  imaginaires  de 
l'unité,  à  la  détermination  des  racines  primitives  d'un  nombre  premier, 
n'est  point  du  tout  illusoire,  quoiqu'on  n'obtienne  facilement  cette  for- 
mule qu'à  l'aide  d'autres  racines  primitives.  Ce  n'est  pas  que  je  donne 
cette  application  comme  très-avantageuse  dans  la  pratique;  car  on  peut   ^  t 
souvent  obtenir  les  racines  primitives  d'une  manière  bien  plus  prompte,    ^    , 
par  le  simple  tâtonnement  :  et  c'est  à-peu-près  ce  qui  arrive  dans  toutes  ^^'S 
les  applications  de  nos  formules  d'algèbre.   Mais  il  ne  s'agit  point  ici  iK^ 
de  calculs  et  de  résultats  particuliers  ;  nous  n'étudions  que  ia  théorie  e 
les  méthodes  générales ,  dans  ia  seule  vue  des  progrès  et  de  la  digni 
de  la  science. 

Mais  il  y  a  une  remarque  plus  importante  à  faire  sur  ia  résolution 
générale  de  l'équation  binôme,  x^—^  i  =o,  ou  plutôt  de  l'équation 
réciproque  ,  ;r""'  -h  x^"*  -*-  x^"^  -♦-  &c. -+-x-4-  1  =  0,  qu'on  en 
tire,  en  dégageant  le  facteur  linéaire  x —  i. 

II  est  bien  vrai  que  cette  résolution  ne  peut  être  exposée  d'une  nutitière 
t\a\tt  ^t  rapide,  sans  ranger  d'abord  les  racines  dans  cet  ordre  luitiioeux 
où  M.  Gauss  les  a  considérées  pour  la  première  fols  ,  et  dans  lequel  les 
éxposans  successifs  de  la  lettre  commune  qui  les  représente,  au  lieu  de 
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former  la  suite  naturelle  des  nombres,  forment  la  suite  naturelle  des 
puissances  d'une  racine  primitive  du  nombre  premier  n.  Cette  idée  est 
très-heureuse  ;  et  ,  quoiqu'elle  paraisse  indirecte,  il  faut  convenir  qu'elle 
met  la  solution  du  problème  dans  tout  son  jour.  Mais  il  ne  s'ensuit  pa« 
pourtant  que  fcquation  binôme  n'aurait  pu  '"■«  id>oIue  sans  l'emploi 
des  racines  primitives,  dont  la  considération  peut  même  nous  sembler 
cirangcre.  J'observe  que  la  méthode  de  Ltigrange ,  ou  celle  de  Van4er~ 
monde ,  pouvait  être  appliquée  à  cette  équation  ,  et  même  à  toutes  les  ré- 
duites qui  en  proviennent,  et  que,  dans  son  analyse,  M.  6'rf«JJanommces 
équiilions auxiliaires;  et  il  serait  facile  de  prouver  que  ces  méthodes  générales 
devaient  nécessairement  réussir,  par  les  propriétés  mêmes  des  racines  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Et  en  effet,  ces  racines,  au  lieu  d'être  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  comme  dans  les  équations  générales,  se  trouvent  lie'es  par 
une  relation  mutuelle  nécessaire ,  qui  permet  de  les  représenter  toutes  à 
l'aide  d'une  même  lettre  et  de  divers  exposans.  Et  de  là  il  résulte  que, 
dans  une  fonction  quelconque  de  ces  racines,  il  n'est  pas  possible  de 
changer  une  racine  en  une  autre,  sans  opérer  entre  toutes  les  racines 
une  permutation  simultanée.  Le  nombre  de  toutes  les  permutations  pos- 
sibles,  et  partant  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction,  se 
I réduit  donc  simplement  au  nombre  des  racines;  et  le  degré  de  la  Ré- 
solvante, qui  s'élève  si  haut  pour  les  équations  où  les  racines  sont  indé- 
pendantes ,  ne  peut  passer  ici  le  degré  de  la  Proposée  même.  Mais  de  plus 
celte  résolvante  peut  devenir  simplement  une  équation  à  deux  termes, 
par  la  nature  de  la  fonction  des  racines  qu'on  aura  choisie  ;  et  de  cett« 
manière,  la  proposée  sera  résolue.  Je  me  coiuenie  d'indiquer  ici  cette 
méthode,  que  je  tâcherai  d'éclaircir  et  d'expliquer  ailleurs  plus  eri 
détail.  Mais  ce  développement  n'est  pas  même  nécessaire  pour  la  re- 
ma^ue  générale  que  j'ai  ici  en  vue;  car,  indépendamment  de  cette 
théorie  et  de  ces  propriétés  des  racines,  qu'if  semble  que  Vandermonde 
ne  connaissait  pas  encore,  nous  voyons  que  cet  habile  géomètre  est 
l  venu  à  bout  de  faire  l'application  de  sa  méthode  gOnérale  et  &ç\\  donrier 
lie  résultat  pour  l'équation  binôme  du   1 1.'"''  degré,  qu'on  n'avait  jamais 
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pu  résoudre  avant  lui  ;  et  dans  son  Mémoire,  il  avance  expressément 
que  sa  méthode  s'applique  aux  équations  semblables  de  tous  les  degrés 
de  sorte  que,  malgré  l'obscurité  de  sa  méthode  et  la  longueur  de  ses 
calculs,   Viintiermaiide  doit  être  regardé  â  juste  titre   comme  le  premier 
auteur  de  cette  btrSIc  ^«rouverte  en  algèbre. 

Celle  remarque  ne  diminue  en  rien  le  mérite  de  la  théorie  neuve 
et  prolonde  que  l'on  doit  à  M.  Ciiuss ,  et  sans  laquelle  la  dé-couvene 
de  Vtineiermoiide  serait  peul-clre  encore  ignorée;  mais  elle  prouve  que 
la  résolution  générale  des  équations  binômes  a  pu  être  obtenue  sans  la 
considération  actuelle  des  racines  primitives,  et  que,  par  conséquent 
nous  aurions  pu  nous-mêmes  en  affranchir  notre  analyse.  Cependant, 
comme  cette  considération  ingénieuse  ,  bien  loin  d'être  étrangère  à  la 
résolution  des  équations,  est  puisée,  au  contraire,  dans  la  nature  du 
problème,  lequel  dépend  essentiellement  de  la  théorie  des  permutations 
simultanées,  j'ai  cru  devoir  l'employer  sans  difficulté  dans  la  démonj- 
iration  suivante,  et  je  présente  d'abord  le  théorème  par  cette  analyse, 
afin  qu'il  paraisse  dans  toute  son  évidence. 

Quant  à  notre  démonstration  considérée  en  elle-même,  on  verra 
qu'elle  réside,  au  fond,  bien  plutôt  dans  la  supposition  d'une  formule 
générale  qui  résoudrait  la  proposée  ,  que  dans  la  manière  de  parvenir 
à  cette  formule;  et  même  les  géomètres  sentiront  d'abord  comment  le 
théorème  que  je  propose  s'étendrait  à  une  équation  complète,  dont  la 
résolution  algébrique  serait  supposée  connue.  Il  suffirait  de  considérer 
que  les  coelîiciens  de  cette  équalioji  sont  les  mêmes,  aux  multiples 
près  lia  module,  que  ceux  de  l'équation  semblable  déterminée  qui  au- 
raient les  mêmes  racines  ;  que  par  conséquent  la  formule  générale 
qui  résoudrait  la  première  équation  ,  conviendrait  à  Ici  seconde,  en  res- 
tituant aux  coefTiciens  les  multiples  du  module,  et  nous  donnerait  ainsi 
ies  racines  entières  de  la  proposée.  Mais  il  était  bon  de  commencer  par 
la  résolution  des  équations  binômes  ,  parce  qu'elle  est  comme  la  def 
de  toutes  les  autres  ;  parce  qu'elle  seule  peut  nous  faire  connaître  la 
nature  intime  des  radicaux;  signes  remarquables,  qui  font  l'essence  de 
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ialgèbre,  par  cette  ambiguiié  tnêine  qui  en  est  inséparable,  et  dont 
femplui  dans  nos  démonsti-acions  mathématiques,  marque  la  différence 
ia  plus  précise  entre  l'Analyse  et  la  Synthèse. 

JI. 

THÉORÈME. 

I.  Considérons  donc  l'équation  binôme  indéterminée,  x^~i~  Afp , 
où  Afp  désigne  un  multiple  quelconque  du  nombre  premier  p ,  et  n 
un  exposant  quelconque  premier ,  que  Je  supposerai  d'abord  diviseur  de 
^ — 1,  afin  que  l'équation  .v  " — izzz.Afp  ait  «  racines  ou  solutions 
-en  nombres  entiers  inférieurs  à  p.  Je  dis  que  si  l'on  prend,  à  la  place  de 
cette  équation  indéterminée,  l'équaiion  binôme  déterminés  x" — i=o, 
jet  qu'on  la  résolve,  l'expression  algébrique  de  ses  n  racines,  qui,  excepté 
'unité  ,  sont  toutes  imaginaires,  sera  la  représentation  analytique  des 
1  nombres  entiers  qui  résolvent  l'équation  x"  —  i  m  Mp;  c'est- 
'à-dire  qu'en  ajoutant  aux  nombres  qui  sont  sous  les  divers  radi- 
taux  de  cette  formule  imaginaire,  des  multiples  convenables  de  /)  ,  on 
5fèra  disparaître  les  imaginaires  et  les  irrationnelles,  on  rendra  toutes 
'les  opérations  indiquées  parfaitement  exécutables,  et  l'on  parviendra 
irécisément  aux  n  nombres  entiers  qui  satisfont  à  la  proposée 

X*  —    i   ^zi  M  p. 

1.  Pour  démontrer  ce  théorème ,  remarquez  d'abord  que  l'équation 
:*  —  I  ^=:Afp  a  toujours  ia  racine  x^  1  ,  comme  l'équation  binôme 
r"  —  [  z:=  o  :  dégageant  donc  cette  racine  ou  le  facteur  x —  i  du 
ipremier  membre,   nous  aurons  l'équation  indéterminée 

X  =:  x"--  -h  A-"-"  -+-  x"-^  H-  &c.  H-  a:  H-  1  :^  Mp , 

dont  toutes  les  racines  sont  des  nombres  entiers  supérieurs  à  l'unité. 
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Or,  soit  r  un  quelconque  de  ces  nombres;  ii  est  faciie  de  voir  que 
tous  ies  autres  pourront  être  représentes  par  les  puissances  successives 
r*.  t\  r*.  &c.  r"-'  de  celui-là.  Et  en  effet,  toutes  ces  puissance» 
seront  des  nombres  diffcrens  relativement  à  p,  parce  que  n  est  un 
nombre  prcmici-:  *.t  U  est  clair  qu'elles  satisferont  toutes  à  la  proposée 
x"  — -  I  ^  M  p,   puisque   r  y  satisfait   par  hypothèse. 

Ces  puissances  r',  r',  r*,  6cc.  /■""'  pourront  s'élever  au-dessus 
du  nombre  premier/)/  mais  cela  est  indifférent  pour  notre  objet,  puis- 
que, rabaissées  au-dessous  de  p  par  la  division  ,  elles  rameneraientpour 
restes  les  racines  mêmes  de  la  proposée.  Ainsi,  au  lieu  de  ces  racines 
inférieures  h  p,  H  nous  est  permis  de  prendre  ies  puissances  successives 
d'une  seule  d'entre  elles:  et,  de  plus,  nous  pouvons  les  ranger  dans 
l'ordre  où  les  exposans  forment  les  n —  i  termes  différens  d'une  pro- 
gression géométrique  ei,  «*,  «',  d*.  &c,  d*""' ,  dans  laquelle  <?  est 
une  racine  primitive  dti  nombre  h.  A  la  vérité,  quelques-uns  de  ces 
nouveaux  exposans  de  r  s'élcvent  au-dessus  de  n;  mais,  à  cause  de 
r'  zrz.  I  ,  aux  multiples  près  de  p  ,  on  peut  n'y  voir  que  les  restes  de 
leur  division  par  m;  et  alors  ils  donnent  dans  un  certain  ordre  les  pre- 
miers exposans  i  ,  2,  3  ,  4.  5-  &c.  m —  i  ,  inférieurs  à  n  /  et  ils 
les  donnent  tous,  parce  que  ^  est  supposé  une  racine  primitive  de  «, 
c'est-à-dire,  un  nombre  capable  de  ramener  par  ses  puissances  succeesives 
tous  ies  résidus  différens  inférieurs  à  n. 

De  cette  manière,  les  racines  de  la  proposée,  non -seulement  sont 
représentées  par  les  différentes  puissances  d'une  même  racine,  mais  en- 
core elles  sont  rangées  dans  un  ordre  où  chacune  d'elles  est  une  même 
puissance  de  celle  qui  la  précède. 

3.  Remarquez,  en  passant,  que  cet  ordre  ingénieux,  dont  n'en  ne 
paraît  d'abord  nous  indiquer  le  choix  entre  tous  les  autres,  est  au  fond 
un  ordre  analytique  déterminé  par  la  nature  même  des  choses.  Car, 
comme  il  s'agit  de  racines  qui  Jouissent  toutes  également  de  [a  même 
propriété,  et  qu'il  n'y  a  aucune  raison  de  préférer  l'une  à  l'autre,  il  est 
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Clair  que  l'ordre  le  plus  naturel  est  celui  qui  convienJrait  également  à 
tomes  les  racines,  ei  qui  par  conscquent  ne  changerait  point,  quelle  que 
fût  ia.  racine  r  d'où  l'on  voulût  partir.  Ainsi,  par  la  nature  même  de 
'a  question,  on  est  porté  à  chertlier,  s'il  est  possible,  un  ordre  où  les 
racines  naîiraieni  successivement  l'une  de  l'aur™  par  Jd  mcme  ronciion, 
et  où  il  serait  alors  itidiHéreni  d'y  changer  une  racine  en  une  auire  quel- 
conque à  volonté.  Or,  c'est  précisément  ce  quia  lieu  dans  la  suite 

r ,    r    ,    r      ,    r      ,    r      ,    ôtc. , 


qui  nous  présente  chacune  des  racines  comme  une  même  puis?nnce  de 
celle  qui  la  précède ,  et  qui  nous  donne  ainsi  leur  véritable  ordre  nalirrel. 

Au  contraire,  l'ordre  r,  r*.  r' ,  r+,  &c. ,  qui  nous  semble  na- 
turel, a  quelque  chose  d'irrégulier  et  d'arbitraire;  car  si,  après  la  ra- 
cine que  vous  nommez  r.  vous  mettez  r' ,  c'est-à-dire,  le  carré  de  cette 
première  racine,  il  est  clair  qu'après  r*  vous  devriez  mettre  aussi  son 
carré  r+,  et  non  pas  la  puissance  r*;  et  de  même  pour  les  suivantes. 
Ainsi,  dans  la  suite  r,  r*  ,  r',  r* ,  &c.,  la  loi  se  rompt  à  chaque 
instant;  et  l'ordre  même  n'y  est  pas  déterminé,  car  il  dépend  de  la  ra- 
cine que  vous  choisirez  pour  r,  et  sera  tout  différent  en  employant  une 
autre  racine.  Mais  dans  la  première  suite  ,  aucun  échange  de  racines 
ne  pourra  troubler  l'ordre  ;  les  racines  ne  feront  que  s'avancgr  toutes 
à-la-fois  d'un  même  nombre  de  places,  et  elles  garderont  toujours  entre 
elles  la  même  disposition  ,  exactement  comme  si  elles  étaient  rangées 
*n  cercle. 

Ainsi  donc  les  w —  1  nombres  supériei:rs  à  l'unité,  qui  satisfont  à 
l'équation  x" — tz=Afp,  peuvent  être  naturellement  représentés  par  la 

suite  r,  r' ,  r'  ,  r"  ,  &c.  r"  ,  comme  M.  G(7Hji  «n  a  eu  i'heu- 
jeuse  idée  pour  la  représentation  des  racines  imaginaires  de  l'équaiion 
binôme  x*  ^  i  =r  o  ;  et  nous  voyons  que  cet  ordre  remarquable  aurais 
pu  être  tiré  directement  de  l'analyse  du  problème. 
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4.    Cela  posé,  considérez,   suivant'  la  méthode  de  La  grange ,  les 
// — I   fonctions  linéaires, 


r  H 

h    r"    -4-     r"'     . 

-4-     r 

4-  &c.   : 

=    t  , 

r^ 

-  «tir-  -t-^fr"*  - 

H  ecîr*'   - 

1-  &c.  = 

"S. 

-f  , 

r  -+ 

-^Sr"  -t-./3V*  H 

h  /S'r"'  -^ 

h    &C.    = 

-t"  . 

r  -4- 

-  yr"*  -4-  y  V*  - 

l-  V'r"'   H 

h    &C.    = 

^r , 

&c. 

&c. 

• 

où  I,  <t,  /3,  V,  &c.  sont  les  racines  de  l'équation  binôme  x^"^ — i=:o; 
il  est  clair  que  vous  aurez ,  en  ajoutant  ces  fonctions  , 


<^„.—  i;  r  =  r  ^.  /'  ^  /"  -H  t'"  -H  &c.  , 
et  c^e,  par  conséquent,  le  nombre  entier  r  pourra  être  mis  sous  la  forme: 


'    .     .11    .     ^fii 


/   -+-  /    H-  ^     H-  &c. 


n 


ou  bien  encore,  si  vous  faites  les  puissances  // —  i."***  des  fonctions 
/,  t'  t" f  t"\  &c. ,  ce  qui  donnera 


et  puis,  d'un  autre  côté,  que  vous  remettiez  sur  ces  puissances  le  radical 
n  —  i."^^,  afin  de  ne  rien  changer;  il  est  encore  évident  que  le  nombre 
r  pourra  être  mis  sous  la  forme  : 


n-^i  »— t  »— >i 


/6  -4-  /  ô'  -4-  /9"  -4-  /  6'"  -t-  &c. 


f 

;/ —  I 


qui  est  toute  semblable  à  la  formule  générale  des  racines  /i/'  Je  f  unité. 
(Voyez  la  note  XIV  de  la  Résol.  des  équat.  numér.  de  LagrangeJ. 

n 
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«  — I  n— 1  »— I 


y^G  H-   i/9'  -4-   i/e"  -+■  &c. 


// 


au  lieu  de  répondre  au  nombre  entier  r,  répondra  exactement  à  une  ra- 
cine imaginaire  de  Téquation  binôme  x" — i  zz:o.  Et  en  effet,  ce  qu'on 
suppose  à  présent,  revient  au  même  que  si  Ton  eût  entendu  d abord 
par  la  lettre  r  une  des  racines  imaginaires  //."  de  l'unité;  et,  de  plus, 
par  1  ordre  même  r,  r**,  r"**,  r'*^  &c.  suivant  lequel  on  a  rangé  ces 
racines,  il  est  facile  de  voir  que  les  déveioppemens  ô,  8',  0",  &c.  en 
sont  devenus  des  fonctions  invariables ,  doù  la  lettre  r  aura  toui-à-fait 
disparu  :  ainsi  la  formule  précédente  coïncidera  parfaitement  avec  celle 
des  racines  ;;."^"  imaginaires  de  Tunité  (*). 

Mais  il  est  évident  que  cette  supposition  de  r"nz  i ,  au  lieu  de 


r"  =  I  -H  Mp  ,    et    de    r  -^  r"^  -^  r^  -+-  &c.  =  —  i  , 
au  lieu  de  r  -{-  r"^  -^  r^  -+-  &c.  ==  —  i  -h-  Mp  , 


revient  à  suppritner  dans  les  expressions  9,  ô'j  G",  &c,  qui  sont  sous 
les  radicaux  y  certains  multiples  du  nombre  premier  p  que  Ton  con* 
sidère.  Donc,  puisque  par  cette  suppression  de  multiples  p ,  on  passe 
de  l'expression  du  nombre  entier  r ,  à  l'expression  de  la  racine  ima- 
ginaire nJ^^  de  l'unité,  il  s*ensuit  que,  par  la  restitution  dans  celfe-d 
de  ces  mêmes  multiples  de  p,  on  reviendrait  à  l'expression  exacte  du 
nombre  entier  r.  Ce,  ^u  il  fallait  démontrer. 


a—i 


6.  On  peut  remarquer  que  le  premier  radical  "j/ô,  qui  est  égala 
/  ou  r  -\-  r"^  -+-  r'^''  -+-  &c.  se  réduit  tout  de  suite  de  lui  -même à 
—  I  H--  M  p ,  ou  simplement  à  —  i  ,  et  ne  présente  aucune  amM- 


(*)  Voyez  l'ouvrage  cite  plus  haut,  et  l'analyse  que  j'en  ai  donnée  dans  \t  Magasin  mf^ 
dopédique,  année  j8o8. 
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guTté  ;  de  sorte  qu'il  est  inutile  de  faire  cette  puissance  // —  i  de  t ,  qui 
est  d'elle-même  une  fonction  invariable  des  racines  ,  et  qu  ainsi  I  équa- 
tion peut  se  mettre  sous  la  forme  plus  simple  : 


H— I  «—1  »— I 


I  _+./ô-4-i/G'-Hi/e"-i-&c. 


n 


De  plus,  parmi  les  racines  <t,  /3,  y,  &c.  de  x""'  —  i  z=  o ,  il  y  en  a 
toujours  une  <t  qui  est  égale  à — i  ;  de  sorte  que  la  fonction  t'  où  cette 
racine  <t  est  employée,  n'a  besoin  que  d'être  élevée  au  carré  pour  deve- 
nir une  fonction  invariable  des  racines  r,  r*,  r^  &c.  Ainsi,  il  y  a  en- 

core  un  radical  j/9'  qui  peut  se  remplacer  par  un  simple  radical  carré. 

En  général,  parmi  les  racines  de  x^"'  —  i  zz:  o ,  quelques-unes 
appartiennent  à  des  équations  binômes  inférieures  x^  —  i  iz=  o  ,  h 
étant  un  diviseur  de  //— - 1  ;  et  pour  les  fonctions  t' ,  t'\  &c.  où  ces 
racines  seraient  employées  .  on  en  fera  des  fonctions  invariables  de  r, 
r*,  r^ ,  &c.  ,  en  les  élevant  simplement  à  la  puissance  //.  Il  ne  sera 
donc  nécessaire  d'élever  aux  puissances  n — i.™"  que  les  fonctions  où 
l'on  considère  des  racines  uniquement  propres  à  l'équation 


x"""'   —   1=0; 


^  cest-à-dire ,  qui  ne  résolvent  pas  en  même  temps  d'autres  équations 
binômes  x^  —  1=0  de  degrés  inférieurs.  Ainsi ,  il  n'y  aura  dans 

la  formule  d'autres  radicaux  j/ ,  que  ceux  qui  seront  dus  à  ces  ra- 
cines propres  à  l'équation  x"""*  —  i  zz:  o.  Et  d'ailleurs,  le  nombre 
«— -»i  étant  un  nombre  composé,  ces  radicaux  se  réduisent,  au  fond, 
à  des  radicaux  d'exposans  marqués  par  les  diviseurs  simples  de  // — i. 

7.  Au  reste ,  dans  tous  les  cas  particuliers  ,  la  formule  la  plus 
simple  pourra  toujours  s'obtenir  d'une  manière  directe ,  en  suivant  une 
méthode  toute  semblable  à  la  précédente  ;  maïs,  au  lieu  de  considérer 
à-la*-fois  toutes  les  racines  r,  r*,  rJ,  M,  rS  &c.  r*^'  ,  il  faudra  les 
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partager  en  plusieurs  groupes  de  racines  liées  entre  elles  de  la  même 
manière.  On  formera  immédiatement  chacun  de  ces  groupes  au  moyen 
de  la  suite  ordonnée , 


tf  -û  -tf  -tf*  Qr^  -tf"        * 


r,    r-,    r"   ,    r"    ,    r 


*.    &c.    r- 


en  y  prenant  les  racines  de  h  en  h ,   si    h  est  un  diviseur  de  /;—  i. 

On   aura  ainsi   A    groupes   composés  de  — r —  racines  ;  et  ces  divers 

groupes  seront  aussi  ordonnés  entre  eux ,  de  manière  que  chacun  d  eux 
produira  le  suivant,  en  y  changeant  la  racine  r  en  r"*. 

On  décomposera  de  même  chaque  groupe,  en  y  prenant  les  racines 
de  A  en  k,  si  k  est  un  diviseur  de  leur  nombre  — ^ —  ,  et  ainsi  de 

h 

suite.  Et  si  l'on  applique  enfin  à  la  représentation  des  racines  de  ces 
groupes  partiefs ,  et  des  sommes  de  racines  contenues  dans  ces  groupes 
eux-mêmes,  une  analyse  toute  semblable  à  celle  quon  a  suivie  plijs 
haut  pour  l'ensemble  de  toutes  les  racines ,  on  parviendra  facilement 
à  une  formule  qui  ne  présentera  point  de  radicaux  d'exposans  supérieurs 
aux  facteurs  2,  A,  k,  &c,  du  nombre  composé  n—i  ;  et  qui,  par  les 
mêmes  hypothèses  de 

r*zz:i,     et     r   +   r*  -i-  r^  --^  &c.  =  —    i  , 


se  réduira  de  même  à  l'expression  générale  des  racines  /i.**  de  Tunité. 
Et  de  plus,  au  lieu  des  racines  i  ,  ot,  /3,  y,  &c. ,  de  l'équation 
x"~*  —  1  zm  o  ,  on  n'aura  eu  besoin  d'employer  que  les  racines  des 
équations  inférieures 

.V*-—  1=0,     x^  —  1=0,     x^  —  1=0,     &c.  p 
2,  A,  k^Scc.  étant  les  diviseurs  simples  de  n  —  ï. 

Mais  sous  quelque  forme  algébrique  qu'on  veuille  présenter  la  racine 
»."^*  de  l'unité,  elle  exprimera  toujours,  comme  valeurs  résidues,  les 
difFérens  nombres  entiers  qui  résolvent  l'équation  binôme  Indéterminée 


/ 
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X*  -~  I  rzr  Mp ,  n  étant  un  nombre  premier  quelconque  diviseur  de 

8.  Si  le  nombre  /i,  au  lieu  d'être  premier,  est  un  nombre  corn* 
posé,  ii  est  bien  facile  de  voir  que  le  même  théorème  a  lieu  encore, 
c'est-à-dire  que  les  //  racines  de  l'équation  indéterminée 

x"  —   I   =  Mp 
sont  également  représentées  par  les  ;/  racines  de  l'équation  binôme 


x^  —   1=0. 


Je  ne  m'arrête  point  à  la  démonstration  de  ce  théorème ,  parce  qu'on  peut 
facilement  le  déduire  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  dans  le  cas  où  n  est 
un  nombre  premier,  en  observant  que  les  racines  d'un  degré  composé 
reviennent  à  une  combinaison  des  racines  simples  marquées  par  les 
facteurs  de  ce  degré,  ou  à  des  racines  de  ces  racines. 

Ainsi  l'on  a  généralement ,   pour  la   représentation  analytique  des 
nombres  entiers  qui  résolvent  l'équation  binôme  indéterminée 

X*  —  I  =  Mp , 

ia  formule  générale  qui  exprime  les  différentes  racines  /i."**  de  l'unité  ^ 
l'exposant  n  étant  un  diviseur  quelconque  du  nombre  p —  i. 

p.   Lorsque  n  ne  divise  pas/?  —  i,  l'équation  indéterminée 

x^  —   I  =  Mp 

n'a  qu'une  seule  racine  ou  solution  entière ,  qui  est  l'unité  ;  et  toutes 
les  autres  sont  impossibles  ou  irrationnelles.  Mais  la  formule  des  racines 
^  mes  jç  Tunité  n'en  est  pas  moins  encore  l'expression  analytique  de  ces 
racines  même  impossibles.  Car,  quelles  que  soient  ces  racines,  leur 
nature  serait  de  satisfaire  à  l'équation  x^  —  i  =  Mp  :  or,  il  résulte 
de  cette  hypothèse  même  qu'elles  jouissent  également  de  la  propriété 
de  pouvoir  être  représentées  par  \^  puissances  successives  d'une  seule, 
r,  et  de  donner,  aux  multiples  près  du  nombre  p,  leurs  puissances 
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n.^^^  égales  à  Tunîté,  et  leur  somme  totale  égale  à  —  i.  Si  Jonc  vous 
imaginez  qu'on  les  cherche  comme  dans  le  premier  cas,  en  les  repré- 
sentant par  les  puissances  successives  d'une  seule  » 

r,    r*^,    r^,    r^,    &c.  , 

vous  pourrez  les  mettre  exactement  sous  la  même  forme,  ^t,  y  suppri- 
mant par-tout  les  multiples  de  p,  les  réduire  à  l'expression  des  racines 
n.^^^  de  Tunité.  Ainsi  la  formule  sera  toujours  l'expression  analytique 
des  racines  entières  ou  irrationnelles  de  l'équation  x"  —  i  =  Afp, 
quel  que  soit  le  nombre  premier  p  auquel  on  voudrait  actuellement  rap- 
porter cette  équation. 

lOr    Et,  par  exemple, ^  qui  exprime  une  des  racines 

cubiques  imaginaires  de  l'unité ,  est  toujours  l'expression  de  i'un  des 
deux  nombres  entiers  ou  irrationnels,  autres  que  l'unité,  qui  peuvent 
résoudre  l'équation  x  ^  — -  i  z=  AIp ,  quel  que  soit  le  nombre  pre- 
mier p  que  l'on  veuille  considérer. 

Si  /?— •  I  est  divisible  par  3 ,  comme  dans  le  cas  de  p  =r  43  i  P^ 
exemple ,  alors  les  trois  racines  entières  existent  réellement ,  et  sont  ici 
les  trois  nombres    i ,  7  et  —  6 ,  comme  il  est  facile  d^  s'en  assumer. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  —3  quon  voit  sous  le  radical  carré  de  la 

formule   '^  '  ^ — ^^^ ,  est  un  résidu  de  carré  exact  relativement  à  43  ; 

de  sorte  qu'en  y  ajoutant  un  multiple  convenable  de  ^i  ,  l'irrationna- 

lîté  disparaît ,  et  la  double  formule  = ^  amène  ies  deux 

nombres  entiers  7  et  —  6,  qui ,  avec  l'unité ,  résolvent  l'équation 

x^  —   I  =  M  ^i. 

Maïs  si  /;  -—  I  n'est  pas  divisible  par  3  ,  comme  dans  le  cas  de 
p:=zzp^  alors  il  n'y  a  que  le  seul  nombre  entier  i  à  chercher,  et  lei 
deux  autres  racines  sont  impossible*;  mais  on  peut  toujours  supposer 

—   I     t     ^  —  a 

ces  racines  également  représentées  par  la  formule  — ""    ■    '    ■  ,  que 
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ion  changera,  si  Ion  veut,  en — ^-^^,  en  ajoutant 

aux  nombres  les  multiples  ip  et  op  du  module  p.  A  la  vérité,  on  ne 
pourra  jamais ,  par  cette   addition ,  rendre  le  nombre  —  3   un  carré 

parfait ,  et  la  quantité -^  sera  toujours  une 

incommensurable ,  quel  que  soit  le  multiple  de  p  que  Ton  y  veuille  in- 
troduire :  mais  cette  expression  irrationnelle  ,  pouvant  toujours  satis- 
faire à  Téquation  x^  —  i  z:z  M  p  { comme  on  le  voit  en  supposant  / 
et  0  tous  deux  nuls,  ou  même  seulement,  3  i^  p  —  6  i  --\-  0  z=:  o) , 
sera  l'expression  analytique  de  ses  racines  même  impossibles.  Cette 
expression  sera  donc  aussi  parfaite  que  celle  des  imaginaires  dans  Fana- 
lyse;  je  veux  dire  quon  pourra,  sans  crainte,  l'employer  dans  le  calcul , 
et  que  si,  par  une  combinaison  quelconque  de  semblables  valeurs,  les 
irrationnelles  viennent  à  se  détruire,  le  résultat  final  sera  aussi  exact , 
et  la  démonstration  aussi  bien  établie,  que  si  ion  neût  point  passé  par 
ces  valeurs  irrationnelles.  * 

I  I .  On  aura  donc  toujours  les  racines  de  Téquation  binôme  indé-^ 
terminée  x  "  —  i  =  Afp ,  parfaitement  bien  représentées  par  celles 
d  e  l'équation  binôme  déterminée  x^ —  i  =  o  ,  ou  par  les  racines 
Il  mes  jç  l'unité,  ^uel  que  soit  t exposant  n  et  le  nombre  premier  p  que  ïon^ 
naoudra  (Considérer. 

12.  Mais  il  faut  encore  pénétrer  plus  avant  dans  la  composition  et 
fcs  propriétés  de  ia  formule  générale  : 


»— .1  »— I  •— I 


y^e  -H  ^9'  -f-  i/o"  ^  V^  9'"  -+.  &c. 


// 


Les  fonctions  6,  ô't  ô",  ^"\  &c.  sont,  comme  on  l'a  supposé,  le» 
puissances  exactes  /r— i."^'  des  fonctions  linéaires  t,  t%  /",  t^,  &c,. 
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r"    -4-      r**      H-     r"^     -h  &c. , 


/  >..  •>.*.  *>.î 


â       ■        ^  a  «a 


ï    =  r  -H  ctr"  -+•  ct"r"     -H  «t^r 


/" 


$  r^  '   -H  &c.  . 


iSr^H^  ^*r^'  -H  /3^r^'  -H  &c.  , 


1,  <L,  j8,  V,  &c,  étant  les  diverses  racines  de  l'équation  binôme 

H—  I  

A"  —    I    Z=    G. 

De  plus,  dans  les  fonctions  8,  9',  9",  ^"\  &c. ,   les  puissances  àt  r 
ont  été  rabaissées  par-tout  au-dessous  de  r^ ,  par  la  supposition  de        ^ 

f'zrri,  ce  qui,  en  supposant  encore  r^\-r^^\-r^    -H&c.  =  — i  ,      -^ 
en  a  fait  entièrement  disparaître  la  lettre  r ,  et  réduit  la  formule 


«— r  «H- a  «— *f  n— I 


y/fl^y^fl'^.^ô"^^y^9'''-H&c.  , 


/i 


à  l'expression  exacte  de  la  racine  «."*•  de  l'unité. 

Mais  les  fonctions  9,  9',  9'\  &c«  contiennent  encore  les  racines 
et,  /3,  y,  &c,  de  l'équation  bînomejir"'"'-^i=o;  de  sorte  que  la  for- 
mule des  racines  de  l'équation  x"  -^  i  zzzo  peut  être  regardée  comme 
une  fonction  des  racines  ù(,p  fi,  y,  &c.  de  l'équation  inférieure 


jr*""  —  I  rz:  o. 


Or ,  dans  le  retour  de  cette  formule  aux  nombres  entiers ,  par  la  resti- 
tution convenable  des  multiples  de  p,  nous  avons  toujours  conservé 
imaginaires  cç.»  /3,  y,  &ç.  sans  y  riçn  changer,  c'est-à-dire,  sans  avoii 
besoin  de  les  ramener  de  même  à  des  entier^  relativement  au  nombi 
premier  p  que  l'on  considère.  Ce  changement  ou  cette  réduction  étaitff^  ^t 
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en  effet  inutile;  car,  dans  laddition  des  fonctions  t,  î' ,  t\  t"\  &c. , 
qui  sont  les  racines  exactes  ;/  —  i.'""  des  fonctions  ô,  6',  ô",  ^"\  &c,, 
il  est  évident  que  les  imaginaires  <t,  j8,  y,  &c.  se  détruisent  d'elles- 
mêmes,  et  que  le  résultat  -^-^ — — -^ — — —  donne  toujours  le 

nombre  entier  r  qu'on  a  dessein  de  découvrir.  Cependant  si  n —  i 
était  un  diviseur  exact  de  /? —  i  ,  les  racines  // —  i."""  de  Tunité  ré- 
pondraient aussi  à  des  entiers  relativement  à  ;?,  et  l'on  pourrait  mettre 
dans  la  formule,  à  la  place  des  imaginaires  <t,  /3,  y,  &c.  les  entiers 
^/  ^  /  e' ,  &c. ,  qui  résolvent  Téquation  indéterminée 

x^"^  —   I    =::  M  p. 

H  est  cfaîr  qu'aux  multiples  près  du  nombre  p,  on  serait  toujours  con- 
duit à  la  même  valeur  r ,  pour  la  racine  cherchée  de  Téqualiou 

x"  —   I  i;z=  M  p. 

Et  en  effet,  au  lieu  des  imaginaires  et,  /3,  v>  &c.,  qui  sont  telles, 
qu  on  a  ; 

ct*-'=:i,     j8»-'=:i,     v*-'==i,     &c. 


«t  i-4~(t'H-y8-+-vH-  &c.  z^:  O  , 

X 

waus  emploieriez  les  nombres  e,  e ,  e",  &c.,  qui  seraient  tels  qu  on  aurait 
#«-•  =  i+Mp,    e''-'  =  i-^Mp,    ^";'-'  =  i-^Mp,  &c. , 

<"  -f-  &c.  =  o  •+-  Mp; 


t  par  conséquent ,  dans  l'évaluation  finale  de  la  formule 


M— I  «— I 


t/Ô  -4-  i/9'  -4-  /6"  -H  |/e"'  -h-  &c. 


I  <  I 

n 


^ous  arriveriez  toujours  au  même  résultat  qu'auparavant,  en  omettant 
multiples  de  p^ 
XVUIJ  Cahier.  Zz 
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13.  De  même,  si  dans  lexpressîon  des  racines  imaginaires  cc^ 
/3,  y,  &€•  ,  il  entrait  aussi  d'autres  racines  inférieures  de  l'unité  dont 
le  degré  fût  diviseur  de  p —  i  ,  on  pourrait  aussi  mettre  à  leur  place 
les  entiers  qui  leur  répondent  relativement  au  même  nombre  premier 
p.  On  trouverait  toujours  les  mêmes  nombres  e,  e  ,  e" ,  &€.  qui  répon- 
dent aux  imaginaires  et,  /3,  y,  &c. ,  et  par  conséquent  on  arriverait 
toujours  à  la  même  valeur  pour  la  racine  r  ;  et  ainsi  de  suite,  s'il  se 
trouvait  encore  dans  la  formule  des  radicaux  inférieurs  d  exposans  di- 
viseurs de  /7 —  !• 

14.  Et  de  là  on  peut  conclure  que,  si  la  formule  générale  des  ra- 
cines //."^^^  de  Tunité  ,  ou  de  Téquation  binôme  x^  —  i  z=:  o,  ne 
contient  que  des  radicaux  dont  les  exposans  soient  >iiviseurs  de 
p  —  I  ,  il  n'y  aura  pas  dans  la  formule  un  seul  radical  qui  ne  porte 
sur  une  puissance  exacte  de  même  degré,  ou  plutôt  sur  un  résidu  de 
cette  puissance  relativement  au  nombre  premier  p  ;  de  sorte  que ,  par 
l'addition  de  certains  multiples  de  /?  à  ces  résidus,  l'expression  deviendra, 
dans  toutes  ses  parties,  commensurable  et  entière,  et  n'offrira  nulle  part 
aucun  signe  d'opération  inexécutable. 

I^.  Mais  s'il  se  trouve  des  radicaux  de  degrés  non  diviseurs  de/?— i, 
il  y  aura  sous  ces  radicaux  des  nombres  qui  ne  seront  point  résidus 
de  puissances  de  même  degré ,  et  par  conséquent ,  la  formule  contiendra 
des  irrationnelles,  qui  ne  pourront  jamais  être  ramenées  à  des  nombres 
entiers  relativement  à  p.  Cependant  <:es  irrationnelles  pourront  être  des 
puissances  exactes  d'incommensurables  ou  irrationnelles  de  même  forme, 
de  manière  que  l'opération  radicale  indiquée  sur  elles  pourra  s  exécuter; 
et  alors,  dans  l'addition  des  radicaux  semblables  »  ces  incommensurables 
se  détruiront  d'elles-mêmes,  et  l'on  parviendra  toujours  avec  la  même 
précision  aux  racines  entières  de  la  proposée  x"  —  i  =  Mp  ,  lorsque 
cette  équation  admettra  de  telles  racines. 
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III. 

Application  du   Théorème  à  des  Exemples. 

16.  Essayons  d'approfondir  encore  cette  théorie,  et  d'y  répandre  un 
plus  grand  jour  par  des  exemples. 

Considérons,  entre  autres,  la  formule  générale  des  racines  septièmes 
de  l'unité,  ou  de  l'équation  binôme  x'^  —  i  =0,  afin  de  l'appliquer 
à  la  recherche  des  nombres  qui  peuvent  résoudre  l'équation  iRdeter- 
minée  x^ —  i  z=.  M p ,  dont  le  second  membre  désigne  un  multiple 
quelconque  du  nombre  premier  p* 

Et  d'abord,  on  peut  résoudre  sur-le-champ  Téquation  x'^^—i  :=  o 
par  la  méthode  ordinaire;  car,  en  dégageant  la  racine  réelle,  ou  le  facr 
teur  X  —  I ,  on  a  :  ^ 


équation  réciproque  du  sixième  degré,  qui  se  partage  en  trois  du  second; 
ou ,  si  Ion  veut ,  en  ces  deux  du  troisième  degré , 


x"^  —  X x''  -t-  X' X  —   I   z=  o  , 
,v'  _  X'x^^  Xx    -^   i   z=i  o. 


dans  lesquelles  X  et  X'  sont  les  racines  de  l'équation 


X'  ^  X  ^  z  =:  Oi 
ce  qui  donne  : 


Considérons  la  première , 

x^  ~  Xx^  ^  X'  X  —1=0; 


Z    X 


1/  ^  -r 
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et,  pour  la  résoudre  à  la  manière  ordinaire,  faisons  x  i=z  —^ »    ^^ 

nous  aurons  la  transformée  : 

1/^  —  3.;/ — j.u  —   14  -f-  ■/ — 7  =  0, 
^i  donnera ,  toutes  réductions  faites , 


u 


</(7 -^^ -H  ^ /-)  +  i/ (  7 --^^  -  *  V/-)  : 


doù  i*çn  tire,  pour  la  formule  des  racines  7."^**  imaginaires  de  l'unité  : 


_ — '■*"*^ — 


■  ^f  iM7-=^+^'^-K^(7  -^'-f /")!. 


Cette  formule,  en  y  combinant  les  radicaux  cubes  des  trois  manières 
convenables ,  donne  trois  racines  de  l'équation 

x^  -+■  x^  -H  X*  -f-  x^  •+-  X*  -I-  X  -I-   1=0; 


et  en  y  faisant  ensuite  le  radical  carré  V — 7  par-tout  de  signe  con- 
traire ,  elle  donnera  les  trois  autres  ;  ce  qui  est  évident  par  les  valeurs 
précédentes  de  X  et  X\  qui  ne  différent  que  par  le  signe  de  V — 7» 

ly.  Actuellement,  évaluons  cette  formule  imaginaire  relativement 

au  nombre  premier  /7  =  43  =  ^-3*7"+"  ^  »  ^^^  d'obtenir  les  six 
nombres  entiers,  autres  que  l'unité,  qui  résolvent  l'équation 

x7  —   I   =  M .  4i- 

Nous  trouverons  d'abord  que,  relativement  à  43»  le  radical  V — 7 
équivaut  à  ±6,  et  le  radical  v^2i  à  z±:8*  Adoptons  la  première 
valeur  de  ]/ — 7,  savoir.  H- 6;  l'une  ou  l'autre  de  Vzi  ,  car  cela  est 
indifférent ,  puisque  Vi  i  entre  en  même  temps  avec  des  signes  con- 
traires, sous  les  deux  radicaux  cubes.  La  formule  deviendra  donc  ainsi: 


r^/ r?  -  3 -f- 1 V  H- -rv/ ^7  -  3  -  !»>>. 
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OU  ^=_L-^4-j/  — 8h-4-^  1(5. 

Maintenant,  on  trouve  que  ies  trois  valeurs  de 

y^  — -  8     sont     —  2,     —   12,     -i-i4; 
et  que  les  trois  valeurs  de 

^    1 6     sont     —   3  ,     H-  2 1  ,     —   1 8  : 

•        < 

de  sorte  que  la  formule  ne  présente  plus  que  des  quantités  rationnelles^ 
qu'on  peut  aussitôt  réduire  à  des  entiers  par  rapport  à  43* 

Mais  il  faut  ici  une  attention  particulière  relativement  aux  valeurs 
numériques  de  ces  deux  radicaux  :  c'est  de  choisir  avec  soin  celles  qui 
doivent  aller  ensemble  pour  donner  ies  véritables  solutions  de  la  pro- 
posée. Or ,  par  la  nature  même  de  l'équation  du  troisiènie  degré  d  où 
l'on  tire  la  formule  proposée  ,'il  est  clair  qu'on  doit  combiner  les  valeurs 
de  ces  radicaux  cubes ,  de  manière  que  leur  produit  soit  égal  à  V'—^Ji 
qui  est ,  en  signe  contraire ,  le  tiers  du  coefficient  du  second  terme  dans 
Ja  transformée  \ 

u^  —  3  .  1/ — 7  .u —  i4  -H  V^ — 7  =  0; 

d*où  proviennent  ces  radicaux  cubiques. 

Il  faut  donc  prendre  deux  à  deux  leurs  valeurs  »  de  telle  sorte  que 
leur  produit  fasse  la  même  valeur  que  celle  qu'on  a  prise  pour  ]/ — 7  » 
c'est-à-dire ,  fasse  -4-  6.  Ainsi ,  dans  la  formule ,  pour  avoir  les  valeurs 
simultanées  des  radicanx  cubes,  y^— 8,^/16,  il  faudra  prendre 
deux  à  deux  ces  valeurs ,  de  la  manière  suivante ,  savoir  : 

—  2     avec     •—    '3  ,     dont  le  produit  fait  -H  ^  r 

—  12     avec     -t-  21  ,     dont  le  produit  fait  -+-  6 , 


1 4     avec     —  18,     dont  le  produit  fait  -H  ^  ; 
^t  Ion  aura  : 


JOD  AFPJLIt;AJlUi. 


6 

J_ 
6 

6 


/-+-  21  J  ,     d'au     A"  ;:^  -+?  1 1  » 
{. —  iS )  ,     d où     X  =  4-  2 1 . 


De  cette  manière  on  aura  effectivement  trois  des  racines  7."™**  de  l'unité, 
relativement  au  nombre  premier  43»^^  toute  autre  combinaison  nous 
donnerait  de  fausses  valeurs  pour  ces  racines. 

'Actuellement,  employons  dans  la  formule  la  seconde  valeur  du  ra- 
dical carré  |/~7»  c'est-à-dire  — d,  et  nous  aurons: 

.:  . —  7 


f^/(^7-*-3-^»*''-«-Tyr7-+-3— -ï*A  ou  bien: 


Or,  on  trouve  pour  les  trois  valeurs  du  premier  radical  cube,  y  xz, 
les  nombres  ~-4  »  —"  15  *  H-  ip  ;  et  pour  celles  du  .second,  y  —  2  , 
les  nombres  —20,  H-p>  -H  1 1  î  niais  ici  ion  doit  combiner  deux 
à  deux  ces  valeurs^  de  manière  que  leur  produit  soit  égal  à  —  6;  ainsi 
^1  faudra  prendre  : 

•—     4     ûvec     —  20  ,     dont  le  produit  fait  —  6  , 
— -   ly     avec     •+-     p,     dont  le  produit  feît  —  6  , 

»  • .  ' 

ip     avec  '  -H   1 1  f     dont  le  produit  fait  —  6  ; 


et  l'on  aura  : 


—  7 


—  7 


T^— 4;-HTr-W'      d'où    ^r  =  —  2, 


'+-f(^— I5>^ --t-TH-pA      d'où      x=:-h4» 


=^^fr-+-ï^;  +  T^-^^^  d'où  ^  =  ^1^. 
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Ce  qui  nous  donne  les  trois  autres  racines  de  la  proposée. 

Ainsi  — 8,  -H  1 1  ,  H- 21,  — 2,  H-4  »  -hi^f  sont,  avec  funîtét 
les  sept  nombres  entiers  inférieurs  à  43  q^î  résolvent  l'équation  indé^ 
terminée  x"^  —  i  zzz  M. 4}  >  ou  ,  si  ion  veut  ,  les  sept  puissances 
.6.™**  différentes  des  4^  résidus  différéns  i ,  2  ,  3  ,  4  /  5  >  &^'  »  J"*" 
qu'à  42  ;  c'est  ce  qu'on  pourra  vérifier  a  posteriori ,  en  formant  i«s  6.°*" 
puissances  de  ces  4^  résidus,  ou  en  substituant  dans  l'équation  même 

18.  J'ai,  supposé  plus  haut  qu'on  av^ît  obtenu  tout  d'un  coup 
Jes  trois  valeurs  de  chaque  radical  cubique  :  mais  il  suffit  d'avoir  l'une 
quelconque  d'entre  elles  pour  obtenir  les  deux  autres.  Ainsi  y — 8 
nous  donne  immédiatement  la  valeur  —  2  ;  Jes  deux  autres  serortt 
donc  — 2. et,   — 2./3;  et  et  fi  étant  les  deux  racines  cubiques  irtia*- 

ginaires  de  l'unité:  or,  ces  racines  sont  exprimées  par. ~ — rrr  î 

et  cette  foruiule  ambiguë,  évaluée  en  nombres  relatiyjement  à  43»  nous 

donne  les  deux  racines  6  et  — 7.  On  aurait  donc  par  cette  voie  : 

.     '      ■•  ' 

1/ — 8=:  —  2,    ou  — 2Xi6,     ou    — ax  —  7, 

c:'est-à-dire , 

y  —  8=  —  2,    ou   —      Il  ,     ou   -+•      i4> 

«omme  ci-dessus.  ,.  !        ,,     '>( 

De  même,  1/  1  6  donne  •—-3  ;  car  —3  ,  élevé  au^ube,  doijne 
^ui  revient  à  16:  les  deux  autres  racines  seront  donc  — rjcu^  — 3  ^  ' 
€Du  —  )i8  ,  -+-  21  ,  comme  on  l'a  trouvé  plus  haut. 

I^.  La  formule  ,  . 

cjue  nous  venons  de  considérer,  et  où  Ton  doit  prendre  en  même  temps 
ies  signes  supérieurs  ou  les  signes  inférieurs  de  V  —  7 ,  ne  contient 
^ue  des  radicaux  cubes  et  des  radicaux  carrés  ;  or,  le  nombre  premier 


r  <«  •  )    / 


1  1   «    '  •  f 

!  t       ■ 
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P^  4^  f  auquel  nous  l'avons  rapportée ,  étant  tel,  que  p — i  est  dl 
sîble ,  non-seulement  par  7,  mais  encore  par  3  ,  U  s'ensuit  qu'on  n'a 
du  trouver  nulle  part  aucun  signe  d'opération  inexécutable  ,  c'est-à-dire, 
aucun  radical  qui  ne  portât  sur  un  résidu  de  puissance  de  môme  degré. 
Ainsi  — 7,  qu'on  voit,  sous  le  premier  radical  carré,  libre  de  tout 
autre  signe  ,  devait  être  un  résidu  de  carré  relativement  à  4}  '>  ^^  '^  '* 
sera  même  dans  tous  les  cas  de  p — i  divisible  par  7,  parce  que  p — i 

est  toujours  divisible  pari.  Ensuite,  l'expression  7^ '-z:h~V'zi 

qui  est  sous  le  radical  cubique  ,  devait  revenir  à  un  résidu  de  cube 
exact  relativement  à  43  ■  mais  fa  partie  7  r^r  — ^^^-^  étant  déjà  ra- 
tionnelle ,  il  s'ensuit  que  l'autre  partie  W  i-i  devait  l'ttre  aussi.  Et 
par  conséquent,  le  nombre  21  qui  est  sous  le  second  radical  carré, 
devait  être  aussi  un  résidu  de  carre.  C'est  en  effet  ce  qu'on  vient  de 
vérifier  dans  l'exemple  dont  il  s'agit .  et  c'est  ce  qui  aura  lieu  dans 
tous  les  cas  de  p  —  i  divisible  par  7  et  par  3. 

20.  Si  le  nombre  premier  p  est  tel,  que  p  —  i  ,  toujours  divisible 
par  7,  ne  le  soit  point  par  3,  le  nombre  — 7  sera  toujours  un  carré» 

à  cause  de  /j—  i  divisible  par  2  ;  mais  7  ± ■  r+i  7  v'  ai   n* 

pourra  être  un  cube,  et  par  conséquent  21  ne  pourra  être  un  can^i 
relativement  à  /j.  II  y  aura  donc  des  irrationnelles  dans  la  formule;  et 
c'est  ce  qu'il  &ut  actuellement  développer. 

2  1.  Considérons,  par  exemple  ,  le  nombre  premier  p  :=2^,  qui 
donne  p — 1=^28  divisible  par  7,  mais  non  par  3  ;  et  rapportoni- 
y  la  formule  précédente,  afin  d'obtenir  tes  six  nombres  entiers,  9UUM 
que  l'unité,  qui  résolvent  l'équation  ,v' - —  i  ^  M .ip. 

Nous  trouvons  d'abord  p/- — 7^i±;  14.  et  si  nous  employons  b  ' 
première  valeur  -hi4i  '^  formule  deviendra: 


i^(-r'^-)  +  T^^(~-^-)- 


Cette 
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Cette  expression  doit  représenter  actuellement  une  des  valeurs  de 
x;  car  les  deux  radicaux  cubes  sont  tels,  que  leur  produit  fait  -Hi4  » 
valeur  adoptée  pour  V — 7. 

Or,  21  nest  point  un  carré  par  rapport  à  2p ,  et  par  conséquent 
les  radicaux  cubes  affectent  des  irrationnelles  relativement  au  même 
nombre.  Mais  ces   irrationnelles  sont  égales  et  de  signes  contraires  ; 

elles  se  détruisent,  et  la  formule  se  réduit  simplement  à  xz=: 7 — ^» 

et  nous  donne  a*  =  7,  qui  est  effectivement  une  des  racines  entières  de 
la  proposée. 

Pour  avoir  les  deux  autres,  il  faut  prendre  les  deux  autres  valeifrs 
^es  radicaux  cubes,  et  les  combiner  de  manière  que  le  produit  fasse 
toujours  }/—  7  =  1 4  ;  les  valeurs  de  x  seront  donc  : 

—  I  -H  14 


'4 


et  /3  étant  les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité;  c'est-à-dire, 

^      et  ^ 


2  2 

es  deux  valeurs  de  x  se  réduisent  donc  à 


la  vérité,  les  radicaux  |/ — 3  et  1/  {^^^^^J  ^^^^  encore  irrationnels 
r  rapport  à  29  ;  mais  leur  produit  est  rationnel ,  car  il  est  aîsé  de 
"V^oîr  qu'on  a  (  en  remplaçant  -7  par  16 ,  et  21  par  —  8  )  : 


— /^  .^i<î  =  rp  8  X  —  ^  =  ±  48; 
AT////  CaAier,  Aaa 


9     .    ^     ^    \ 
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ainsi  Ton  aura  : 

X  =1:  7  ±  y  48  =  7  dt  16  =  — 6,     OU     — 5>  ; 

d'où  ion  voit  que  les  incommensurables  ont  disparu  de  la  formule, 
et  qu'on  a  trouvé  les  deux  nombres — 6,  — p,  qui,  avec  le  nombre 
7  déjà  trouvé,  sont  effectivement  trois  des  racines  jJ^^  de  l'unité  re- 
lativement à  ip. 

Pour  avoir  les  trois  dernières  racines,  îi  faut  prendre  actuelieroenf 
la  seconde  valeur  de  |/ — 7  ,  qui  est  —  i4f  et  la  formule  devien<ira, 
eif  réduisant  : 


OU  si  Ion  veut  remplacer  ^\/zi  par  yV 2,  ce  qui  est  la  même  chose 
par  rapport  à  2p ,  on  aura  plus  simplement  : 

Mais  cette  formule  ne  se  délivre  pas  des  irrationnelles  aussi  facilement 
que  la  première.  Cependant,  comme  elle  doit  répondre  exactement  à 
des  entiers  x ,  nous  sommes  sûrs  que  les  irrationnelles  1 4  ~  J  r  2,9 
qui  sont  sous  les  radicaux  cubiques ,  doivent  être  des  cubes  exacts  d'ir- 
rationnelles de  même^ forme,  afin  que,  dans  i addition  des  radicaux,  les 
incommensurables  puissent  se  détruire.  Et  en  effet ,  avec  un  peu  d'at- 
tention, H  est  facile  de  reconnaître  que  i4-H7V^2  «t,  aux  multiples 
près  de  2p  (ce  qui  est  toujours  sous-entendu),  le  cube  exact  de  i'ir- 
rationnelle  de  même  forme  ^  j-J-i  1/2  ;  et  que  i4 — -7  /^  est  le  cube 
exact  de  rirraiionnelle  conjuguée  5  — •  ii  V^a  :  de  sorte  qu'on  aura» 
pour  racines  cubiques ,  les  deux  valeurs ,  5  -+-  1 1  /a  et  5  —  11  Vx  ; 
valeurs  qui  doivent  d'ailleurs  aller  ensemble  dans  la  formule  ,  puis- 
qu'elles donnent  leur  produit  égal  à  5*  —  2  . 1 1^  =  — ^14=^  j/'"'?  »- 
comme  cela  doit  être  par  l'hypothèse. 
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On  aura  donc  d'abord  : 


Ensuite,  prenant  les  deux  autres  signes  des  radicaux  cubes,  on  aura  : 

x=  izH-|ct^5-+-  ii/2;-f-i.^('5  —  II 1/2;; 


et  si  Ion  met   à  la  place  de  «i.  et  /3 ,  leurs  valeurs  -; , 

^,  il  viendra,  en  effaçant  les  irrationnelles  qui  se  dé^ 

truisent , 


12 


12 


-H  f  (^—  5  -H  ii.>/^  1/— 3^ 


t('^  5  ~  II. 1/^  /  — S/'î 


formules  qui  ne  contiennent  plus  d'incommensurables,  car  le  produit  des 
i^adicaux  carrés  y^2  et  \/ — 3  ,  revient  à  j/ — 6  ^  qui  répond  à  p.  Ainsi 
*  on  aura  : 


12 


f  (^—  5  -4-  ii-py  =  —     5 


^  =   12  -*-  f  1^—  5  —  ii.p;  =  —  13  ; 

^*oii  it  résulte  enfin  qu'on  aura  les  six  nombres  7,  -— ^,  -— p,  — -4  , 
""■*^5,  — -13,  qui  seront,  avec  l'unité,  les  sept  racines  de  l'équation 
'^déterminée  x'^  —  i  zzz  M .z^  ;  et  c'est  ce  qu'on  peut  vérifier  à  pos^ 
'cri ,  en  les  substituant  dans  cette  équation  même. 


ai.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  racine  cube  de   14  db  7|/a  , 
*'^I«ivement  à  2p  ,  était  5  ±  1 1  \/z ,  c  est*à-dirc ,  qu'on  a 


Vl^i4  rt  7/2;  =  5  d=  II  /a; 

*^ft    trouverait  également  : 

Aaa  2 


i 
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f 

ou  bien  encore  : 


y  (\i±jV  ^)  =  —  iidzij/aj 

de  sorte  qu'on  peut  indifféremment  employer  ceS  trois  valeurs  dans  fa 
recherche  des  racines  de  fa  proposée.  On  peut  même  dire  qu'elles  sont 
toujours  effectivement  employées  toutes  les  trois  ;  car  eiles  reviennent 
à  l'une   quelconque  d'entre  elles   multipliée  par  les  trois  racines  eu- 

brques  de  l'unité.  Ainsi  1  on  trouvera  que  ^  dt  5  Vx  n'est  autre  chose 

—  I  —  /  —  ^ 
que  la  première ,  5  rt  1 1  y'z  multipliée  par i-  ;  et  la  troi- 
sième, —  1 1 ±131/2,  est  encore  fa  première  multipliée  par  -^ ^^  ^ 


Nous  avons  aussi  remplacé  l'irrationnelfe 

i4±t/*i     ©w     "ti^i^V^i  y    par    i^dtij^xx 

nous  aurions  pu   de  même  fa  remplacer  par  toute  autre  équivaien 
de  la  forme  a-àzhVk,  k  étant  un  non-résidu  de  carré  relativement  à 
25)1  ;  car  if  est  assez  facile  de  voir  que  toutes  ces  expressions  peuven 
se    changer  les  unes  dans   les  autres.  Si  Ton  conservait  fa  preniiè 
14  —  i6\/ii^  on  trouverait 


\/ (liziziCV^i)  =z  5q=:8/2i,  ou — 11  ±5)1/21,  ou  6qp>/2i 

et  en  empfoyant  ces  valeurs,  on  parviendrait  de  même  aux  racines  d< 
féquation  proposée. 

23-  J'ai  développé  ces  exemrpfes  avec  quelque  détaîf,  non-seuf( 
ment  pour  éclaircir  et  ^confirmer  la  théorie  par  le  calcul,  maïs  enco 
pour  faire  quelques  remarques  importantes  dans  l'application  de  iafoi 
Hiufe  radicale  à  la  recherche  des  nombres  entiers  qu'elle  représent 
Ainsi ,  Ton  a  vu  qu'il  ne  suffît  pas  de  donner  aux  radicaux  de  cet 
iormuie  les  signes  convenables  qui  doivent  aller  ensemble  pour  ^u'e 
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exprime  les  diverses  racines  de  l'unité  ;  mais  qu'il  faut  encore ,  lors- 
qu'on passe  à  1  évaluation  en  nombres  ,  conjuguer  aussi  les  valeurs 
qu  on  adopte  pour  les  radicaux  ,  de  manière  à  ne  pas  se  contredire  : 
comme  si,  par  exemple,  dans  le  premier  cas  de  /?=:  43  ,  apr.ès  avoir 
pris  pour  V — 7  fa  valeur  H-  6,  on  allait  mettre  ensemble  les  valeurs 

—  2  et  21   des  deux  radicaux  cubes  y — 8   et  ^16 ,  dont  te  produit 

—  4^   revient  à   i  ,  tandis  qu'il  doit  revenir  à  •+($,  valeur  adoptée 
pour  V — 7  dans  la  formule  proposée. 

On  a  vu  aussi  dans  le  second  exemple,  commentées  racines,  étant 
réelles  et  entières,  se  présentent  néanmoins  sous  la  forme  d'irration-* 
nelles  ;  de  sorte  qu'il  y  a  ici  une  espèce  de  cas  irréductible  tout-à-fait 
analogue  à  celui  qu'on  rencontre  dans  la  résolution  des  équations 
algébriques.  Ce  cas  irréductible  est  inévita|)te  par  là  nature  des  choses; 
car  si,  par  exemple,  dans  le  cas  de  pzzzip  {ou  de  p  égal  à  tout  autre 
nombre  premier,  tel  que  p  —  i  ne  spit  point  divisible  par  3),  il  était 

possible  que  la  double  expression  7 dt  -f  y  2 1 ,  qui  est  sous 

ie  radical  cube ,  fût  réellement  réductible  à  deux  cubes  entiers  e^  et  ^'^  ; 
alors  on  aurait  pour  une  des  racines  de  x^^-^i  zzzMp,  une  expression 
de  la  forme  :  ^  . 


I  %        ^       ' 


A  désignant  un  certain  nombre  entier  :  on  aurait  aussï,  pour  une 
autre  racine 


X 


.(-■Y-^.-HiC'V-')--^ 


d'où  il  faudrait  conclure  que  (e  —  ^V  V^ — 3  serait  rationnefle,  et 

qu'ainsi  le  radical  / — 3  ,  et  partant  la  formule    ~  ^  ^     ~  ^  ^  qui 

marque  une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité ,  serait  aussi 
rationnelle  relativement  à  p.  Mais  cette  racine  ne  peut  répondre  à  un- 
entier  ;  car  il  est  aisé  de  voir  que  /?— •  i  serait  alors  divisible  par  j^ 
ce  qui  est  contre  rhypothèse^^ 
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Et  réciproquement  y  on  voit  que  si  p  est  tel,  que  ;^— i  soit  divisible 
par  3  ,  alors  la  quantité  7  — —  dz  x  V^  2 1  sera  exactement  rc- 

duçtible  à  un  cube. 

Car  si  la  racine  cube  de  cette  expression  ne  pouvait  revenir  qu'à 
lirrationnelie  a  zïz  b  ^  k  ^  k  étant  un  non -résidu  de  carré  f  alors  la 
formule 


n^  pourrait  donner  qu'une  seule  racine  entière  pour  l'équatioa 


x' 


Mp, 


tandis  qu'elle  doit  en  donner  trois  par  l'hypothèse  de  /r-*— i  divisible 
par  7.  En  effet ,  les  deux  autres  racines  seraient  : 

x'=z  A^^^g^y  (a-\-hVk)'  ^-^.uy  (a  —  bVk)\ 


•  ec  /S;  étant  les  cieux  racines  cubiques  imaginaires-  de  Tunité  ;  et  ces 
deux  racines  ce  et  /3  répondraient  nécessairement  à  des  entiers,  piiîs- 
qu  on  suppose  p  —  i  divisible  par  3  •  Mais  ces  entiers  étant  difFérens , 
les  irrationnelles  hVk  ne  se  détruiraient  point  dans  ces  formules; 
de  sorte  que  x  et  x  seraient  nécessairement  irrationnelles ,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse. 

24-  Au  reste,  tout  ce  que  Je  viens  de  dire  dans  les  deux  exemples 
précédens ,  est  une  suite  naturelle  de  la  démonstration  générale  par  la- 
quelle j'ai  fait  voir  la  composition  semblable  de  la  formule  qui  exprime 
les'racines^  de  f équation  binôme  x*  —  r  tu:  o ,  et  de  celle  quf  repré- 
senterait actuellement  les  solutions  entières  de  l'éqimtion  indéterminée 
^jr'— -  xzziMp.  J'aif  voulu  suivre  et  vérifier  tous  ces  détails  sur  la  for- 
mufiç. de^  racines  septièmes  de  l'unité;  mais  si  Ton  voulait  s*en  rendre 
compte  à  priori ,  et  de  la  manière  la  plus  lumineuse ,  il  n'y  aurait  rien 


\   , 
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de  mieux  à  faire  que  d'appliquer  à  cet  «xemple  même  de 

x'f  —    I   =:  Mp , 

la  méthode  générale  que  nous  avonf  exposée  au  commencement  i  et 
où  .l'on  voit  la  formule  composée  avec  les  racines  mêmes  qu  elle  doit 
identiquement  représenter  Tune  après  Fautre, 

25*  Ainsi,  r  étant  une  quelconque  des  racines,  autres  que  Tunîté, 
qui  résolvent  l'équation  x"^ —  i  znMp ,  toutes  les  autres  seront  mar-* 
quées  par  r*,  r>,  r*,  r^,  r^  :  ou  bien,  si  on  les  range  dans  l'ordre 
où  chacune  d'elles  est  le  cube  de  celle  qui  la  précède ,  elles  seront  re- 
présentées par  r,  r^t  r*,  r^,  r*,  rK 

Considérez  les  trois  racines  prises  dans  cette  suite  en  allant  de  deux 
en  deux,  savoir,  r>  r^ ,  r*,  et  les  trois  autres  racines  assemblées  de 
même»  r'^  r*,  r^;  et  soient 

r*  ^r^  z=z  X     et     r^  ^r""  -\-r^  =  X' \ 


en  prenant  les  deux  fonctions  linéaires , 

X  ^  X'     et     X^X\ 


^vous  pourrez  mettre  les  deux  nombres  X  et  X'  sous  la  forme  î 


X  -^  X'  ^  V  c  X  —  X'  ) 


2 

X'  —■■/  c  X  -i  X'  ) 


X  .  .  •    -  ■  .    ♦  -. 

t 


Actuellement ,  considérez  les  trois  fonctions  linéaires  v 

»  -     -        I  •  J  J 

r*     •+  ir*  \  ;;=s  A'^ 


vous  aurez  identiquement  ; 
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3  3 

c  est-4-dire,  que  le  nombre  r  sera  mis  sous  la  forme  identique  : 

r—  ^  -^-  -  H  _  _. 

Cette  formule^  en  donnant  aux  radicaux  cubiques  les  signes  conve^ 
nabies,  présentera  indifféremment  ies  trois  racines  r,  r*,  r*;  car  il 
est  évident  qu'on  aura  : 


3  3 

.4»  /2   »//'    ,    /3_»   ,     /5*^4 


♦  __„  ^H-r'~t-r*         ce  y(^r-t- et  r^  H- et  r*/         /3  y/r-i-/3r*>4-/8VV» 

"~         3  3  3 

On  trouverait  de  même  pour  les  trois  autres  racines  r',  r*,  r^  : 


3 

**  y/>*H-  «''■*H 

hctV/ 

3 

*  y^r*-f.et  r*-t 

-CtV/ 

"~  3 


^__  r^-^r^^i     ^  ot*y/>>H-ctr*-+-etV/    ^  /3*  y^r» -+- /3r"-K- /3 V/ 
'^  "^  3 


'  ~"  3  "*"  3  "^     .  3 

Et  ces  six  équations  ne  sont  autre  chose  que  des  identités. 
Imaginez  maintenant  qu'on  développe  les  cubes 

(r  -*-  itr*  -4-  (t*r*;s    &c.  ; 


et,  que  dans  lés  déveioppemens ,  on  fasse  par-tout  r^  rr  i  au  lieu     cfe 
I  H-  Mp  ;  et 
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r  H-  r*  •+-  r*  =  A'     et     r^   H-  r^   -f-  r^   =  X'  : 


t?t  puis  ,  qu'on  fasse  X  -\-  X'  -=:  —  i  au  lieu  de  —  i  -+-  Mp , 
et  par  conséquent  (X  —  X' )' -=: — 7  au  lieu  de  —  i  -i-Mp;  et 
la  formule  gc^nérale  qui  exprimait  un  quelconque  des  nombres  r, 
deviendra  : 


c'est-à-dire,  l'expression  exacte  de  Tune  quelconque  des  racines  septièmes 
imaginaires  de  lunité.  Ainsi  cette  formule,  en  y  rétablissant  sous  les 
'divers  radicaux  les  multiples  de  p  qu'on  y  a  supprimés,  doit  revenir  à 
l'expression  des  nombre^^  entiers  r  qui  résolvent  l'équation  indéterminée 
^^  W'  I  ^=Mp  ,  comme  nous  l'avons  démontré  d'une  manière  géné- 
rale au  commencement  de  ce  Mémoire. 

26.   Si  donc  l'équation  a  toutes  ses  racines  entières,  ce  qui  a  lieu 

lorsque/?  —  !  est  divisible  par  7,  la  première  partie  ~ doit 

revenir  à  la  somme  dts  trois  nombres  entiers 

*     — U.    r4  nii        r  '     —A—    r* 


r""  '-f-'  f^ ,     ou     r^  -+-  r^  -^-  r' \ 


tt  par  conséquent  le  nombre  —  7  qui  est  sous  le  radical  carré ,  doit 
toujours  être  un  résidu  de  carré  relativement  à  p. 

Ensuite,  la  partie  7 ^^^^^db^V^^i   doit  revenir  au  cube  de 

l'expression 


oLr*  -+-  4t*  r*,     ou     r  ^-  cp* /*  -H  «tr*, 
c'est- à -dire ,  au  cube  de 


r^  -^  r^        ,        r*  —  r* 


expression  rationnelle  et  réductible  à  un  entier,  si  ^  —  i  est  divisible 
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par  3  ;  car  le  radical  V — 3   pourra  se  réduire  alors  à  un  entier  relati- 
vement à  p. 

Dans  le  cas  contraire,  elle  sera  irrationnelle;  car  — 3  ne  sera  point 
un  résidu  de  carré  exact  par  rapport  au  nombre  p. 


La  racine  cube  de  7 


/-  7 


•f  l/  2  I    pourra    donc  toujours 


être  ramenée  à  la  forme  ^  dt  ^  ]/  —  3  ,  en  faisant  : 


a 


2,r  —  r*  —  r* 


et      h 


r»  —  r* 


Le  nombre  a  aura  toujours  trois  valeurs  différentes,  qu'on  trouvera  en 
changeant  les  racines  r,  r*,  r*,  les  unes  dans  les  autres;  de  sone 
qu'on  aura  : 


a 


2r  —  r*  —  r^ 


2  r*  —  r*  —  r  2  r*  —  r  —  r*     A 

,    OU   : ,    OU   ; -r 


et  le  nombre  b  aura  les  trois  valeurs  correspondantes  : 


r»  —  r* 


r*  —  r  r  --^  r 

OU    ,     ou     :; — 


•  -  7 


4"  y^  2 1    aura  trois 


Pareillement,  la  racine  cube  de  7 
valeurs  différentes  de  la  forme  û'  dt  b'  V — 3  t  en  faisant  :  * 


a 


2r5 — r^  —  r^  ir^^^r^ — r'  2r5  —  r'  —  r* 

,    OU    ,     ou    


b' 


r*    —    rJ 


OU 


rî    —   rî 


OU 


rJ    —    r 


ce  qui  revient,   comme  on  voit,  à  changer,  dans  les  expressions  pré- 
cédentes, les  trois  racines  r,  r*,  r*  dans  les  trois  autres  racines  con- 


juguées r^,  r^,  ri 


irj.  Ainsi,  nous  avons  trouvé  que,  relativement  à  pz=z4}  »  les  six 

X7    — —     I 

— — =  M.  4)  f  sont  : 


racines  de 
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r,     r*,     r*;       r^      rS     ^^» 

2,      4»       I^î       — 8,        21,      II, 

on  aurait  donc  dans  ce  cas,  pour  le  premier  radical  cube,  la  valeur 

a±ihV—-^  = rtr .  /—  3  ; 

ce  qui  donnerait  : 


• 

— 

7 

2 

• 

— 

7 

2 

• 

— 

7 

<^^y{7--^^^±^V-^)=^-^^9V 


On  trouverait  de  même  les  trois  valeurs  du  radical  cube 

en  employant  de  la  même  manière  les  trois  nombres  r^  r*,  r^. 

Ici  le  nombre  — 3  est  un  carré  dont  la  racine  est  ziz  13  ;  les  valeurs 

<ies  radicaux  cubes  prccédens  sont  donc  :  — 4  ^^  — 20,  — 5   et  p, 

19  et   II,   comme  nous  l'avons  trouvé  précédemment  ;  et  les  valeurs 

^uî   doivent  aller   ensemble  dans  la  formule   se   trouvent  ici   toutes 

a,ccouplées,  comme  cela  résulte  nécessairement  de  notre  analyse, 

28.  Pour  le  nombre  premier  /?  =  2p,  on  a  les  racines 

r,       r*,      r*;      r\    r^,       r^,     respectivement  égales  à 
-^4»  — 13>  — 5;  — ^f    7»  — 9»     ^^  aura  donc  : 

Bbb  2 
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On  trouverait   de  même  les  trois  valeurs  de 


€n  employant  les  racines  r^  r^,  r^,  au  lieu  des  racines  t ,  r*,  r*. 
Mais  ici  —  j  n'est  point  un  carré  relativement  k  pxiz  2^  ^  et  ces  ra- 
dicaux cubes  demeurent  irrationnels  :  ce  qui  s  accorde  entièrement 
avec  ce  que  nous  avons  trouvé  d'une  autre  manière,  et  nous  ramène 
exactement  aux  mêmes  valeurs  déjà  obtenues  pour  ces  radicaux.  Et  en 
effet,  5  zt:4V — 3  équivaut  à  5  qp  1 1  /2  ;  de  même ,  6  ±  1 4*^ — 3 
équivaut  k  6±  51^2,   &c.  &c. ,   et  ainsi  des  autres. 

29.  Ainsi  Ton  revoit  par  l'analyse  la  plus  claire,  les  différens  théo- 
rèmes que  nous  avions  déjk  reconnus  sur  cet  exemple  des  racines 
septièmes   de  l'unité.  Les  irrationnelles  ne  viennent   dans  la  formule 

que  par  les  racines  cubiques    ""'  ~  ;  de  sorte  que  ,  si  ces  racines 

répondent  à  des  entiers  relativement  k  p,  la  formule  n'offre  par-tout 
que  des  puissances  exactes  sous  les  radicaux  qu'elle  renferme.  On  peut 

donc  dire  que  la  quadruple  expression  7  dt it  ~  K  2 1    répond 

toujours  à  un  résidu  cubique  entier  relativement  à  tout  nombre  pre- 
mier p  de  la  forme  7  ;w  H-  i ,  lorsque  m  est  divisible  par  ^  ;  et  que, 
si  m  nest  pas  divisible  par  3  ,  cette  expression  ne  peut  jamais  être 
un  résidu  cubique.  Et  Jon  peut  trouver  une  foule  de  théorèmes  sem- 
blables sur  les  résidus  de  degrés  supérieurs,  par  la  considération  des  ra- 
cines supérieures  de  l'unité.  Les  résidus  carrés  sont  les  seuls  dont  la 
théorie  soii  connue  des  géomètres,  et  Ton  n a  encore  aucun  théorème 
sur  les  résidus  d'un  ordre  plus  élevé.  II  me  semble  que  notre  analyse 
ouvre  un  nouveau  champ  à  ces  découvertes. 

30.  Mais  il  n'est  pas  inutile  de  faire  encore  quelques  remarques  sur 
la  formule  identique 


A    LA    THiO..IE    DES    NOMBRES,  381 

~~  3  "*"  3  3 

que  je  représenterai,  pour  abréger,  par 


3         3  3 

Vous  voyez  que  les  trois  nombres  r ,  r*,  r^  sont  donnés  Tun  après 
l'autre,  par  l'emploi  des  trois  signes  des  radicaux  cubiques,  en  les 
combinant  de  cette  manière  : 

y  A  avec  y  A\ 
CL  y  A  avec  fi  y  A' , 
fi  y  A     avec     eu  yA\ 

Or,  il  est  clair  que  ces  trois  racines  r,  r*,  r^  seraient  également  don- 
nées en  ne  faisant  usage  que  d'un  seul  signe  pour  chaque  radical ,  mais 
en  changeant  sous  ces  radicaux  la  place  des  racines  ,  sans  troubler 
l'ordre  qui  règne  entre  elles.  La  somme  L  ne  varie  point  par  ces  chan- 
gemens  :  les  cubes  A  et  A'  ne  varient  pas  non  plus  ;  mais  leurs  ra- 
cines cubiques  prennent  leurs  trois  valeurs  différentes.  Ainsi  la  per- 
mutation des  racines  sous  le  radical  équivaut  au  changement  du  signe 
de  ce  radical.  , 

Si,  au  lieu  de  faire  entre  les  racines  ces  permutations  simultanées, 
on  changeait  la  racine V  qu'on  emploie,  en  une  autre,  comme  r*  par 
exemple  ,  alors  la  somme  L  deviendrait  L,  i=  r*  -H  r*  -4-  r*  ;  A  et 
A'  deviendraient 

A,  =(^r'  ^-ctr^H^  jSrV^     A\  =  (^r*  ^  )8  r*  ^^  <t  r»/ ; 


L,  -f-  y  A  -f-  y  A\ 

et  la  formule  — '• '■ ^ ^  ,  au  lieu  de  donner  identique- 

3 
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ment  la  racine  r ,  nous  donnerait  identiquement  la  racine  r* ,  en  con- 
servant les  mêmes  signes  radicaux  qu'auparavant. 

Et  de  même  si,  au  lieu  de  r,  vous  employiez  r*,  vous  auriez  de 
nouvelles  expressions  L^,    A^^  A\  ;  et  la  formule 


3 

vous  donnerait  identiquement  la  racine  r*,  en  conservant  toujours  les 
mêmes  signes  aux  radicaux. 

Mais  il  est  clair  que  les  fonctions  L, ,  A,^  A\  et  les  fonctions 
L^^  A^^  A\y  reviendraient  respectivement  aux  premières  L,  A,  A, 
en  y  rabaissant  les  puissances  de  r  au-dessous  de  r'^,  par  la  suppo- 
sition r^rzr  i  ,  c'est-à-dire,  par  la  suppression  de  certains  multiples 
de  p.  Donc,  par  l'addition  de  certains  multiples  de  f  aux  quantités 
L,  A  ^i  A\  vous  les  ferez  devenir  respectivement  L, ,  A^  et  A\  ou 
L^f  A^,  A\.  Donc,  si  vous  voulez  toujours  employer  dans  la  for^ 
mule  des  racii>es  de  l'unité ,  un  même  signe  unique  pour  chaque  ra- 
dical ,  et  parvenir  pourtant  aux  différens  nombres  que  cette  formule 
peut  également  représenter  ,  il  suffira  d'ajouter  à  la  quantité  qui  est 
sous  ce  ra  tîcal  les  différens  multiples  de  p  qui  sont  également  propres 
à  la  rendre  une  puissance  exacte.  Pour  les  nombres  affectés  du  radical 
cûrre\  il  y  aura  deux  différens  multiples  de  p  qui  les  rendront  des  carrés 
exacts  ;  et  il  n'y  en  aura  que  deux  qui  puissent  donner  des  carrés  dif- 
férens relativement  à  p.  Pour  les  quantités  soumises  au  radical  cubique, 
il  y  aura  trois  différens  multiples  ;  et  il  n'y  en*  aura  que  trois  qui  ré- 
pondent  à  des  cubes  différens.  Et  ce  qu'on  vient  de  dire  doit  s'étendre  à 
toutes  les  expressions  radicales  que  l'on  pourrait  considérer. 

31.  La  formule  algébrique  des  racines  d'une  équation,  nous  est 
donnée  d'une  manière  tout-à-lait  déterminée,  et  non  pas  comme  une 
expression  identique  composée  des  différentes  racines  x,  x,  x",  &c. 
lesquelles  sont  supposées  inconnues.  Ainsi  nous  ne  pouvons  point  y 
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permuter  actuellement  les  racines,  afin  d'amener  cette  formule  à  don- 
ner successivement  chaque  racine  par  les  mêmes  signes  d'opération. 
Donc,  pour  que  la  formule  représente  actuellement  telle  racine  qu'on 
voudra,  il  est  nécessaire  qite  les  signes  radicaux  y  aient  un  sens  équî* 
voque;  c'est-à-dire,  qu'ils  répondent  indifféremment  à  plusieurs  résul- 
tats qu'on  puisse  adopter  à  volonté.  D'où  Ton  voit  que  la  théorie  des 
signes,  en  algèbre,  a  ses  principes  fondamentaux  dans  la  théorie  de 
Tordre  €t  des  permutations  ;  et  c'est  ce  que  nous  développerons  ailleurs 
avec  plus  d'étendue. 

32.  J'ajouterai  encore,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  théorie 
précédente,  qu'au  lieu  de  l'expression  identique 

~  3  3  3  ' 

qui  répond  à  la  racine  de  x'^  —  i  :  x — i  =  o ,  et  qui  conduit  à  la  for- 
mule la  plus  simple  qu'on  puisse  obtenir,  on  pourrait  en  iowsidérer 
^ne  autre  qui  répond  encore  a^ix  mêmes  radfies  ,  mais  q-ui  contient 
des  radicaux  sixièmes.  On  trouverait  également  ^  mais  par  des  opéra- 
tions plus  longues,  les  mêmes  résultats  que  nous  avons  obtenus.  Et  en 
effet,  je  trouve  que  cette  autre  expression  générale  de  la  radne  r,  étant 
ramenée  à  une  identité  entre  toutes  les  racines  r,  r*,  r^  r^  &c.  , 
reviendrait  à  celle-ci  : 


r-H  r '  -4-  r*  ^  r*  -f-  r*  -H  /•  Vfr — r'-f-  r*— •  r*-+-  ;*—  r'J 


y^r-i-ûtr'H-cLV^-Hr^-HcLrVdVV'        yfr'^$r'-^(iV^/-^^r^'^(i'r'J^ 


1     c  \ê 


yfr-ctr'^<t'r'-r'^ctr^^fLr'J^        ^Ir-fir^Wr^-r-^dr^-^'r^) 


Or,  il  est  facile  de  voir  qu'elle  coïncide  entièrement  avec  la  première. 
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Car,  si  l'on  désigne,  pour  abréger,  les  trois  termes  de  la  première  par 

L  l/A  l/A' 


3  3  3 

et  les  six  termes  de  la  seconde ,  par 

M         V  N         yp         \/P'         ^Q         ^Q' 


li  est  clair  que  —  coïncide  avec 


3  6 


le  radical  cube  ,      avec     y—^ ;     et  euhn 

3  ^ 

le  radical  cube  ,     avec    , 

3  ^ 

m 

Ainsi  ces  formules  différentes  de  la  racine  7."*  de  funîté,  revien- 
nent dans  le  fond  à  la  même  formule  ,  comme  cela  doit  être,  et  dans 
ce  cas,  et  en  général,  pour  les  équations  de  tous  les  degrés. 


IV. 

Application  à  la  Recherche  des  Racines  primitives. 

33*  Reprenons  maintenant  l'équation  générale  x* —  i  :=iMp^  et 
considérons  le  cas  où  Texposant  n,  diviseur  de  />  —  i ,  est  le  nombre 
^— I  lui-même.  Nous  aurons  donc  Téquation  jr^"*  — i  -zizAfp,  qoi 
est  celle  du  fameux  théorème  de  Fermât ,  et  qui  a  pour  racines  les 
p  —  I  nombres  différens  inférieurs  à  p , 

I  .     ^  »     3  »    4  .     5  >     &c.  ,     p —  r. 

On  a  vu  que  tous  ces  nombres  sont  analytiquement  représentés  par  les 

p  —  i 


•    J 
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p — I  racines  de  Téquation  bîiiome  x^"'— 1=0;  cest-à-dîre,  par  les 
racines  p — i."^"  de  i'unhé.  Or,  parmi  ces  racines,  il  y  en  a  quelques- 
unes  (B  qui  appartiennent  uniquement  à  la  proposée  x^"'  ' —  i  nz  o  , 
c'est-à-dire ,  qui  ne  r<?soivent  pas  en  même  temps  d'autres  équations 
binômes  de  degrés  inférieurs ,  ou ,  si  Ton  veut ,  dont  aucune  puissance 
ne  peut  donner  l'unité  avant  la  puissance  p — i."**  Chacune  de  ces 
racines  imaginaires  est  donc  propre  à  fournir ,  par  ses  puissances  sue- 
sessives ,   la  suite  complète  de  toutes  les  racines  ;  et  ii  est  clair  qu'il 

y  a  autant  de  ces  racines  a,  qu'il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers 

.  ... 

^p — I.  Ainsi,  cette  imaginaire  a  doit  répondre  à  un  nombre  entier  e 
dont  aucune  puissance,  divisée  par  p ,  ne  puisse  ramener  l'unité  pour 
Tt^Xe^  avant  la  puissance  p — 1.^^\  et  qui,  par  conséquent,  fournisse, 
par  ses  puissances  successives,   e,   ^*,    ^\    ^*>    (&c.  ,  r^""' ,  la  suite 
complète  des  /? — i    résidus  difFérçns   i,   a,   3,   4»    5i   &c. ,  p — i. 
C'est  ce  nombre  e  qu'on  appelle  une  racine  primitive  du  nombre  premier  p  : 
îl  conviendrait  mieux  de  l'appeler  racine  primitive  de  l'équation  binôme 
^^"'  —  I  =:  Mp  :  car  toute  équation  x"  —  i  =  Mp ,  où  n  est  un 
diviseur  de  /?  —  i ,  a  aussi  ses  racines  primitives ,  qui  jouissent  de  pro- 
priétés semblables,  et  qui  sont  de  même  représentées,  suivant  notre 
théorie,  par  \^s  racines  primitives  îniaginaires  de  l'équation  x" — 1=0. 
Ainsi  la  dénomination  ordinaire  n'est  relative  qu'au  cas  particulier  de 
^  =  /> — I  ,  tandis  qu'elle  devrait  s'étendre  à  tous  les  cas  de  //  diviseur 
<le  /i —  I.  Au  reste,  comme  l'équation  a./'""'  —  i  zziMp  renferme 
toutes  les  équations  semblables,  x^ —  i  zzzMp,  où  //  est  une  aliquote 
de  p  —  I ,  fexpression  des  racines  primitives  de  cette  équation  conduit 
naturellement  à  celle  de  toutes   les  autres  qui  se  rapporteraient  aux 
diviseurs  binômes  de  la  première.  Car ,  soit  e  la  rachie  primitive  d'un 
nombre  premier;?,  ou,  pour  mieux  dire,  la  racine  primitive  de  l'équa- 
tion x^"' — I  z=zMp  ;  il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  puissances  e^ 
€tVxpo$ans  k  inférieurs  et  premiers  à  /? —  i ,  seront  aussi  àt^  racines 
primitives. 

Ensuite,  toutes  les  puissances  e^  d*exposans  //  diviseurs  de  p-^  if 
XVI II.'  Cahier.  Ccc 
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seront  les  racines  primitives  de  Téquation  x  «  — i  =iliÇp ,  ou  ,  sîi  on 
veut,  elles  seront  des  puissances  n.""**  primitives  entre  toutes  les  puis- 
sances de  même  degré ,  lesquelles  sont  au  nombre  de  ^-^ —  »  comme 

cela  est  évident  par  la  proposée  (x^)  n  —  i  — :  Mp ,  qui ,  par 
rapport  à  x*/  est  du  degré  ^^-^ — . 

Ainsi  2  est  une  racine  primitive  du  nombre  13  ;  et  par  conséquent, 
^J,  77 1  2"  sont  les  trois  autres,  parce  que  5,  7  et  1 1  sontr  après  funîté, 
les  trois  nombres  Inférieurs  et  premiers  à  la.  Mais  2?  est  racine  pii- 

mitive  de  x  >  —  i  ou  ;if  —  i  zzzM^  13  ;  ou,  si  ion  veut,  2  eit 
un  cube  primitif  entre  les  quatre  cubes  diffèrens  des  douze  nombres 
I  »  ^»  3»  4f  &c,,  12.  De  même,  2*  serait  un  carré  primitif  entre 
les  six  carrés  différens  de  ces  nombres;  et  2^,  une  quatrième  puissance 
primitive  entre  les  trois  puissances  4*"^^^  de  ces  mêmes  nombres. 

34*  ^^îs  venons  à  la  recherche  des  racines  primitives  par  le  moyen 
de  nos  formules  générales ,  et  donnons  des  exemples. 

Soit  d abord  le  nombre  premier  pziz^.La,  racine  primitive  de  3  on 
de  X*  —  I  =:  if/ .  3  ,  est  exprimée  par  la  racine  primitive  de  Té^uation 

binôme  x*  —  i  =  o , 

laquelle  est  x=z —  i .  Or  —  i ,  relativement  à  3  ,  équivaut  à  —  i  +3 , 
ou  à  2 ,  qui  est  efièctivement  la  racine  primitive  de  3. 

Soit  /!==  5.  Là  racine  primitive  de  5  est  exprimée  par  la  racine  pri- 
mitive de  x^ —  1  =  0:  ainsi,  en  rejetant  le  facteur  :r* —  i ,  il  vient 
;(r*-H  I  ri=o,  qui  donne   x=:db|/ —  i   pour  Texpressîon  ambiguS 


de  la  racine  primitive  de  x^ —  1=10.  Or,  V  —  i  équivaut,  comme 
résidu,  à  y/( — i-^^J  f  à  V4 ,  à  i±:2 ,  ou,  si  Ton  veut /en  changeant 
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—2  en  — 2H-5  :^  3  ;   ]/ — I  équivaut  à  2  et  à  3 ,  qui  sont  effective- 
ment les  deux  racines  primitives  de  5. 

Soit  ^  ^  7.  Les  racines  primitives  setont  exprimées  par  les  racines 
imaginaires  primitives  de  y* — i=rs.  Rejetant  donc  le  facteur  binôme 
Jf'  —  I  ,  il  vient  y'  ~f-  I  nr  o ,  d'où ,  en  écartant  le  facteur  x-\-  i  , 
on   tire   .v*  —  ,v  H-  i  :^  o  ,   qui  renferme  les  deux  racines  cherchées. 

Cette  équation  résolue ,   donne  x  ^ :   or  —  3  équivaut 

à  ~hy  —  3,  à  4,  et  dt^  —  3,  à:±22;  on  a  donc  : 

I  X  =  ~      et     X  :^  -^  '    , 

et  ies  fractions  —  et  reviennent  sur-le-champ  à   5   et   3  relati- 
vement à  7.  Ainsi  3  et  5  sont  les  deux  racines  primitives  de  7.  '! 

35-   On  peut  encore  s'y  prendre  d'une  manière  plus  simple  dans  cet  ' 

exemple  et  dans  tous  les  autres.  Si  Ton  considère  une  racine  primitive  l 

de  a:* — 1^0,  et  une  racine  primitive  de  *'  —  1^:0,  ieur  produit  j 

sera  une  racine  primitive  de  x^  —  i  zn  o  :  or  l'équation  r*  —  1  2^0  1 

donne — i  pour  sa  racine  primitive;  jf '—^  i  =0  donne | 

pour  ses  deux  racines  primitives  ;   on  a  donc  ponr  l'expression  de  fa  il 

-,      .  I  d=  ^ 3  • 

Tacme  primitive  de  7,  ie  produit  de  —  r   par  — ■ ■  ,  ce  qui 

donne ,  comme  ci-dessus. 

2 

3  6.  Soit  pziz  11.  II  est  clair  que  la  racine  primitive  de  x  '  • —  i  r^  o 
est  exprimée  généralement  par 

-H  /  ;  H-  ■/  f —  to  -^  2  /  ;  ; 
4 
Or ,  V^^rr.-/ (^-^11)  =zV  16  =z  4  ,   d'oiî   2/5  =  8.  Actuellement , 

■[/(—•  10-^2  V^)  =  1/— 2  =  ■(/('— i-hi  i)  =:  i/p  =  3  ; 

Ccc   2 
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d'où  X  znz z=z  z.  Ainsi  2  est  une  racine  primitive  de  11.' 

On  trouverait  les  trois  autres  par  iambiguité  de  y^5  combinée  avec 
celle  du  radical  y^ { —  10  +  2/5  A 

Prenons  ce  dernier  radical  en  moins ,  et  nous  aurons  : 

M       mÊmmtm  ^  ■^  ^H^B«      ^^^^      «^iHa* M^i^Ma      Jl 


Prenons  le  radical  1^5  en  moins  dans  tes  deux  formules ,  et  Ton  aura  : 

V  —     '  — 4±/— 18    -~3=t:/4    —3±i    —'      .^      — ?    . 

4  4  44  4' 

et  ces  deux  fractions  ■""  ^    et  ~—  ,  relativement  à   1 1  ,  reviennent 

4  4 

aux  entiers  7  et  8. 

Ainsi  2,  6,  7,  8,  sont  les  quatre  racines  primitives  de  11 ,  comme 
on  peut  le  vérifier. 

Soit  /?  =  1 3  :  je  prends  les  deux  racines  primitives  — ; — 

de  x^ — 1=0,  et  les  deux  racines  primitives  dbl/ — i ,  de  x* — 1=0; 
et  j'ai  pour  la  racine  primitive  de  x^'* — i=o  ou  de  ^'* — 1  =  0, 

le  produit  dz  /•—  i  (  ~  '  "^^^  ~  ^  ).  II  ne  s'agit  plus  que  d'évaluer 

cette  expression  relativement  k  i^. 

Or  V —  I  =  |/^ —  I  -H  2.13^  =db5  ;  ensuite  le  radical 


donc  le  îTacteur   ~  '  ^^  ~  ^   revient  à  —  et  à  "^  ^   ou  à  p  et  3; 

2  z  2  ^  ^ 


donc  on  a  : 


5Mp     et     ;if=:z!::5X3 


Ce  qui  donne I  en  réduisant,  x=d::6  et  x=:it:i  ;*ou,  si  Ion  veut/ 
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x=z  6f  7,  2,   II  ,  qui  sont  effectivement  les  quatre  racines  primi- 
tives de  13. 

Soit  encore  /?=  17  ;  il  faut  d'abord  chercher  une  racine  primitive 
de  x'^  — 1=0,  où  l'exposant  16  est  une  puissance  du  nombre  pre- 
mier 2.  Considérez  donc  le  diviseur  binôme  de  ce  degré,  c'est-à-dire, 
l'équation  x*  —  i  m:  o  ;  vous  avez  d'abord  —  i  pour  sa  racine  primi- 
tive :  donc  zàzV — i  sont  les  deux  racines  primitives  de  x^—i  zzzo  ; 
donc  y^  ztzV  —  i  est  l'expression  des  quatre  racines  primitives  de 
x^  —  1=0,  et  enfin  -)/  i+r  -|/  {dz  V  —  i^  est  l'expression  des  huit 
racines  primitives  de  x'* — i=û|  et  par  conséquent  correspond  aux 
8  racines  primitives  de  17. 

Or,  —  1= —  i-Hi7=i(J;  donc  dbV —  i  r=:dt4;  donc 


|/  ^dz  /  —  i)  -=:  zk:.%     et     ±2  / —  i  ;    enfin 
or, 

« 

«t  l'on  a  pour  les  8  racines  primitives  de  1 7  ; 


^,     db  7,     ±12,     ±14. 
OU  plus  simplement  : 

—  O  ,     —  7  »     — 5  »     -^  3* 

Pour  pzrz  ip ,  on  aurait  x'^  —  1  =  0;  d'où ,  en  écartant  les  ra- 
cines qui  appartiennent  aux  équations  x' —  i  zz:  o  et  ;r' -f-  1=0; 
il  vient  l'équation  x^  —  x^H-i=o,  qui  renferme  les  racines  primi-^ 
tîves  de  jc'^  —  i  =  o,  et  qui  nous  donne  ainsi  :  j 


i/(T-H^^) 


pour  l'expression  générale  des  racines  primitives  de  15^; 
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ff 

Autrement  :  comme  on  a  18:^2. 5. 3,  considérez  l'équation 


X*  —  I  ==  o, 


'dont  la  racine  primitive  est  •—  i  ;  coBsidérez  ensuite  i'équatîon 


**  —  I  =r  o. 


dont  les  deux  racines  primitives  sont  ^         >;  et  vous  aurei^ 

1/ (  —  '  it:  y  —  3  \  p^yj.  jçg  racines  primitives  de  ;r^*^—  i  =  o. 
DoAG ,  en  multipliant  par  *~  i ,  vous  aurez  l'expression 


pour  les  racines  primitives  de  x***^*^-*  ï  =  o,  comme  on  fa  trouva 
ci -dessus. 

En  développant  ces  vafeurs,  on  a 

fL  et  aJ-  étant  les  deux  racinçs  cubiqt^s  ima^naires  de  lunité;  cest-à-. 
dire,  jJ^ 2-. 

Or,  1/ — 3,  relativement  à  19  ,  équivaut  à  /i^=:zt:4;  ci»  trou^ 
vera  donc  : 

*=y~7»  *'=7y-7.  ^"=iiy-  7. 

*  =  »/— II,     x'=:7^— II,     x'  —  'iiy— llî  * 


I   .  •    t 


or,  J/— 7=:  — 4  et  ^— ff  =:^9;=2. 
Ainsi  Ion  aura ,  en  réduisant  ces  valeuHs , 

jr  =  —  4  et  2  ,     x'=  -^  p  ei  — t  5  ,     A""  2=  —  (î  et  3 

pour  les  six  racines  priaidves  4e  x^ 
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37.  Considérons  encore  le  nombre  premier  p^4^'  ^'  l'équation 

**"  —  I  =:  o. 

Pour  avoir  les  racines  primitives  imaginaires  de  cette  équation,  on  peut 
d'abord  écarter  les  racines  qui  appartiennent  à  l'équation  *■"  —  1  =o,' 
et  l'on  a  l'équation  ,v  *°  -+-  i  =z  o  ;  d'où ,  en  rejetant  les  racines  de 
«■♦-+- i=:o  qui  appartieiment  au  diviseur  binôme  x*  — i:=o,  il 
vient  l'équation 

«■'•  —  .v"   H-  jf'  —  jc*  -t-    I    =0, 

qui  renferme  les  seize  racines  primitives  de  x*^  —  i  =z  0.  En  faisant 
**  '^^y  ,  on  a  ; 

yi    ^î    _|_  ^»    y    ^     1     =r    O, 

équation  périodique  qui  donne  : 


^ 


'±/i±//—  ra^^a^T^   . 


d'où  Ion  tire ,  à  cause  de  x*  =:y , 


Vi 


■±/î±l/|^—    '0±a/î/'' 


Le  radical  4"'*  se  réduisant  à  deux  radicaux  carrés,  on  voit  que 
cette  formule  ne  contient  que  des  radicaux  carrés.  Ainsi ,  en  formant 
une  table  des  carrés  des  nombres  zt  i  ,  zt  2  ,  ±3  jusqu'à  ±  20  ; 
et  de  leurs  moindres  résidus  à.  ^i ,  on  aura  sous  les  yeux  tous  les  élé- 
mens  nécessaires  pour  effectuer  sur-le-champ  les  opérations  indiquées, 
et  mettre  en  évidence  les  seize  nombres  entiers  x ,  qui  sont  les  racines 
primitives  de  4  '• 

Ainsi,  l'on  trouve  d'abord  que  v'5  vaut  ±  13  ,  et  Ton  a  : 


y=^  ■ 


d'où  l'on  lire  : 


l 
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y  =z  z^     et     25  ,     31     et     4  » 
et  il  ne  s'agit  plus  que  d'avoir  fes  racines  4«"'**»  ^^s  quatre  nombres 

Or ,  au  moyen  de  la  table ,  on  trouve  sur-le-champ  : 

!.•  y23=//z3;  /a3=d=  8,  /  8  =  zt  7,  /—  «  =  ±19; 
2.»  ^25=//aj;  /25=±  5,/  $=±13,/—  5=s=t:  <î; 
3>  </3i  =//3i  j  /31  ==±20,  /2o=db  ij  ,  /  —  2o=:±  la; 

«  • 

Les  i6  racines  primitives  de  4i  sont  donc  : 


±7,    ±19,    daCj    dtî3,    dri2,    dbij,    ±ii,    ±  ï7* 

•  •    -  • 

Les  quatre  racines  4'"*^*  de  l'unité  étant  -+•  i  ,  — •  i  ,  H-  y/  —  i  »^ 

— i/ — I  ,  donnent,  relativement  à  4^  »  les  nombres  i ,  — i ,  p,  — p  :  si 
donc  on  multipliait  une  seule  des  racines  4''^">  de  23 ,  comme  7 ,  par 
exemple,  par  les  quatre  nombres  successifs  i,  — i,  p,  — 9»  on  devrait 
retrouver  aussi  les  quatre  racines  4*"™**  de  23.  Or,  en  faisant  ces  pro- 
duits ,   on  a  : 


7'  — 7f  9*7*  — 9*7*  ^^  réduisant  j,  — 7,  — ip,  H-ipt 

comme  ci-dessus.  Eti'ôn  aurait  les  autres  de  la  même  manière. 

Si  Ion  prenait  encore  les  quatre  racines  primitives  de  x**  —  i  =0, 
qui  sont  inarquées  par  J/ — i  ou  v^\/-— i ,  et  puis  les  quatre  racines  prl- 

imitives  de  x  — izzio,  qui  sont a — '  *^ 

seize  produits  deux  à  deux  des  premières  par  ies  secondes  seraient  les 
seize  racines  primitives  de  x^\ — 1=0,  Or,  pour  VV — 1>  on  trouve 
ies  quatre  nombres    3,    —  3,    i4>,  —  i4î   et  pour  les  racines  de 

=  0,  les  quatre  nombres    18,,  16,    10,   37.  Multipliant  et 


X I 


réduisant,  il  vient  les  seize  racines  primitives  trouvées  plus  haut. 

38. 


i 


.^  |/as  davantage  ces  applications  partictilières , 
^-^  xc  lecteur  peut  varier  à  son  gré.  En  générai,  si  Ion  veut  avoir  les 
racines  primitives  imaginaires  de  l'équation  binôme  x^  —  i  =z  o ,  on 
décomposera  N  en  ses  facteurs  les  plus  simples,  de  manière  qu'on  ait  : 
N  =izn^ .  b^ .c^ .  ...  ;  û ,  h ,  c  ...  étant  des  facteurs  premiers  absolu- 
ment ;  on  prendra  les  racines  primitives  des  équations 


>  6^ 


x"     —    iizzo,      x''     —   i=zo,      &c.  ; 

i  '  ■  •  »     • 

et  sr  on  les  désigne  par  x'  pour  ia  première  équation,  par  x"  pour  la* 
seconde,  par  x'^'  pour  la  troisième,  &c. ,  tous  les  produits  x  .x" .x'" ^..' 
({Mon.  pourra  faire,  seront  des  racines  primitives  de  la  proposée»   \: 

Pour  avoir  les  racines  primitives  de  chaque  équation  particulière  ,' 

teik  que  x*^    -^  i  zz:  o ,  on  prendra  les  a —  i  racines  primitives  de* 
i  équation  x^ —  i  =:  o  ,  on  en  tirera  la  racine   ^7^""'."^*^;  ou,   ce  qui 
revient  au  même,  on  en  prendra  A — i  fois  de  suite  fa  racine  dû  dégié 

a,  et  Ton  aura  les  racines  primitives  de  x^  —  i  =  o.  Ces  racines 
seront  donc  au  nombre  de  a^"'  (a  —  i),  puisque  le  radical  du  degré 
a^"'  a  autant  <Ie  valeurs  -différentes  qu'il  y  a  d'unités  dans  ce  àt^é. 

Au  reste,  on  peut  voir  facilement,  d'une  autre  manière,  que  les  ra- 

dnes  primitives  de  x*  —  i  =  o    sont  au  nombre,  de  a^^'  (a—  i) 
'        '  '      .  'il' 

ou  a^  —  ^2^"'  ;  car  le  nombre  a  étant  premier,  a^  n'a  pas  au-dessous 

de  lui  de  plus  grand  diviseur  que  a^"* ,  et  par  conséquent  le  binôme 

X  4  • .  ■  A— -I 

x^  — I  n'a  pas,  aprjès  lui,  de  diviseur  binôme  plus  élevé  que  x"^  ,,— "ï>: 
et  ce  diviseur  contient  tous  les  facteurs  binômes  de  degrés  inférieurs 

qui  peuvent  diviser  la  proposée  x**  —  i  =  o  :  si  donc  on  rejette,  des 
x^  racines  de  cette  équation,  les  jtf ^"!  .racines  qui  lui  iont  comrtfuni^ 

vèc  Téiquation  x"^     '  -^  i  =zOi  Urestéta  tf*  — ^i^*"' ,'rtlcînes  unique^ 

ent  propres  à  l'équation  x*   —  i  =:  o  ,  et  qui  en  seront  ainsi  les  ra- 
ies primitives. 
J^y////  Cahier.  ^  '  Ddd        ' 
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Mais,  d'un  autre  côté,  suivant  notre  théorème  général,  les  racines 
de  cette  équation  sont  représentées  par  les  racines  de  x^  —  i  =  o  ; 
c est-à-dire,  par  les  racines  /7,™"  de  l'unité.  Donc  la  formule  générale 
des  racines  />."*"  de  l'unité,  étant  rapportée  au  module  particulier  p  p 
doit  devenir  entièrement  rationnelle,  et  même  délivrée  de  toute  équi- 
voque de  signes  radicaux,  afin  de  donner  toutes  ses  valeurs  égales 
entre  elles  et  à  l'unité. 


Cette  expression  est,  comme  on  sait,  de  la  forme  xz=l    _    H-  <Pf 

en  désignant  par  cp  toute  la  partie  qui  est  affectée  de  radicaux.   Or ,  la 

première  partie  rationnelle  — ^^^- —  ,  étant  rapportée  à  p ,  équivaut  à 

Tunité;  on  a  donc  x  •=.  i  -t-  (p;  et  par  conséquent ,  toute  la  partie  ra- 
dicale (p,  rapportée  k  p ,  doit  disparaître  d'elle-même,  afin  qu'il  ne  reste 
plus  aucun  radical ,  et  que  toutes  les^  valeurs  de  la  formule  se  réduisent 
à  la  même  valeur  xnr  i.  Mais  les  radicaux  de  <p,  que  nous  avons  dé- 

signés  précédemment  par  i/ô,  i/ô',  &c. ,  ne  peuvent  tous  disparaître» 
à  moins  que  les  expressions  fl,  ô',  &c.  ne  contiennent  le  nombre  p  par- 
tout facteur  dans  leurs  différens  termes. 

40.  On  a  donc  ce  théorème  nouveau  et  très-remarquabfe ,  que  j'ai 
avancé  dans  mon  dernier  Mémoire.  Si  Ton  considère  la  formule  géné- 
rale des  racines  imaginaires  de  l'unité,  d'un  degré  quelconque  premier 
p,  supérieur  à  z,,  on  trouvera  nécessairement  l'exposant  /i  de  ces  ra- 
cines par-tout  facteur  des  divers  nombres  qui  entrent  sous  les  radicaux 
de  cette  formule  :  de  manière  que  si  l'on  négligeait  par-tout  ce  Nombre 
/^^  en  le  comptant  comme  nul,  tous  ces  radicaux  disparaîtraient  d'eux- 
mêmes,  et  que  la  formule  se  réduirait  uniquement  à  la  partie  rationr 

nelle    -^^^^^^ ,  qui,  relativement  kp,  équivaut  à  l'unité* 

4 1 .  C'est  ce  que  vous  pouvez  reconnaître  dans  les  expressions  précé- 
dentes des  racines  3."^^^    5.*""  et  7.™"  de  l'unité. 

"  •         •  • 

Vdit  exemple ,  la  formule  des  racines  cubiques  imaginaires  de  ïnniiép 


•  .  I  .         s        t      * 


,J. 
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—  I  -4-  y  —  3       ^ 

est ,  ou  vous  voyez  que  1  exposant  3. entre  comme  tàcteur 

sous  le  radical;  de  sorte  que,  relativement  au  modiïte  3 ,  cette  formule 
se  réduit  à  ■~  '    ou  à  i unité. 

La  formule  de  la  racine  5."**  imaginaire  de  l'unité,  est 

ji  'i  ■  ■  .   .  . 

.  ^ h  ^ -^,-    •        -.  (  .  .         ■    ...-. 

où  vous  voyez  que  i  exposant  5  est  facteur  ^dès  divers  nombres  souhiîâ 
iux  radicaux.  Si  donc  vous  rapportez  cette  fôrtnule  aii  nombre  pren^îer 

5,  tous  Its  radicaux  dîsparaîssehti  et  il  ne  reétè^  ^ÏÏe  "~  '  ■  ,''quî,  relâ- 
tivement  a  5 ,  équivaut  à  i  ;  comme  cela  doit  être. 

Pour  les  racines  7.™"  imaginaires  de  l'unité,  nous  avons  trouvé  : 

OÙ  l'on  voit  le  nombre  7  faeteuï  de  tous  les  nombres  qui  sô^t  sous  let 
divers  radicaux.  Ainsi»  en  rapportant  cette  formulé  à  7 ,  on  a  :     /      k- 

•  -7  =  0,    y(7_ji^±4.^^i) 

Â  cause  de  2 1  =  3 . 7  ;  et  toute  là  formule  est  délivrée 'd'ambiguïté,  et 

<lonne  simplenient -^^^ — ,  qu^,  relativement  à  7,  vaut  l'unité.    .,  j|  _^ 

Et  l'on  peut  vérifier  le  même  théorè^pe  dai^s  l'expresslpa  deJ(a  r^ciçitf 
l  j  .™*,  1 3  .T,  1 7.""*,  &c.  de  l'unité ,  si.  l'on  $e  donne,  ta  peine  de  déve- 
Jopper  ces  racines.   On  y  trouvera  par-tou,t  comipe  jeteurs  ^ous  les 

^^adicaux ,  les.  exposans  respectifs  11,  13,  17,  &c.  de .  ces  racines  ima- 

4ginairës. 

42.  De  ces  mêmes  principes,  vous  pouvez  encore  tirer  une  consé- 
quence remarquable  sur   l'équation  qui  a  pour  racinçs  ^  les  différente» 

sommes  des  racines  imaginaires   de   l'équation   X  :=. — ;— —  :=  o  ^ 
lorsqu'on  les  distribue  en  pi usieurg  groupes  semblables.  j:.   < 


o  , 


}\..^  >'•  ;J 


*    <..'•- 


'îf;     :    •    ;  .      <l 
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Soit  ;r.~.i=Am;  etlesp—i  racines  imaginaires  de  la  proposée 
y{f ;;^  o ,  pourront  se  di^ribuer  en  A  groupes  composés  de  m  racines 


r,    r',    r**,    r'\     r-       ; 


ri  .     ■  -  I 

a  étant  une  racine  primitive  de  x^ —  i  =  Afp.  Si,  dans  ce  groupe  de 
racines  ainsi  conjuguées,  vous  changez  une  racine  en  une  autre  quel- 
CQncjue  du  même  groupe,  toutes  les  racines  restent  les  mêmes  et  gar- 
dent entre  elles  le  même  ordre  ;  ce  qui  ^t  évident.  Mais  si  vou^  changea 
la  racine  désignée  pv  r  ^n  une  autre  r^  qui  ne  fait  point  partie  du 
groupe,  toutes  les  racines  changent  à -la -fois,  et  le  groupe  tout  en- 
tier se  change  dans  le  groupe  semblable: 


c  -      ^ 


et  aiofti  dea  autires*  Soit  donc  u  ia  somme  de^  /^racines  de  iune  de 
ces  A  groupes;  et  fou  aura  u  par  une  équation  du  degré  A,  et  qui 
sera  de  la  formç  : 


- ..' 


^s;5.<<^^y4iitA-"  *4-  ^,»*-*  -ft  C^^-^  -*-  &ç.  -¥  7^=?  o  j 


et  il  est  facile  de  voir  qiie  les  fonctions  iifvariabies  A ,  B ,  C,  &e. 

«        *  * 

dès  racffies  1/-,  seront  des  fottctions  invariables  des  racines  r  de  la  pro- 
pbsée,  et  tnêfile  se  ri^dUiront  à  des  nombres  entiers;  Or,  sans  connaître 
les  çoeffiçiens  Vi^  \B\  Ç ,  &c.  T,  je  dis  quils  équivalent  aux  résidus 
des  coefficiens  du  binonie  développé  fu^-^mj^;  c'est-à-dire,  du 
polynôme  : 


a* 


À  m  u^":  w^/;*^  \  „*  -,  «*-»  _  Scc.  d=  tii"  ; 


.  » 


et  qu'ainsi  on  a,  aux  mMJ^ipl?^  près. de /'^  Jes  équations  remarquables  : 
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A  ,'B,  C.  &c.   de  I  équation   U  =z  o  \   en   ne  considérant  que  leurs 
valeurs  résidues  relativement  à  /?=:  A ///-+-  i. 

43-  Soit,  par  exemple,  Aizzz,  et  par  conséquent  pz=zim-i-i; 
on  aura,  pour  les  deux  sominçs  «  et  i/'  des  m  i:acînes  conjuguées  de 
Téquation  x^ — i  :  x  —  i  =zX  =z  o  ,  T2quation  du  second  degré 

tt*  •+•  Au  -4-5  =  0. 


Or^  fl-r-M  ^levé^au  carré  jdonne  a*-— 2 /«.i^ -+-./« l.^AînsrL:ron  doit 
avoir  Aziz — zm,  ou  en  ajoutant  /7^  /4=i.  Ensuite  on  aura  Bzzm* , 

cni?^én^^j)rèttaht  le  résMtr-de  m*  par  rapport  k  [n  B  =,  ■  ^    \  si  m  est 
pwr,;  -^  ,;==::!: — — rr-?  ^\  ^^  ?st  impair.   En  efièt ,  en  divisant  w*  par 


m  f      •  -^^  yn 


piroii^r-friron' a  le  quotient  r—f., et  le  reste  -^,  tous  deux  entiers. 


X  • 


SI /7I  est  pair.  i^jfn  ..  'i  >     ^^      - 

Si  m  est  impair ,  ,  ~  .  équivaut  à  l'entier  — — r— ,  comme  il  est 
très-facile  de  le  voir  :  ou  autrement,  si  m  est  impair,  m*  peut  être  changé 
en  /rf»-f-i^I^t  ,''fet  divisant  par  imVf  ;  il  Vî^ht  le" quôiîèrit   ^  "^  ' 

et  le  reste •,  tous  deux  entiers. 


Aîttii yiîâhs  lé  cas  de 7?  ==  2w-f- 1 ,  on  a  pour  Téquatîon  du  second 
degré  «*  -H  Au  -^  B  :=z  o  ^  les  équations  suivantes  : 


•      • 


oj   ;    ^-+1'  »  -^  — -*•  32:  a  i»    ou  ^^*  H^  »  4-  >  ■    "■    rzz  o , 


,  ^      fi.  > 


îl'-î;"/   '  «  îfJ         ;.       ■;     .  .  .'i  . 


selon  qu^  m  est  pair  ou  -impair. 


1 1 


î 


On  a  donc  :  u  'ziz  -^ ~    '  ■  ■    ou  tf  ^^z:  — ■      ^  ,  selon  que 


J  ■  -^  -       -^-       V, 


/?  est  de  fa  forme  4^  "+"  *   ou  de  la  forme  4^ —  ï  î  ce  qui  s'accorde 
parfaitement,  avec  le  théorème  donné  par  M.  Gauss. 

44-   Si  A=:  3  ,  et  ^ar  conséquent  si  /?  =  3/w-+- 1  ,  on  a  pour  Té^ua- 
tipn  C/=;:^^-f-  Au"  z^^  Bu--^  Çzz:  o .,  Içs  valeurs.  3uiv«ûtes  ;^  .*..;:  - 
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I,     B  =  — —- 


a  3 


— peut  se  changer  généralement  dans  l'entier  négatif  —  m  ;  car 

en  doublant ,    on   a   //i  -+•  i  ,   qui  équivaut  à  —  z  m  relativement  à 
/>  =  j/'^-h  I.  Ainsi  l'on  a  :  Bz=i — m.  Ensuite,  comme  2WH-i  équi- 


vaut à  — m,  le  coefficient .   pourra  se  changer  en 

,  ou  plutôt,  en ^-- ,  en  otant  au  numérateur  un  certam 

multiple  de  p  qui  rende  possible  la  division  par  3.  Ainsi  le  coefficient  C 

sera  égal  à  un  entier  de  la  forme  ,  où  l'indéterminée  i  dépend 

de  la  nature  du  nombre  m. 


Si  p  z=2   19=  3.64-1,  onam  =  ($,     et 

m*  —  ip     _^      6»  —  3.19     ^__^ 

81^=1:31   z=z  3.IOH-I,   onawznio,  et 

m*  —  ip     10*  —  4-3"      

""  3  3  "" 


8. 


Sî/>  =  37  =  3.i2-+'i,ona;w=i2,     et 

m*  —  ip    12*  —  3.37 


3 

3 

3-i4  -H 

I ,  on  a  «  = 

m*  —  ip 
3 

14*  —  4-43 

3 

1 1. 


Si  /?  =  43  =  3  •  i4  "H  I ,  on  a  w  =  14  f    et 


8; 


&c.  &c. 


45  •  Maïs  ces  dernières  applications  méritent  d'être  approfondies  et 

développées  avec  plus  d'étendue  dans  un  autre  Mémoire.  Je  me  contente 

ici  d'avoir  démontré  notre  théorème  général  sur  les  équ4pns  binômes , 

<le  l'avoir  éclairci  par  de  nombreux  exemples,  et  d'en  avoir  tiré,  pour 

J^VJII/  Cahier.  Eee 
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l'algèbre  et  pour  l'analyse  indéterminée,  quelques  vérités  nouvelles  qu'il 
serait  comme  impossible  dobtenir  par  une  autre  voie. 

Je  reviendrai  ailleurs  sur  ce  rapprochement  curieux  de  l'algèbre  et 
de  la  théorie  des  nombres  ;  et  je  ferai  voir  que  les  principes  généraux 
de  l'analyse  mathématique  ont  leur  source  naturelle  dans  la  simple  con- 
sidération de  ïordre ,  ou  de  la  disposition  mutuelle  qu'on  peut  observer 
actuellement  entre  plusieurs  objets  :  ce  qui  me  paraît  le  plus  haut  point 
d'abstraction  et  de  généralité  où  il  soit  permis  de  porter  la  science. 


», 


t.  t 


m 


i 
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Addition  au  Mémoire  précédent. 


Au  commencement  de  ce  Mémoire  (n.°  3),  jai  fait,  en  passant, 
quelques  réflexions  sur  la  liaison  nécessaire  qui  existe  entre  i  algèbre  et 
la  théorie  de  Tordre,  et  fai  montré  comment  l'esprit  aurait  du  être 
conduit  naturellement  à  regarder  les  racines  de  l'unité  dans  cet  ordre 
remarquable  où  elles  naissent  Tune  de  l'autre  par  une  même  loi  de.  for-, 
raatîon.  On  a  vu  que  cette  disposition  des  racines  n'a  rien  d'indirect 
ni  d'arbitraire,  comme  on  l'avait  cru  d'abord,  mais  qu'elle  vient,  au. 
contraire,  de  la  nature  même  de  ces  racines,  qui  est  de  pouvoir  être 
toutes  représentées  à  l'aide  d'une  seule  r,  et  d'un  seul  nombre  a;  ce  qui 
en  détermine  le  véritable  ordre  naturel. 

Mais  on  pourrait  dire  que  ce  nombre  ou  exposant,  que  j'ai  désigné^ 
par  a,  n'est  point  unique;  car  il  y  a  toujours,  pour  un  même  nombre 
premier  /i,  plusieurs  racines  primitives  a,h,  c,  d,  &c,;  et  l'on  sait  qu'il, 
y  en  a  autant  que  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  «— -  i ,  comme 
Euler  l'a  fait  voir.  On  pourrait  donc  considérer  également  plusieurs 
ordres  dus  à  ces  racines  primitives  différentes  a,  b,  c,  d,  &c.,  et  prendre 
indifféremment  : 


ou  l'ordre     r ,    r"" ,    r*"^ ,    r""    ,    &iQ.     r 
ou  l'ordre     r,    r^ ,     r^\     r^\    &c.     r^ 


tf«-» 


ou  Tordre     r,    r^ ,    r^   ,    r^  ,    &c,     r^        , 
&c.  &c. 

cl'où  i!  paraît  que,  dans  la  représentation  et  la  disposition  mutuelle  des 
Racines  dé  Tunité,  il  reste  encore  quelque  chose  d'indéterminé  et  d'ar- 
t>i  traire. 

£ee  2 
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Maïs  je  vais  faire  voir  que  ces  différens  ordres  sont  le  même  au  fond; 
c  est-à-dîre  ,  qu'un  seui  quelconque  d'entre  eux  renferme  actuellement 
tous  les  autres. 

Et  en  effet,  considérez  l'un  d'eux,  comme  le  premier,  par  exemple, 
qui  est  représenté  par 

r,    r",    r^',    r*^    &c.      r^"*"', 

et  prenez-y  fes  racines,  non  pas  de  suite  ou  de  i  en  i ,  mars  en  sautant 
de  Tune  à  l'autre  par  un  intervalle  constant  h  inférieur  et  premier  à- 
leur  nombre  n —  i.  Il  est  clair  que  vous  passerez  nécessairement  par 
toutes  les  racines  avant  de  revenir  à  celle  d'où  vous  êtes  parti ,  et  que 
vous  aurez  ainsi  vos  n — i  racines  rangées  dans  le  nouvel  ordre  : 

r,    r""  ,    r^     ,    r^     ,    &c.      r^ 

s. 

Or  cette  suite  peut  être  vue  comme  si  elfe  était  formée  directement 
au  moyen  d'un  nouvel  exposant  marqué  par  a^  ;  d'où  l'on  voit  d'abord 
que  si  a  est  une  racine  primitive  de  ;i/  ia  puissance  a^  en  doit  être 
une  autre  b,  et  qu'ainsi  le  nouvel  ordre  tiré  du  premier,  en  y  prenant 
les  racines  de  A  en  ^,  n'est  autre  chose  que  l'un  de  ceux  que  Je  con- 
sidérais tout-à-l'heure ,  tel  que  l'ordre 

r,    r^     r^\    r^\    &c.      r^"*"*^ 

dû  à  la  racine  primitive  b  égale  à)^^- 

Ainsi  les  différens  ordres  qu'on  peut  former  en  employant  les  diffé- 
rentes  racines  primitives  de  fi,  sont  comme  un  seul  et  même  ordre  ^ 

mais  où  Ton  regarderait  les  //— ^i  racines  r,  r^ ,  r*^  '  r"*  '  &ç.  soit  de 
suite  ou  de  I  en  I,  soit  de  A  en  h ,  soit  de  A'  en  h\  &c.  ;  i,  h,  h' ,  &c. ,. 
étant  les  différens  nombres  inférieurs  et  premiers  k  n —  i.  Et  comme 
l'idée  de  cet  intervalle  plus  ou  moins  grand,  par  lequel  on  va  de  l'une 
à  l'autre,  ne  peut  entrer  dans  l'idée  de  ïorJre^  qui,  par  sa  nature,  ne 
dépend  point  de  {^grandeur,  il  s'ensuit  que  ces  différens  ordres  coexisr 
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tent  tous  dans  un  seul  quelconque  d'entre  eux,  comme  (es  racines  d'une 
même  équation  ,  sans  qu'on  puisse  les  distinguer  ou  les  isoler  par  aucune 
analyse.  C'est  une  multiplicité  toute  semblable  à  celte  qui  existe  entre 
les  différentes  espèces  de  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  Je 
côtés.  L'analyse  ne  peut  jamais  séparer  ces  figures  ;  et  si  l'on  cberciie ,  par 
exemple ,  dans  quel  cercle  on  peut  inscrire  un  eptagone  régulier  d'un  côté 
donné,  on  trouve  à-la-fois  trois  cercles  différens  qui  répondent.aux  trois 
espèces  d'eptagones  réguliers  qu'on  peut  également  construire  sur  un 
même  côté  donné.  Ou  réciproquement,  si  l'on  cherche  le  côté  d'un 
eptagone  régulier  à  inscrire  dans  un  cercle  donné,  on  trouve  à-la-foîs 
trois  côtés  différens  qui  donnent  également  les  trois  eptagones  qu'on 
pourrait  inscrire  dans  le  même  cercle;  et  il  en  est  ainsi  des  autres  poly- 
gones réguliers  ,  dont  les  espèces  sont  liées  entre  elles  d'une  manière 
aussi  inséparable  que  les  racines  d'une  même  équation. 

Maiç  pour  saisir  encore  mieux  cette  démonstration  délicate  que  j'ai  ici 
en  vue,  je  vais  la  suivre  dans  un  exemple  particulier  :  le  raisonnement 
y  sera  plus  clair  et  plus  sensible,  et  ne  perdra  rien  de  sa  généralité. 

Considérons,  entre  autres,  les  douze  racines  imaginaires  de.l'équation 
binôme  x'^ —  i  z::o;  on  aura  donc  ici  /;=  13  :  et  comme  2  est  une 
Jes  racines  primitives  du  nombre  premier  i  j  ,  les  douze  racines  imagi- 
naires de  x'^ — t=o  pourront  se  mettre  dans  l'ordre  où  elles  naissent 
i'une  de  l'autre  par  la  puissance  2.""^;  c'est-à-dire,  en  faisant  conti- 
nuellement le  ctirré  de  celle  qui  est  produite  ;  et  l'on  aura  ainsi  l'ordre  : 
r ,    rS    r*,    r' ,    r',    rS    r",    r",    r',    r\    r'",    r^. 

Mais  les  nombres  6,  11,7  étant  les  trois  autres  racines  primitives  de 
1 3 ,  on  pourrait  également  considérer  les  trois  ordres  nouveaux  dus  aux 
puissances  6.*"%   1 1."",  y.'^^  ;  savoir  : 


r^    r" 


r\    r' 


rS   r",    r*,   r*  : 


4o6 
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ce  qui  fait  en  tout  quatre  manières  dittcientes  de  ranger  par  une  même 
loi  les  douze  racines  imaginaires  de  x'^ —  i  ^o.  Mais  i,  5,  7  et  i  r 
étant  les  quatre  nombres  infc^rieurs  et  premiers  à  12,  ces  quatre  ordres 
différens  peuvent  se  voir  en  même  temps  dans  l'un  quelconque  d'entre 
eux,  en.y  regardant  les  racines  prises  successivement ,  ou  de  1  en  r, 
ou  de  5  en  5,  ou  de  7  en  7,  ou  de  1 1  en  1 1.  Ainsi,  en  partant  du 
premier  ordre,  par  exemple,  qui  est  dû  à  la  racine  primitive  z  ,  on 
trouvera  successivement  le  2."",  le  3.'"*  et  le  4-'"*  ordres  dus  aux 
exposans  respectifs  z\  z',  2",  lesquels  reviennent  aux  trois  autres  ra- 
cines primitives  de  13  ,  savoir  :  6,    i  t  et  7. 

Mais  pour  plus  de  clarté  encore ,  rangez  vos  douze  racines  en  cercle 
dans  l'un  quelconque  de  ces  quatre  ordres  ,  comme  le  premier  ,  par 
exemple  : 


r', 


r", 


^ 


et  je  dis  que  les  trois  autres  sont  actuellement  compris  dans  celui  -là, 
ou  plutôt  sont  le  même,  vu  de  différentes  manières.  Et  par  exemple,  le 
second  ordre  n'est  autre  chose  que  le  premier  dont  les  termes  consécu- 
tifs seraient  encore  rangés  de  même,  non  pas  en  faisant  une  seule  fois 
le  tour  de  la  circonférence  du  cercle,  mais  en  faisant  cinq  fois  le  tour 
de  cette  même  circonférence.  Le  3.""^  ordre  n'est  ejicore  que  le  premier 
dont  les  termes  seraient  placés  de  même ,  l'un  après  l'autre ,  mais  sur  la 
septuple  circonférence  ;  et  le  4'"*'  est  encore  la  même  suite  de  racines, 
mais  distribuées  en  faisant  onze  fois  le  tour  du  cercle.  Et  comme  ces 
multiples  du  cercle  se  confondent  toujours  et  se  réduisent  au  simple 
cercle,  il  en  résulte  que  la  figure  doit  présenter  aux  yeux  quatre  ordres 
différens,  tandis  que  l'esprit  peut  les  voir  tous  comme  un  seul  et  même 
ordre. 

Ou  bien  réciproquement,  si  vous  vouliez  distinguer  les  quatre  suites 
différentes  de  vos  douze  racines,  imaginez  qu'on  range  les  racines  de 
la  première  sur  le  simple  cercle;  celles  de  la  seconde,  sur  le  quintuple 
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cercle;  celles  de  la  troisième,  sur  le  septuple  cercle;  et  enfin,  celles  de 
ia  quatrième ,  sur  onze  fois  le  cercle;  et  vous  aurez  une  même  figure,  qui 
n  ofFrira  plus  aux  yeux  qu'un  seul  et  même  ordre  :  et  comme  cet  ordre 
unique  provient  également  de  vos  quatre  suites  différentes ,  il  est  clair 
qu'on  ne  peut  demander  à  quelle  suite  particulière  il  est  dû  de  préférence. 
D'où  vous  voyez  enfin  que  ces  différens  ordres  ne  peuvent  se  distinguer 
par  aucune  analyse  ,  et  qu'on  les  a  tous  à-la-fois  dans  un  seul  quel- 
conque d'entre  eux,  comme  les  signes  équivoques  d'une  même  formule 
radicale. 

C'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  assez  directement  de  notre  théorie;* car 
la  racine  primitive  d'un  nombre  premier  //  étant  généralement  exprimée 
par  la  racine  imaginaire  primitive  de  l'équation  x^"' —  i  =:  o.  Si  l'on 
emploie  cette  expression  algébrique,  que  je  désigne  par  a,  au  lieu  de 
l'exposant  entier  a,  on  aura,  pour  les,//~i  racines  imaginaires  de 
Téquation  x" —  i  =0,  cette  représentation  générale  : 

r,     r^,     r^  ,     f^  ,     &c.     r^        ' 

qui  renferme  indifféremment  tous  lés  offres  semblables  qu'en  pourrait 
considérer ,  parce  que  l'exposant  algébrique-  a  y  répond  actueileitiént  ; 
par  l'équivoque  de  ses  signes  radicaux,  à  telle  racine  primitive  de  n 
qu  on  voudra  choisir.  Mais  on  était  foin  de  songer  à  mettre  des  imagi- 
naires à  ia.piace  d'ex posaris  entiers,  quoiqM'il. ed(  ét^focileidç^xçcpiuiaîtris 
ici  l'équivalence  de  ces  exponentielles  >  par  Ia  i:on<J.itioii  çQnpijuçile  (dp 
r^zzzi  ,.ce  qui  permet  d'ajouter  pu  d'omettre  à  volonté; le  oombre  j?  dans 
toutes  ces  expressions.  ;f^ 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  grand  avantage  de  cet  ordre  dôïiné  ptfp  ia  gé- 
Mflralfion  successive  de»  racines  de  l'unité,  consiste  d'ai>ord  en.ce  qu'on 
y  voit  au  pMmler  coup^d'œil^  non-^seuiement  que x:ea  racines* <sont  liées 
deux  à  deux,  ou^sont  réciproques,  x:omme  on  le  savait. depuis  long- 
temps; mais  encore,  quelles  sont  liées  trois  à  trois,  quatre  à  quatre,  et 
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en  général/  ^  â  ^/  si  3,4»  &c.  d  ,  sont  aussi  des  diviseurs  de  leur 
nombre  //  —  i.  . 

Ainsi ,  dans  l'exemple  précédent ,  3  étant  un  diviseur  de  12,  consi- 
dérez la  suite 

r,   r*,    r^    rS    r',    r^    r'*,    r",    r%    rS    r*%    r^, 

et  prenez-y  les  racines  en  allant  de  -^  en  -^ ,  c  est-à-dire  de  4  ^i^  4  5 
et  vous  aurez  ces  quatre  groupes  : 

(r,  r\  f»),     (r\  r\  r^J,     {r*,  r'%  r"*),     (r\  r",  r^), 

dont  les  racines  seront  inséparables  :  je  veux  dire  que  si  vous  changez 
vne  racine  en  une  autre  du  même  groupe  ,  chaque  groupe  conservera 
encore  les  mêmes  racines ,  et  restera  à  sa  place  ;  et  que  si  vous  échangez 
les  racines  y  d'un  groupe  à  l'autre»  les  groupes  tout  entiers  s'échangeront 
entre  eux,  entraînant  toujours  leurs  mêmes  racines. 

Si  donc  vous  cherchez  une  fonction  symétrique  quelconque  des  trois 
racines  r,  r^^  r',  vous  trouverez  cette  fonction  par  une  simple  équation 
,dUi4*>™*4egré;  car^  en  dénotant»  poqr  abréger,  cette  fonction  par  (p(rj, 
il  est  clair  quelle  n'aura  qufç  ces  quatre  valeurs  différentes  : 

(P  (r)  ,     <p(r^)  ,'   <p  (r^),     <p(r^): 


t  .  • 


'de  sorte  que  la  somme  de  ces  fonctions  semblables»  la  somme  de  ieuis 
produits  deux  è  deux»  celle  des  produits  trois  à  trois,  quatre  à  quatre, 
seront  des  fonctions  invariables  des  racines  r,/**»  r^  rt,  &c,  de  la 
proposée  »  et  pourront  se  déterminer  rationnellement  par  les  coefficiens 
de  cette  équation. 

Mais»  de  plus»  le  nombre  de  nos  groupes  étant  encore  divisible  pv 

deux»  vous  pouvez  ies  conjuguer  eux-mêaies  en  les  prenant  de  deux  en 

'deux  dans  la  suite  précédente»  et  foro^er  ainsi  ces  deux  groAipes  com- 

'  posés  :  ..";•;■_..  .   . 
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\<^(rj.     <Pfr*j],     \<pfr^J,     ^{r'jl; 

dont  les   parties  ne  se  sépareront  pas ,    malgré  l'échange  des   racines 
r,  r*,  r\  &c.  :  d'où  l'on  voit  que  l'équation  précédente  du  4.""^  degr<J 
•peut  se  résoudre  par  deux  autres  du  second;  et  qu'ainsi,  l'équation 

^'*  -4-  A""   -t-  AT'®  -H  &c.  -4-  x^  -4-  I  :;;=  o 

peut  se  réduire  à  des  équations  inférieures  de  degrés  marqués  par  les 
diviseurs  simples  du  nombre  i2. 

En  second  lieu,  vous  voyez  par  ce  même  ordre  des  racines»  que  cha- 
cune de  ces  équations  réduites  n'a  que  la  difficulté  d'une  équation  bi- 
nôme du  même  degré.  Considérez,  par  exemple,  les  quatre  fonctions 
précédentes  , 

<PfrJ,     <^(r^),     (pfr^J,     <P{r'). 

Si  vous  y  faîtes  un  échange  quelconque  de  racines,  il  est  clair  que  ces 
quatre  fonctions  gardent  toujours  entre  elles  le  même  ordre ,  et  ne  font 
que  s'avancer  à-Ia  fois  d'un  même  nombre  de  places  ;  de  sorte  que  les 
vingt-quatre  permutations  dont  quatre  choses  sont  généralement  suscep- 
tibles, se  réduisent  ici  à  quatre,  par  le  lien  mutuel  des  racines  que  Ton 
considère*  Mais ,  d'un  autre  côté ,  si  l'on  prend  la  fonction  linéaire 


où  fit  est  une  des  racines  de  x^  —  i  z=  o ,  on  voit  aussi  qu'en  mul- 
tipliant cette  fonction  /  par  et',  puis  par  ce*,  puis  par  ce,  on  aura 
le  même  résultat  que  si  l'on  faisait  avance^j  à-Ia-fois  toutes  les  racines 
d'une ,  ou  de  deux ,  ou  de  trois  places  ;  qu'ainsi  donc ,  si  l'on  élève 
tout  d'un  coup  la  fonction  /  à  la  4-'^^  puissance,  on  épuisertf[es  quatre 
seules  permutations  dont  les  racines  <p(rj ,  ^fr^J»  &c.  y  sont  suscep- 
tibles, et  qu'on  n'aura  pour  /*  qu'une  seule  valeur,  quelque  échange 
qu'on  veuille  faire  actuellement  entre  les  racines.  Donc,  en  remettant 
le  radical  4-™^  sur  cette  puissance  de  //  qui  nous  sera  connue,  on  aura 
XV/II/  Cahier.  Fff 
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immédiatement  la  valeur  de  cette  fonction  proposée.  Donc,  si  l'on  em- 
ploie de  même  ,  au  lieu  de  cl,  les  trois  autres  racines  de  x^ — iizzo  , 
on  pourra  connaître  ainsi  trois  nouvelles  fonctions  linéaires  t' ,  {,  t"^ 
des  quatre  racines  cp  (r)  ;  et  de  ces  quatre  fonctions  on  tirera  sur-Ie- 
champ  y  sans  ambiguïté  ,  les  quatre  racines  inconnues  : 

<Sf(r).     <Sf(r^),     <P{r*}^     <Pfr'^ 

Et  il  est  manifeste  que  cette  analyse  s'étend^  sans  aucune  difficulté,  à 
toutes  les  équations  qui  proviendraient  de  Téquation  binôme  x^ — i=o. 

Ainsi,  la  résolution  immédiate  de  Téquatîon  x' — i  :  a- — izzzo,  ou  sa 
résolution  par  d'autres  degrés  inférieurs  diviseurs  de  n  —  i ,  ou  la  réso- 
lution de  ces  réduites ,  ou  celle  de  toute  équation  qui  dépendrait  des 
mêmes  racines,  devient  claire  et  facile  par  cette  seule  considération  de 
,  i  ordre  qu'on  établit  d'abord  entre  les  racines  de  la  proposée. 


t 
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SUR 


LES  RACINES  IMAGINAIRES  DES  ÉQUATIONS  ; 


Par  a.  L.  Caucht. 


V^u'iL  soît  toujours  possible  de  décomposer  un  polynôme  en  facteurs 
réels  du  premier  et  du  second  degré;  ou,  en  d'autres  termes,  que  toute 
équation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  la  variable  x ,  puisse  toujours  être  vérifiée  par  des  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  cette  variable  :  c'est  une  proposition  que  l'on  a  àé]k 
prouvée  de  plusieurs  manières.  MM.  Lagrange^  Laplace  et  Gauss  ont< 
employé  diverses  méthodes  pour  l'établir;  et  j'en  ai  moi-même  donné 
une  démonstration  fondée  sur  des  considérations  analogues  À  celles  doiit 
M«  Gauss  a  fait  usage.  Mais,  dans  chacune  des  méthodes  que  je  viens 
de  citer,  on  fait  une  attention  spéciale  .au  degré  de  l'équation  donnée, 
et  quelquefois  même  on  reoipnte  de  Cette  derniière  à  daqtres  équations 
d'un  degré  supérieur.  Ces  considérations  paraissent  étrangères  à  la  ques-» 
tion,  et  M.  Legendre  est  parvenu  à  s'en  passer  (Théorie  des  î^ombrps , 
\J^  partie,  %.  \^) ,  en  faisant  usage  du  développement  eh  série.  Je  suis 
arrivé,  en  suivai)t  la^^h^me  idée ,  à  ii^ jdémoitstration  qui  afinibte  aussi 
directe  et  aussi  simple  qu'on  puisse  le.desirpn  Je  vais  ici  Texposeî:,  en 
peu  de  mots.  .    •      -  ; 

Suit  f  (x)  un  polynôme  queltonqué^ert'À-.  Si  Ton  y  substitue  pour  x 
une  valeur  imagiflaire  a  H-  j'  ]/  rr—  i ,   on  aura 

Fff  2 
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P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  de  «  et  v.  De  plus,  si  l'on  fait 

(2)  -Ph-Q^Z—i  =/?(^cos.  ^-^|/— I  sin.  77, 

R  sera  ce  qu'on  appelle  le  module  de  l'expression  imaginaire 


et  sa  valeur  sera  donnée  par  Téquation 

(3)  /?*  =  /"  H-  <2». 

Cela  posé,  le  théorème  à  démontrer,  cest  que  Ton  pourra  toujours 
satisfaire  par  des  valeurs  réelles  de  «  et  de  v  aux  deux  équations 

P  =  o,     (2  =  o; 

©il,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation  unique 

JR  =z  o. 

H  importe  donc  de  savoir  quelles  sont  les  diverses  valeurs  que  peut 
recevoir  la  fonction  R,  et  comment  cette  fonction  varie  avec  «  et  y. 
On  y  parviendra  comme  il  suit. 

Supposons  que  les  quantités  «  et  v  obtiennent  à-Ia-fois  les  accroisse-, 
mens  h  et  A,  et  soient  A  P  ,  A  Q  ,  A  R  ,  les  accroissemens  corres- 
pondans  dt  P ,  Q,  R.  Les  équations  (3)  et  (i)  deviendront  respecti- 
vement : 

(4)  (^/?-f-A/?;»=:(^/>-t-A/>/-+;^<2-HA<2/; 


/,»/»»  &c.   : . .  désignant  de  nouvelles  fonctions.  Pour  déduire  de 
l'équation  (5)  les  valeurs  de  P-^-AP  et  de  Q-f-AQ,  il  suffit  de  ramener 
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le  second  membre  à  la  forme  p^^  qV  —  i .  C  est  ce  que  Ton  fera  en 
substituant  k  f  (u-^vV — i)  sa  valeur  R  ("cos.  7^-H  V — i  sin.  T) ,  et 
posant I  en  outre: 


k  V  —  i  zn  f  ^cos.  fl  -h-  •/ —  I  sîn.  6^  , 
/,  (u-^vV^  —  iJ=^Ri  ^cos.  T,  -h  / — I  sin.  TJ, 
f^(u-\-vV — iJ:=:R^(cos.  T^-\-V — i  sin.  T^J , 

Owd^t     •   •   • 

Après  les  réductions  effectuées,  l'équation  (5)  deviendra: 

P-+-A/>-+-(^<2h-A<2;  V-^iJ  =  R  COS.  T-i-R,  f  COS.  {T.-^^J 
(6){  H-  R,  f"  COS.  {T^  -H  2  Ô;  -4-  &c. 

[Rsin.T-hR, / sin.i^r, -*-6;-H/?./sin.('T;-l-29;-h&c.  /— i  ; 


et  l'on  en  conclura  : 


•  •  • 


P-hAP  =  R  COS.  r-H/?,  /  COS.  {T,-hh)  /?»  /»  ces.  {T^-h^V 
(7)i 

<2-hA<2  =  R  sin.  T-h-R.  /sin.  /T. H-  9^  /?.  /  sin.  {T^-^z^J-^. .  .1 


{{R'^ARJ*=[Rcos.T-hR.fcos.(T,-h^J-{-R^/cos.{T,-i-2^J'+:..Y 
(  -+-[/?sin.  r-H/?.  /sin.('r.H-ô;-+-/?./*sin.(T.-+-26;-l-...]* 


Supposons  maintenant  que«  pour  certaines  valeurs  attribuées  aux  va- 
riables «  et  V/  l'équation 

/?  =  O 

ne  soit  pas  satisfaite.  Si ,  dans  cette  hypothèse  ,  /?,  n'est  pas  nul ,  le 
second  membre  de  l'équation  (8),  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  /,  deviendra 

/?* -H  2 /?/?,  /  COS.  (^r, -— Th- Ô;  rt- &c,  j . .  ; 
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et  par  suite  la  quantité 


ou   1  accroissement  de  /?*  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  /,  aura  pour  premier  terme 

iR  R,  f  COS.  {T,-^  T-¥-  26J. 

Si,  dans  la  même  hypothèse,  /?,  était  nul,  sans  que  /?^  le  fût,  I ac- 
croissement de  /?*  aurait  pour  premier  terme 

2  /?  /?^  /*  COS.  ^r,  —  r  ^  2  0; , 


&c,  . . .    Enfin  ce  premier  terme  deviendrait 

2/?/?^/*  COS.  ^7;—  T'+^ti^)  , 

si,  pour  les  valeurs  données  de  u  et  v,  toutes  les  quantités  /?,  ,  7?^ ,  . . . 
s'évanouissaient  jusqu'à  /if„_,  inclusivement.  Bailleurs,  si  Ton  attribue 
à  f  des  valeurs  positives  très -petites,  et  à  9  des  valeurs  quelconques; 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  si  Ion  attribue  aux  quantités  A  et  k  des 
valeurs  numériques  très-petites  ,  laccroissement  de  /?',  savoir: 

sera  de  même  signe  que  son  premier  terme,  représenté  généralement 
par  le  produit 

(p)  iRR^  f  COS.  (Tn^  T-\-n^)\ 

et  comme  on  peut  disposer  de  la  valeur  arbitraire  de  ^,  dt  manière  à 
rendre  cos.  (T^^^  T^nèJ,  c'est-à-dire,  le  dernier  facteur  du  pro- 
duit (9),  et  par  suite  le  produit  lui-même,  ou  positif,  ou  négatif;  if  en 
résulte  que,  dans  le  cas  où  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  va- 
riables «  et  V  ne  vérifient  pas  l'équation  /?  izz  o ,  la  valeur  correspon- 
dante de  /?*  ne  peut  être  ni  un  maximum  ni  un  minimum.  Donc,  si  l'on 
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peut  s  assurer,  a  priori ,  que  /?*  admet  une  \h\e\xr  ntinimum ,  on  devra 
en  conclure  que  cette  valeur  est  nulle ,  et  qu'if  est  possible  de  satisfaire 
à  l'équation  R  z=:  o. 

Or,  /?*  admettra  évidemment  un  minimum  correspondant  à  des  valeurs 
finies  de  u  et  de  v^  si,  pour  de  très-grandes  valeurs  numériques  de  ces 
mêmes  variables,  /?*  finit  par  devenir  supérieur  à  toute  quantité  don- 
née. D'ailleurs,  si  l'on  fait 


u 


-]/ —  i  z=:  r  (cas.  2  H^  v^  —  i  sin.  zJ  ^ 


à  de  très-grandes  valeurs  numériques  de  «  et  v  correspondront  de  très- 
grandes  valeurs  de  r,  et  réciproquement*  Donc,  pour  que  l'on  puisse 
satisfaire  à  l'équation  /?  zz:  o  par  des  valeurs  réelles  et  finies  des  va- 
riables 2^  et  V,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  quantité  R^  déterminée 
par  les  équations 


P  H-  (2  / —  I  =:/[r  ^cos.  z  H-  / —  i  sîn.  z)  ] 


finisse  par  devenir  constamment»  pour  de  très* grandes  valeurs  de  r, 
supérieure  à  tout  nombre  donné. 

La  conclusion  précédente  subsiste  également ^  que  la  fonction  /  fx/ 
soit  entière  ou  non.  Elle  exige  seulement  que  P  et  Q  soient  des  fonc- 
tions continues  des  variables  u  et  v,  et  que  les  quantités  /?, ,  7?^,  ... 
ne  deviennent  jamais  infinies  pour  des  valeurs  finies  de  ces  mêmes  va- 
riables. 

Supposons  en  particulier  que  fa  fonction  ffx)  soit  entière,  et  faisons 
en  conséquence, 
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P  -^  Q  / —  I  =/^^  COS.  z  -H  rsîn.  ^  / —  i>^ 


=:  ûo  r"  cos,  //j-f-^î,  r""'  cos.  (^//-—  iy^2"+-.  ..H-^„-,  r  cos.  j-i-^» 
-f-[^o^  sîn.  //  2-4-^,  r"""'  sîn.  ^«— i^jH-...^-^^.,  rsin.j]/— i  t 


n  «r  .        ^x         COS. /^/J— Iyl7        ,  ,       /7„.j       COS.  7      .        ^«  ^     1. 

Or,  il  est  clair  que,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  r,  la  valeur  précé- 
dente  de  /?*  finira  par  surpasser  toute  quantité  donnée.  Donc,  en  vertu 
de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  l'on  pourra  satisfaire  par  des  valeurs  réelles 
de  u  et  de  V  k  l'équation 

/?  =  o, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  aux  deux  suivantes , 

P  =  O ,    (2  =  o. 

Au  reste ,  la  méthode  ci-dessus  exposée  n*est  pas  uniquement  appli- 
cable au  cas  où  ia  fonction  ffxj  est  entière  ;  et ,  lors  même  que  cette 
fonction  cesse  de  l'être,  les  raisonnemens  dont  nous  avons  fait  usage 
peuvent  servir  à  décider  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  l'équation 

par  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x. 
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MÉMOIRE 


Sur  la  Manière  d'exprimer  les  Fonctions  par  des  Séries  de  quantités 
périodiques  t  et  sur  l'Usage  de  cette  Transformation  dans  la 
Résolution  de  differens  Problêmes  ; 


Par  m.  Poisson. 


J^ORS qu'on  applique  f analyse  à  des  questions  de  physique  ou  de 
uiécanique ,  ou  même  dans  de  simples  problènfies  de  géométrie  ,  on  a 
quelquefois  besoin  d'exprimer  des  fonctions  quelconques  par  des  séries 
de  sinus  ou  de  cosinus  darcs  proportionnels  à  la  variable.  Dans  cer- 
tains cas ,  ces  fonctions  doivent  être  ainsi  représentées  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  la  variable ,  depuis  f  infini  négatif  jusqu'à  Tinfinî 
positif  :  les  séries  dont  nous  parlons  se  changent  alors  en  des  intégrales 
définies;  et  l'on  en  peut  voir  un  exemple  dans  le  problème  de  la  propaga* 
tion  des  ondes  à  la  surface  de  f  eau  ,  qu'on  suppose  indéfinirfient  pro- 
longée (*).  D autres  fois,  les  fonctions  que  Ion  considère  ne  sont  don- 
nées que  dans  une  étendue  limitée  des  valeurs  de  la  variable;  ce  n'est 
que  pour  ces  valeurs  que  les  fonctions  doivent  être  réduites  en  séries 
de  quantités  périodiques ,  ou ,  si  Ton  veut ,  ce  ne  sont  que  des  parties 
de  fonctions  auxquelles  il  s  agît  alors  de  donner  cette  forme.  Nous  don- 
nerons ,  dans  ce  Mémoire ,  plusieurs  exemples*  de  ces  questions  ;  mais 
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4Mparavant  nous^Ions  rassembler  les  principales  formules  qui  peuvent 
servir  aux  transformations  de  cette  nature. 

[l.]  Soient  y,  y  y^,  y^^  ...  yn^^^  des  quantités  données  en  nombre 
w  —  1  ;  on  pourra  toujours  représenter  l'une  d'entre  elles ,  celle  qui 
répond  À  findice  quelconque  u ,  par  cette  formule  : 

j  -  I     •    I  * 


Xn  =  2  2;sin. 


i  n  T 


m 


dans  laquelle  on  a 


■  '.  •  1 


H 


7i  z=z  S  v„'  sm. ; 


TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  /  et  //'  des  nombres 
entiers  et  positifs,  et  S  et  2^  indiquant  des  sommes  relatives  à  ces 
nombres,  lesquelles  doivent  s'étendre  depuis  Funité  jusqu'à  m — i  inclu- 
sivement. 

Cette  formule  est  tirée  du  premier  Mémoire  de  Lagrange  sur  la 
Théorie  du  son  (^)  ;  elle  se  déduit  de  celle  qui  se  trouve  à  la  page  44^ 
dfi  ce  Mémoire,  en  y  faisant  le  temps  r=z  o.  Nous  récrivons  ici  plus 
simplement,  en  employant»  pour  indiquer  une  série»  la  caractéristique 
5  placée  devant  son  terme  général. 

Pour  I^  déAiontrer  à  la  manière  de  Fauteur ,  substituons  la  valeur  de 
Zi  dans  celie  de  y^  ;  nous  aurons 


en  faisant»  pour  abréger, 


9 


pj  m  —  S  sm. sm.  •— -^ —  t 

et  conservant  aux  caractéristiques  S  et  £'  la  signification  précédente; 
La  question  se  réduit  à  prouver  que  cette  quantité  pn'  est  nulle  pour 

C^}  Premier  volume  des  ancien»  Mémoires  4e  Tiuda* . 
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toutes  les  valeurs  du  nombre  n' ,  <fornpri$es  depuis  runîté  jusqu^à  w— i 
et  différentes  de  » /et  quelle  se  réduit  k  Ftrmté  ^ur  la  vaUurï.  |tarti- 
culière  n'zzzn. 

Pour  cela,  considérons  en  général  la  série  '    i      •  3j 

sin.  d  •  sin.  <f  ^+-  sin.  2  0  •  sin.  zip  -^  sin.  3  &  •  &itr>  )  ^r. .  '      | 

sîn.  (m—  i)^  .  -sin.  fm—  1}  <p  ::=u ; 


:-î 


.  « 


en  la  multipliant  successivement  par  2cos.  6  et  zcps.^»  et  rctrançhai^t^ 
Tun  des  résultats  de  l'autre ,  on  trouve 

2  (^cos.  6 —COS.  <^)uz::z  sin.  m  ô .  sin.  (m^  i)  ^  —  sin.  m  ^  •  »in._(^/w-r  ^)  ^  î 

ce  qui  fait  connaître  la  valeur  de  u.  Si  Ton  y  fait 

* 


r=:        '  ■  >     w=:=  >k»" 


on  en  conclura  celle  de  /'ji' ,  savoir  : 


sro.  ifxr.sin.  ■■■■■:    r. t-^  sm.  ir  «tt. sii).  — ■■  "  *  "■  ■ 

©"il  ■     I  '■  I  I  '  Il  I  I       I       Ml        M        "^l  11     '         J  1.^  , 


m 


(H  ir  n*^   \ 

COS, ^  COS.  — -:—  1 


Or,  9  et  /r'  étant  des  nombres  entiers ,  on  a  sîn.UTTs:  o ,  sîn.  iiVrir  o , 
le  numérateur  de  cette  fraction  est  donc  toujcmrs  nul  ;  et  à'  cause  que 
n  et  n'^  sont  moindres  que  m ,  son  dénominateur  ne  peut  étrç  zéro  ^ue 
dans  le  seul  cas  où  Ton  a  nzzzn;  donc  tant  que  n  et  n*  sont  inégaux, 

on  a  p^'  z=zo.  Qpand  n'zzzu,  cette  fraction  prend  la  forme  -j-  :  dîf^ 

^ifrenciant  donc  ses  deux  termes  par  r^fport  à  n' ;  faisant  ensuite  n'^ztig 
^t  observant  que 

•  •         fin^^i)  rtw  .         nir 

sm.  riTtr  :=L  O  i     sm.  -^ =:  —  sm*  - —  ;  cos.  n^K^ 

m  m 

•tt  awrs ,  dans  ce  cas  particulier , 

Ggg  z 
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(m — lïji'fr 

COS.  n  ^  sin.  -^ ^ 

■  ;.'f»..ss:  -— ■«■  .   ■  =r  ces,*  nic-^z  i;. 

*  .  /i  rr 

sin. 

ut 

ce  quîl  s  agissait  de  démontrer. 

[2.j  Représevitons  par  1  une  longueur  donnée;  divisons  cette. ligne 
en  un  nombre  m  de  parties  égales  ^  et  soit  h  Tu^ie, de  ces  parties,  en 
sorte  que  l'on  ait  Izizmh;  soient  de  même  x'=znh,  du'izin'  h  ;  désl- 
^ons'dè'pïùs  y\i  jpfàrfx,  et  par  cohséqtiéht ,  /;•  par /a  :  -les  formules 
précédentes  deviendront  .;      1 

/Af  zri  S  2/  sin.  — j-  ,       j/  :;=  -^  S  /et  sin.  — ~ —  ; 

et  maintenant  ia  différence  constante  de  la  variable  ci»  à  iaquellè  va- 
riable  se  rapporte  ia  caractéristique  S'»  sera  la:  quantité  quelconque 
^/  au  lieu  d'être  l'unité  comme  plus  haut*  .. 

Cette  expression  de  fx  doit  être  regardée  comme  une  formule  tfin- 
terpoiatîon  d^une  espèce  particuiièrer  On  peut  ia  construire  au  moyen 
d'une  courbe,  en  prenant  la  variable  x  pour  abscisse,  et/x  pour  .or- 
donnée :  les  m — l' ordonnées!  équîdb tantes. qui  répondent  à  xz=zh, 
xh,  ih, ...  (m — i)h ,  sont  censées  données;  et  la  courbe  tracée  d'après 
l'expression  àefx ,  passe  par  les  sommets  de  ces  m — i  ordonnées.  Cette 
Ugne  n'est  point  une  courbe  parabolique,  comme  dans  le  problème  ordi- 
naire de  Tinterpolïtion  ;  si  on  la  prolonge  hors  dès  limites   x  z^zk, 
xz=,(m  —  i)h,  on  voit  qu'elle  coupe  Taxe  des  abscisses  à  lorigine  et 
Fextrémîté  de  là  longueur  t ;  car  on  t  fxm  a,-  quand  x  r=:  o  et  quan 
x^=l  :  on  voit  aussi  que.  cette  courbe,  indéfiniment  prolongée  »  ae  com 
pose  de  portions  semblables  dont  l'amplitude  est  /;  c'e«t*àrdire  .^pie  so 
ordonnée  redevient  la  même ,  au  signe  près ,  toutes  les  fois  que  x  aug—z 
mente  de  cette  amplitude.  '  ' 

y 

[3.]  La  quantité  i  étant  arbitraire,  on  peut  la  prendre. «ussi' peli 
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que  Foii  veut;  supposons  qu^elle  devienne  infiniment  petite,  et  qu'en 
même  temps  le  nombre  m  devienne  infini ,  afin  que  /  reste  une  quan- 
tité finie  :  la  somme  S'  se  changera  en  une  intégrale  définie  ordinaire; 
et  si  l'on  remplace  h  par  Jd,  on  aura 

li  =  —  J  sm.  — j— /a  rfct; 

fitat^grale  étant  prise  depuis  ci:=:o  jusqu'à  ^=:/.  En  substituant  cette 
valeur  de  li  dans  celle  de  fx,oiia 

fx  =  -^    ri  2  sin.  2^JL  sîn.  —y-  )/*  ^  «t  ; 

et  puisque  m  est  devenu  infini,  la  somme  S  devra  s^étendre  à  toutes 
les  valeurs  entières  de  i,  depuis  izzi  jusqu'à  /=oo.  Maintenant,  cette 
formule  représente  toutes  les  valeurs  de  fx ,  correspondantes  à  des  va- 
leurs de  X  comprises  entre  x-zno  et  xzzzl;  elle  représentera  même 
celles  qui  répondent  àx'=z:oetx=:/,  si  toutefois  jx  est  nulle  à  ces 
deux  limites. 

Cette  formule  se  trouve  aussi  dans  le  Mémoire  cité  de  Lagrange  ; 
elle  se  déduit  de  celle  de  la  page  5^  ,  en  y  faisant  le  temps  t  z=o.  Par 
la  manière  dont  elle  est  obtenue ,  il  est  clair  que  fx  n  est  aucunement 
assujettie  à  la  loi  de  continuité  ;  ce  qui  importait  au  but  que  Fauteur 
s*était  proposé.  Lagrange  sen  est  servi  pour  résoudre  le  problème  des 
cordes  vibrantes  dans  sa  plus  grande  généralité,  en  concluant  le  mou- 
vement de  la  corde  sonore,  de  celui  d'un  fil  chargé  d'un  nombre  indé- 
terminé de  points  matériels  ;  solution  qu'il  a  reproduite  depuis  avec  de 
^ands  développemens  dans  sa  Mécanique  analytique.  Mais  à  la  pre* 
mière  époque  où  il  en  a  fait  usage ,  le  passage  du  fini  à  l'infini  a 
souffert  plusieurs  difficultés  parmi  les  géomètres  ;  et  l'exactitude  de  cttte 
formule  n  a  pas  paru  suflisamment  démontrée. 

En  général,  une  série  de  quantités  périodiques  prolongée  à  l'infini , 
comme  celle  que  renferme  la  formule  précédente  ,  ne  peut  avoir  un 


b 
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sens  clair  et  précis ,  qu  autant  quon  la  regarde  comme  la  limite  d*une 
série  convergente.  Nous  multiplierons  donc  ie  terme  général  de  cette 
série  par  l'exponentielle  e'^^^ ,  e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens» 
et  k  une  quantité  positive  \  et  nous  changerons  la  ^rmule  en  celle-ci  : 

J  X  z=  -Y  fi^^^^'  ^^"*  '' /""   ^^"*      /^  )  ^^        '  ^'^ 

dans  laquelle  on  devra  fair&'^  infiniment  petite  ou  nulle  >  après  avoir 
efièctué  les  calculs.  L'introduction  de  cette  exponentielle^  en  rendant 
la  série  convergente ,  fait  disparaître  les  difficultés  que  la  formule  de 
Lagrange  présentait;  et,  sous  cette  forme,  on  va  voir  quelle  devient  sus- 
ceptible d'une  démonstration  directe  et  rigoureuse* 

[4^  Considérons  en  général  la  série  convergente  S^""^'  cos.  iÔ,  qui 
s*étend  aussi  depuis  izzzi  jusqu'à  i=:oo.  Par  la  théorie  connue  dts 
séries  récurrentes ,  on  trouve 

S  f    ^'  COS.  I  tt   =  — T r-7-  —  —  . 

2  { €^    2  COS.    0    -♦-  <~*  )  % 

Mettant,  dans  cette  équation ,  "^  ^  ■  à  la  place  de  fl;  multipliant 
les  deux  membres  par /et  —y—,  et  intégrant,  on  a 


/(X  .--•  co.  ^i^V^  )  A  -^  -4-  -^/A  ^ 


*l 


(t^  ^e'i)ftda. 


=f — '  ~    ,X •  w 

Xl\t     —  2  COS.  ^ j-^ Htf"'^] 

Or,  je  disque  si  l'intégrale  est  prise  depuii  fltr==:o  jusau'à  û^zzzl, 
ne  X  soit  comprise  entre  ces  deux  limites ,  et  que  fx  ne  soit  pas  infinie  ^ 
on  aura 

pourvu  que  ion  fasse  i=;o,  après  l'intégratioii. 
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£n  effet,  supposons  d'abord  l'exposant  k  infiniment  petit;  le  coeffi- 
cient àt  d(L  sous  le  signe  f,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (2), 
le  devient  aussi  pour  toutes  les  valeur» de  et,  excepté  celles  qui  rendent 

COS.    ' ^"^^z T    infiniment  peu  différent  de  lunîté,  lesquelles  ne  peuvent 

être ,  d'après  les  limites  de  x  et  de  et,  que  les  valeurs  de  et  infiniment 
peu  difi'érentes  de  x.  Si  donc  on  fait  dLz=:x-^u,  il  suffira  de  prendre 
cette  intégrale  depuis  uzzi--^  (i  jusqu'à  i^  =  -+•  /8,  fi  étant  une  quan- 
tité positive  et  infiniment  petite  :  entre  ces  limites ,  /et  pourra  être 
regardée  comme  invariable  et  égale  à  fx;  de  plus,  en  négligeant  les 
termes  du  troisième  ordre  par  rapport  à  A  et  à  tf,  on  aura 

f'*  —  r  '^  z=z  iH  ,     f— -2  COS.  -^ — j^ —  •^-  e^  =  A*  H Il —  ; 

au  moyen  de  quoi  le.  second  membre  de  Téquation  (2)  se  réduit  à 

,     r     l  k  d  u  fx         /  »  «^  N    . 

-^^y -FFTT^Fir  =  -T-  arc(tang.  =  -j^)  -H  const.  ; 

OU  bien  ,  en  passant  à  Tintégrale  définie, 


arc  (tang.  =r  -f^); 


et  si  maintenant  on  fait  i=o,  cette  quantité  devient 

» . 

.iZiL  arc  (tang.  =  oo)  =fx  ; 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  avait  exactement  x  =  o  ou 

xz=zf,  le  second  membre  de  l'équation  (2)  ne  serait  égal  qu'à  — fx ,  au 

lieu  de  fx^;  car  en  faisant  ctrrrx-h^/  et  observant  que  la  variable  et 
doit  toujours  être  positive,  il  faudra  seulement  intégrer  depuis  u=:o 
jusqu'à  uz=:  (i  ,  dans  le  cas  de  ;ir  =  o  ,  et  depuis  u=z  —  /2  jusqu'à 
uzzzo,  dans  le  cas  de  xzzzJ;  ce  qui  réduit  à  moitié  la  valeur  de  l'in- 
tégrale définie.  Posant  donc  fxzizA  quahd  x^=,o,  et  fxz=zA'  quand 
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::zl,  et  observant  que  ces.  ^ — -^^^-^  zn  f^i/  cos.    '^  *  / 


aurons 


noas 


(4) 


j'[e^*' COS.  -^-^ ) >  -p- -f-  -^ yy* ja z=z-^  a, 

Si,  dans  Téquatîon  (2),  on  change  jr  en  — x,  et  que  cette  quantité 
soît  toujours  comprise ,  abstraction  faite  du  signe ,  entre  lés  limites 
zéro  et  /  de  l'intégration ,  on  aura 

f{se-"co,.  "";■'>  )f^J^^^ff^J^=o:       (5) 

car  alors  le  coefficient  de  d<L  sous  le  signe  f,  dans  le  second  membre 
de  cette  équation  ,  sera  toujours  infiniment  petit  ou  nul,  en  même 
temps  que  l'exposant  k  ;  et  par  conséquent  cette  intégrale  définie  sera 
égale  à  zéro.  Retranchant  ce  nouveau  résultat  de  Téquation  (5),  on 
obtient  l'équation  (i)  du  n.""  précédent,  laquelle  aura  lieu,  comme  celles 
dont  elle  est  déduite ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  positives  et  plus 
petites  que  /..En  ajoutant  ensemble  les  équations  (3)  et  (5),  on  aura 
cette  autre  formule  : 

-^  A*  f  S  ^"'^'  COS.    ^^^    COS.  — ^— )  f^  dfL  -+-  'J'ff^  ^^  =/^  •      (^) 

qui  aura  également  lieu  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x  ;  et  Ton  voit 
""    aussi,  d'après  les  équations  (4)»  que  celle-ci  subsistera  même  pour  b 
valeurs  extrêmes  x=:o  et  xzzzL 

[5]  Au  reste,  pour  simplifier  ces  différentes  formules,  on  y  pei 
supprimer  lexponentielle  e"^' ,  et  ne  la  rétablir  que  quand  on  a  besoii 
d'effectuer  la  somme  indiquée  par  S,  avant  l'intégrale  relative  à  a. 
ce  qui  ne  peut  arriver  que  quand  il  s'agit  d'en  constater  Texactitudi 
comme  nous  venons  de  le  faire.  Au  lieu  des  équations  (i)  et  (6),  noi 
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écrirons  donc  simplement  i 

fx  =  ~rj\^  sîn.    '^  ^-sin, — -i — J/d.  da. , 

y*  =  "7" /^[^  ^^^  ~7~  cos>  '  /^  )/^  ^*  H — tJ^^  ^*' 

On  emploiera  la  première  de  ces  deux  expressions  de  fx ,  lorsque 
la  fonction  sera  nulle  aux  deux  limites  x-zzio  et  xzzzl,  et  ion  fera 
us^e  de  la  seconde ,  quand  son  coefficient  différentiel  sera  égal  à  zéro 
pour  ces  deux  valeurs  extrêmes  ;  car ,  en  différenciant  celle-ci  par  rapport 
à  AT,  et  faisant  ensuite  x=zo  ou  x=zl,  il  est  évident  que  chacun  des 
termes  de  la  somme  S  s'évanouit,  et  par  conséquent  la  valeur  de 

dfx 

dx     ' 

II  existe  beaucoup  d'autres  formules  de  la  même  nature  que  fes  pré- 
cédentes, qui  ont  aussi  la  propriété  dexprimer  les  valeurs  d'une  fonc- 
tion quelconque  entre  des  limites  données,  et  qui  différent  les  unes 
des  autres  par  les  diverses  conditions  qu  elles  remplissent  à  ces  limites. 
Chacune  de  ces  formules  se  démontre  par  les  principes  que  nous  vêlions 
d  exposer  ;  mais,  détachées  des  problèmes  qui  y  conduisent,  elles  n'offrent 
pas  assez  d'intérêt  pour  trouver  place  ici.  Les  recherches  de  M.  Fourrier 
sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  corps  solides ,  et  mon  Mé- 
moire «ur  ce  même  sujet  C*"),  contiennent  plusieurs  formules  de  cette 
espèce;  nous  citerons  seulement  les  deux  suivantes,  qui  sont  tirées  de  ce 
Mémoire ,  savoir  : 

f^  —  Tj  [^  sin. j-^ sin.  —^ j/a.  d<t , 

}      (8) 
fx  =  -j-J  ^S  COS. jf COS.  ~ j  fa,  d<t. 

Les  somgies  sont  toujours  prises  depuis  i  i=  i  jusqu'à  /  =  oo ,  et  les 

> 

(*)  Bulletin  de  la  Société  philonatique ,  juin  i8i;.  ^ 

JCVni/  Cahier.  H  h  h 
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intégrales  depuis  et  =:  o  jusqu'à  <lz=zï.  L'une  et  l'autre  de  ces  deux 
formules  représentent  la  fonction  fx ,  depuis  xz=lo  jusqu'à  x  z=z  // 

mais  la  première  suppose  qu'on  afxzzzo  quand  xzzzo  ,  tt  -  :  ^  z=z  o 
quand  x  z=z  I;  et  la  seconde ,  fx=zo  lorsque  xzzit ,  et         * 


pour  x=zo.  Pour  abréger  ;  nous  en  omettons  la  démonstration ,  qui 
est  facile  à  suppléer,  d'après  celle  que  nous  venons  de  développer  dans 
ie  n.^  précédent. 

[6.J  Si  l'on  prend  pour  /et,  une  fonction  telle  que  l'intégrale  relative 
à  CL  puisse  s'effectuer  par  les  moyens  connus ^  il  ne  restera  plus,  dans 
chacune  des  formules  précédentes ,  que  la  somme  indiquée  par  S,  dont 
la  valeur  se  trouvera  par  conséquent  déterminée  par  ces  équations.  Elles 
peuvent  donc  servir  à  la  sommation  des  suites  infinies  ;  mais  on  n'obtient 
de  cette  manière  que  des  séries  dont  les  sommes  sont  déjà  connues  par 
d'autres  procédés. 

Je  fais ,  par  exemple , 


c  w  m. 


fit  =  COS.  -— j —  ; 

r  étant  une  constante  quelconque.  £n  intégrant  depuis  ct=:o  jusqu'à 
jhzzzl ,  on  a 


/y  et  d  <t  "HZ 

/  Stn.  e  ir                                                     • 

i'ïï  A               cjra     , 

__    Ifc COS.  ÎT  scn.  ex—  i  »in. i t  cet.  ewj   ^ 

1         i/V^9*    ■"■    -■"""«  CX^  «. 

—                          -r  (c*  —  iV 

donc,  à  cause  de  sin.  i^zzzo,  cos.  r^xzzzf — j)\  la  secfonde  éq 
tipn  (7)  devient 

f— V  COS.  —^ —   ^ 


c  fr  X sin.  r  V  z  c  sin.  r  x    ^- 

C05.  "''— î — ^zn  ■ -  -+•  .    .w    2  ^ 


▼   X 


et  si  l'on  fait  — 7-  =  ft,  on  en  conclut 
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V  coi.  e  ( 

•     ,, 

C05.  0                     COS.  2  0 

cot.  3  9 

• 

f»      ' 

i  —  c*             4  —  c* 

9  —  c* 

Soit  de  même 

« 

fa,  z 

=  sin. 

r  AT  n 

• 

• 

427 


&c. 


nous  aurons ,  en  intégrant , 

/i  Tût      .        e^  m      ,               l  fi  co».  i  »  lift,  e-r  —  e  tin,  i  -r  cos.  e  -r) 
sin.  -^j-  sm.  -y-  i/<t  = ^^c'-iv • 

au  moyen  de  quoi ,  la  première  équation  (7)  devient 

_              ,                 / —  i/  /  sm.  — - — 
sm.  —7"  = 5 — 'S ^r^^yï 


d'où  Ion  tire 

T  sin.  r  9  sin.  (  2  sin.  l  9       .       ^  sin.  3  9 


2  sin.  c  9  i-^r*  "^4  —  c*  9  —  c» 


&C. 


Ces  deux  résultats  sont  dus  à  Eulèr ,  qui  les  a  trouvés  d*une  autre 
manière.  La  quantité  c  n'y  est  assujettie  à  aucune  restriction  ;  on  peut 
même  la  supposer  imaginaire ,  et  la  remplacer  par  c\/  —  i  ;  auquel 
cas 9  les  sommes  de  ces  séries  seront  exprimées  par  des  fonctions  ex<^ 
ponentielles  :  mais  Pangle  6  ne  doit  pas  être  plus  grand  que  ^,  puis- 
que ia  variable  x  devait  être  plus  petite  que  /.  Dans  la  première  série» 
on  peut  faire  6=i«7r;  mais  dans  ia  seconde,  cette  supposition  nest  pas 
permise  ;  ce  qui  tient  à  ce  que  ia  première  équation  (7)»  dont  la  valeur 
de  cette  série  est  déduite,  na  pas  lieu  pour  xz=zl ,  la  valeur  de  fx 
n'étant  pas  nulle  à  cette  limite.  Relativement  à  la  sommation  des  séries 
de  cette  forme  et  de  toutes  celles  qui  s  en  déduisent,  on  peut  voir  les 
Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  (5.*  partie,  S-  H;®),  «t  mon 
troisième  Mémoire  sur  les  Intégrales  définies,  imprime  dans  ce  volume. 

[7.]  En  transportant  le  zéro  des  valeurs  de  x  au  milieu  de  Tînter- 
vaiie  dans  lequel  la  fonction  de  cette  variable  doit  être  représentée,  les 

Hhh  2 
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formules  du  n.*  5  prendront  une  forme  différente ,  qu'il  est  bon  de 
connaître.  Pour  cela,  mettons  dans  lés  équations  ('7),-  2/,  ir-f-V,  «14-/, 
à  la  place  de  l ,  x,  <l  ;  faisons  f(x  -\-l)  z=z  Fx,  f(a,  -^l)  zzz  Fa; 
et  partageons  chacune  des  sommes  S  en  deux  parties ,  l'une  relative 
aux  valeurs  paires  de  / ,  l'autre  qui  se  rapporte  aux  nombres  impairs  : 
nous  trouverons  facilement  que  ces  équations  deviennent 


^ *  =y  r  ""•  ~r-  ""•  — r-J  ^*  -7~ 

_py  (s  COS.  JlLlll^  COS.  iii^JZll.)  /r*  JJL , 
r  X  :=zj  IS  COS.  — -. —  cos.  — ^ — 1  F (L     .   -tQ^ 

t 

n^    •        (li—ihx      .        C2J'^ijTtL\„      dût      .        I       Z*^      , 


(p) 


Les  sonnnes  £  s'étendent  toujours  depuis  i=:i  jusqu'à  i=roo;  mais 
les  intégrales  relatives  à  et  sont  prises  maintenant  depuis  a  r=:«—>/  jus- 
qu'à et  =  -H  /  :  l'une  ou  l'autre  de  ces  formules  représente  toutes  les 
valeurs  de  Fx,  depuis  xz=z  —  /  jusqu'à  x  =  •+•//  la  première  sup- 


pose Fx ,  et  la  seconde  — ^ ,  nulle  à  ces  deux  limites. 

Lorsque  la  fonction  F  sera  telle  que  l'on  ait  jF«t=/'^— «t^  pour 
toutes  les  valeurs  de  ct>  ces  deux  équations  se  réduiront  évidemment  à 

/•x  =  xj^ ^£  COS.  fJ jf COS.  -i jf- j  F^  -y-, 

Fx  zzz  ^y  (2  COS.  --7—-  COS.  —-y— )  /^^  -y-  *+v/^*  *T^  ^ 

et  quand  on  aura  /"et  =: — Z"^— *- ct^  aussi  pour  toutes  les  valeiin 
ctt  elles  deviendront 

r  «  =;  2  /  { S  sin.  — ^ —  sin,  — j — I  F*  —j-  ; 


\ 


\ 
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Fx=z  2j  \^  sin.  -î —^^ sin.  -î —^ J  Pct  —j- ; 

les  intégrales  relatives- à  cl»  dans  ces  quatre  formules,  étant  prises  seu- 
lement depuis  et  :£ro  jusqu'à  a=i/. 

[8.]  Maintenant/  Si*  fon  Veut  q^e  la  fonctioil  Fx  soit  représentée 
par  fune  de  ces  expressions,  pour  toutes  ieè  valeurs  réelles  de  x^  il 

faudra  supposer  la  quantité  /  infinie  ;  mais,  avant  de  faire  cette  suppo- 

^  .._..»■■         .... 

sition  particulière, laisdns  -p  =:iy  — j—  =u/  la  seconde  équation  (p) 
deviendra 


/';r  =  — /  ^S  côs.  a^x  to§.  àft}  h  FtL  /«fc 


\  ' 


■  '       t  '      ■  •       '    •  .  î 

la  variable  a  croîtra  par  la  diffêréhce'ConsfiOitè'i/  qu'on  peut  prendre 
aussi  petite  qu'on  voudra,  et  là  sommets,  qui  ^  rapporte , à  cette  va^ 
fulble,  s'étendra  toujours  depuiii  âx=^  ju^qa^à  ii 'ihâi)i.;Or,  si  fon 
suppose  /  infinie,  A  sera  infinimisnt  petite^rob  bi^n^mplacer^  donc  par 
da,  et  Ton  changera  la  somme  2  en  une  in^égraje-^rdinaire,  qui  devra 
être  prise  depuis  â=o  jusqu'à  azrz^i  suppriment. en  outre  ^h  par 

rapport  à  a^  et  le  terme  .^^-t-^^/Fa  dit^-xài  auirai  simplement 

Fx  =:  —  ff  cos.'a  (x ^-^dbjTFitJàJÀ)  (lo) 


fintégrale  relative  à  cl  ayant  pour  limites  —  ~  et  -f--^.  La  première 
équation  (p)  conduirait  de  là  m£mê  manière  à  ce  même  résultat. 

Pour  vérifier  cette  formule,  il  est  indispensable  dV  rétablir  Têxpo- 

nentielle  que  nous  avons  omise ,  et  de  Técrire  de  cètw  manière  : 

-  » 

Fx  r=:  — //  «"***  COS.  a/x  —  a,J  .  Fa  da  d«,  ; 
A  étant,  une  quantité  positive  qu'on  fera  égale  à  zéro  après  les  int^rai» 


> ,  ■•\  — 


,*.-» 
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tions.  Cest  $ouô  cette  forme  que  je  lai  présentée  dans  !e  Mémoire mr 
ia  Théorie  des  ondes ,  cité  au  commencement  de  celui-ci;  voici  en  peu 
de  mots,  la  démonstration  directe  que  fen  ai  donnée»  et  qui  est  fon- 
dée sur  les  mêmes  principes  que  celle  de. f équation  (.3)  [n»*"  4]- 

£n  intégrant  depuis  ^;=:  o.jusqWà;  4k;f=ifrii^^  et  oi>servdnt  ique  ia« 
posant  k  est  positjf,  on  a  ,.    ^ 


/ 


-via   •^.-,7 ^\J'^'\j^     *     '-^'^ 


^-^^  cos,  a  [x  —  <l)  dû 


"  *<•  H-  /x  -r  «;  *  '    • 

flOt».  ;      } 

la  formule  à  démontrer  devient  donc 

r,         ^__       I         /*  k    F    A  d  A 

Supposons  d'aI>ord  A^infiniroent  petit;  le  coefficient  de  da.  ie  sera  aussi 
pour  toutes  les  valeurs  de  et,  excepté  celles  qui  difierent  înfinllment  peu 
de  x^Si  don.c^hou$\ faisons  jr  =s.Xr4=^  v,  il  suffira  d'intégrer  depuis 
4i;z:ï?— ^jusqu^à  i*=^:rhp/?f-./3  ét^nt  une  quantité  pqsitive^.et  infinî- 
tmént  petite  ;  èntecceç  Hn3i*tes;»  ^n  poprra  regarder  F<l  coitime  invari^Me 
et  égaie  à  Fx:  ic^MC^nd  iTien)t>ré  de^  notre  équation  se  réduira  donc  i 


-  ^'^fw^^  "ri:  ^  ^''  h^  =  x).  'J^f^/ 


et  si  maintenant  on.  fait  izz:^^.,  iî  s)^ra  égal  i 


2 


arc  f  ta,ng.  zzz  cp J  •  Fx ,   pu  à  Fx; 


m 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

L'cqûation  (ip),  ainsi  que  toutes  les  autr^ts  formules  précédentes  1 
subsiste  pour  des  fonctions  discontinues  ;  ce  qui  est  un  grand  avantage 
dans  les  appRcaiio.ns  qu'on  en  peut  faire,  II  est  permis  de  supposer,  par 
exemple  ,  .que  Fx  n'a  de  valeurs  que  depuis  xzizc  jusqu'à  jr  =  c  ,  et 
qu'elle  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  tombent  hors  de  ces 
limites.  Dans  ce  cas,  il  suffira  de  prendre  l'intégrale  felative  kùu,  depuis 
itr=:c  jusqu'à  «in^  c  :  la  formule  (10)  donnera  Fx:::zo^  totftes  les  fois 


1 
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qu'on  prendra  pour  x ,  une  quantité  plus  grande  que  c*  ou  plus  petite 
que  c;  elle  donnera  la  véritable  valeur  de  cette  fonction,  lorsque  x  sera 
comprise  entre  ces  limites;  mais  il  est  à  remarquer  qu'on  n'en  déduira 
que  la  moitié  de  cette  valeur,  quand  on  fera  ;c  =r  ou  x  =r'.  En  efiet, 
dans  le  cas  de  x-zzzc.  par  exemple,  l'intégrale  relative  à  et,  que  nous 
venons    d'évaluer ,    ne  devra  être   prise   que    depuis    (t  s=:  c   jusqu'à 

Ar=r-+-^;  en  sorte  qu'elle  sera  égale  à  —/"r,  au  lieu  de  'tc  Fc, 
lorsqu'on  y  fera  Arr  o. 

Si  l'on  prend  pour  F fL  une  fonction  telle,  que  l'intégrale  relative  à  et 
puisse  s'effectuer  par  les  méthodes  connues,  l'équation  (lo)  ne  con- 
tiendra plus  que  l'intégrale  relative  à  a^  dont  elle  pourra  alors  servir  à 
déterminer  la  valeur  ;  mais  ce  procédé,  comme  celui  du  n."*  tf ,  ne  con- 
duit qu'à  des  résultats  à€]k  connus. 

Nous  allons  maintenant  résoudre  plusieurs  problèmes ,  dans  lesquels 
on  verra  l'usage  des  formules  de  l'espèce  de  celles  que  nous  venons  de 
trouver. 


h^eloppemeus  successifs  des  Courbes  planes. 

[^.]  Soit  une  portion  de  courbe  quelconque  AM B,  comprise  entre 
deux  droites  parallèles  que  nous  supposerons  horizontales  pour  fixer 
les  idées.  Supposons  cette  courbe  tangente  en  ^  à  ta  droite  inférieure» 
et  perpendiculaire  ta  B  à  la  parallèle  supérieure;  imaginons  qu'on  la 
développe  en  commençant  par  son  extrémité  B  ;  on  engendrer*  une 
'  portion  de  courbe  B  N  A' ,  tangente  en  ^  à  la  droite  supérieure  ,  et 
perpendiculaire  en  A\  k  la  droite  inférieure;  développons  de  même 
B N A'  en  commençant  par  l'extrémité  A',  ce  qui  engendrera  une  por- 
tion de  courbe  A'  M'  B\  tangente  en  A'  k\z,  parallèle  inférieure  ,  et 
perpendiculaire  eh  B^  à  la  droite  supérieure;  développons  encore  celiecir 
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en  commençant  par  i'extrémîté  B\'  et  ainsi  de  suite  (*)  :  on  demande  ae 
déterminer  la  nature  de  la  développée  d'un  rang  quelconque»  d après 
celle  de  la  première  courbe  donnée  A  M  B. 

Par  le  point  quelconque  M  .de  cette  prenfiîère  courbe ,  menons-Iuî 
la  tangente  T  MN  c^\  coupe  la  seconde  courbe  au  point  /V,  et  la  pa- 
rallèle inférieure  au  point/T';  par  le  point  N,  menons  de  même  une  tan- 
gente XN M'  à  la  seconde  courbe ,  qui  coupe  la  troisième  en  M'  et  la 
parallèle  supérieure  en  X;  par  le  point  M' ,  menons  encore  la  tangente 
T*  M'  N'  à  la  troisième  courbe  ,  qui  coupe  la  quatrième  en  N\  et  la 
parallèle  inférieure  en  T' ;  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  de  cette  manière 
une  suite  de  droites  qui  seront  »  par  la  nature  des  développées,  alterna- 
tivement perpendiculaires  et  parallèles  entre  elles ,  puisque  chaque  tan- 
gente à  Tune  des  courbes  sera  normale  à  la  courbe  suivante. 

Considérons  d  abord  les  courbes  de  rang  impair  ;  disons  les  arcs  de 
ces  courbes  A  M zzis,  A' M'zizs^ ,  A"  M"  =  s^ ,  &c.  ;  désignons  par 
^z  '*.»  ''i»  &c.,  leurs  rayons  de  courbure  aux  points  M ,  M\  Af* ,  &c.; 
et  par  v  finclinaison  commune  de  leurs  tangentes  parallèles  T MN, 
T  M'  N\  T'  M"N\  &c.,  sur  l'horizontale  inférieure  ;  en  sorte  qu'on 
ait  vz=:ang.NTA\  =nng.  N' T  A\  zziang.  N^T" A'\  &c. 

Relativement  aux  courbes  de  rang  pair,  faisons  de  même  leurs  arcs 
BNzz^ar,  B'N'  =:(r,  ^  B" N" '=:(r^^  &c.  ;  représentons  par  /.  /,, 
f^ ,  &c. ,  leurs  rayons  de  courbure  aux  points  N ,  N\  N"^  Sec.  ;  et  soit 
enfin  u  l'inclinaison  commune  des  tangentes  XNM' ,  X'  N' M^,  &c., 
sur  l'horizontale  supérieure  ;  de  manière  qu'on  ait  u  =  ang.  M'  X  S, 
=:  ang.  M"  X'  B* ,  &c.  Ces  tangentes  étant  perpendiculaires  à  celles 

des  courbes  de  rang  impair  ,  on  aura  ir  -h  r  =:  —  ,  *7r  désignant  à 

l'ordinaire  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

D'après  ces  notations ,  i  «  et  r^^  appartiendront  à  la  courbe  du  rang 
impair,  marqué  par   2/1  h-  i  ;  (t.  et  /«>  à  la  courbe  du  rang  pair, 

■  \^ 

^^)  C  tte  indication  suffit  pour  qu*on  puisse  aisément  construire  la  figure. 
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marqué  par  m -H  i.  Par  les  propriétés  connues  «les  rayons  de  cour- 
bure, nous  aurons,  dans  chacune  de  ces  deux  courbes, 

Js„  i^  r„dv,       do-,  =r  f„ 
et  pour  lier  les  courbes  de  rang  pair  à  celles  de  rang  impair ,  on  aura 
aussi 

dr,^,    =  —  dff,  =.  —  fndu; 

donc,  à  cause  de  u-=.— i*.  qui  donne  </tf=—*/v,  il  en  résultera 

,/r,^,   =  /,  dv:  (a) 

d'ott  l'on  tire,  en  différenciant  par  rapport  à  v ,  et  éliminant  <//,, 
^'  r,^,   -4-  r,  âv'  =  o.  (b) 

Telle  est  donc  l'équation  qui  devra  nous  servir  à  déterminer  r,  en 
fonction  de  i'  et  de  l'indice  «/  l'équation  précédente  fera  ensuite  con-: 
naître  la  valeur  de  f„,  et  le  problème  sera  résolu. 

[lO.]  L'équation  (b)  est,  comme  on  voit,  aux  différences  mêlées, 
finies  par  rapport  à  n,  et  infiniment  petites  par  rapport  à  v  ;  or,  toute 
équation  de  celte  espèce  équivaut  à  un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires ,  dont  elle  est  le  type  général ,  et  qui  s'en  déduiraient  en  y 
mettant  successivement  pour  n  la  suite  des  nombres  naturels.  Dans  le 
cas  présent,  ces  équations  sont  linéaires  et  à  coefficiens  constans;  leurs 
intégrales  seront  donc  composées  de  termes  de  la  forme  : 

r,  :z=z  Ag  COS.  V  fi,  ~\-  B„  sin.  v  j,  ;  ' 

A,,  B,,  (7,  étant  des  quantités  indépendantes  de  v,  qui  peuvent  être 
réelles  ou  imaginaires,  et  dépendre  de  n  d'une  manière  quelconque.  On 
aura  en  inême  temps 

J"»'i  cj.„b,'^^.  rz=  A„^,  COS.  va, ^,  -f-  fi»+.  &\n.va,^,  ; 
XVW.*  Cahier.  lii 
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substituant  ces  valeurs  de  r,r  et  r„^^  dans  Téquatîon  (b) ,  il  est  d'abord 
évident  que  pour  qu  elle  puisse  devenir  identique ,  il  feut  qu'on  ait 
a„^,  =^a„;  en  sorte  que  û^  est  une  quantité  indépendante  de  n,  que 
nous  représenterons  par  c.  Cela  étant,  si  fon  égale  entre  eux,  après 
'cette  substitution,  ies  <:oefiîcîens  de,côs.  ç9  et  ceiix  de  sin.  cv,  on  a 


r*  Aff^,  —  A  fi ,      c*  ^jf-4,1   —  ^«' 


équations  aux  différences  finies  dont  les  intégrales  sont 

Aj,  :==  A  --77- 1  '    B^  =:  ^rrnr'î 

...       _     .   •     .     ■         «  ■         • 

A  et  5  étant  les  constantes  arbitraires.  Les  différens  termes  de  la  valeur 
de  r,  seront  donc  de  la  forme  : 

A        .  •       B 

par  conséquent  nous  aurons,  pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (b), 

^n  =  3:(-^^  sin.  r y  ^  -^  cos.  cv)  î 


la  caractéristique  S  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  A»  B  et  V,  soît  réelles,  soit  imaginaires. 
D'après  l'équation  (a),  l'expression  correspondante  de  /»  sera 

/*  ^^l;;'^Z7^  COS.  cv j^  sin.  cv)  ; 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver .  les  valeurs  de  -4  /  5  «t  r  ^  qui  «<* 
encore  indéterminées*  : 

Or ,  dans  toutes  les  courbes  de  rang  impair ,  excepté  la  j^mière 
courbe  AMB  ^  le  rayon  de  la  développée  est  évidemment'  nul  aax 
extrémités  i^V-^"/  &c.,  qui  répondent  à  yzzîô  :  en  excluant  doncfc 
cas  de  i#=:o,  ou  le  rayon  r,  on  aura  r,  =  o  pour  cette  valeur  de  r; 
ce  qui  exige  que  le  têrraç  ^J^pend^nt  de  c&tt.  çt  Jîsparai^serdans  ta- 
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<  ,  •  . .  .    .  *      ^  ■ 

pression  de  r„,  ou  que  la  quairtité  B  soît  égale  à  zéro;  au  moyen  de 
quoi  t  les  deux  formules'^précédentes  se  réduisent  à 

A  '  A     ' 

^n  —  S  -j^nr  sin.  c  v ,     >,  =  X    ^,,v.    c«-  <•  ^- 

Dans  les  courbes  de  rang  pair,  sans  aucune  exception,  le  rayon^'dfe  la 
développée  est  nui  aux  extrémités  supérieures  B ,  B' i  B",  &c.  ,  qui 

répondent  à  wnzo  ou  v=:  —  ;  égalant  donc  à  zéro  la  valeur  de  /„ 

relative  à  cette  valeur  de  Vi  oh  aura 


X.A^  .     c  V     . 

>^,^,    cos.  -^—t-  =  a  ; 


et  comme  cette  série  doit  être  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  ///il 
faut  que  chacun  de  ces  termes  soit  séparément  ég^  à  zéro  :  doù  Ton 

conclut  cos.  -7 —  =  o  ,  et  par  conséquent  csx/iî— r,  i  étant  un 

^nom^r^  entier  quelconque, §;.qu!II  sera  permis  de  supposer  positif.  La 
quantité  ^  peut  dépfeQdre.di»^/^  ce  .que  nous  indiquerons  eh  la  rem*- 
plaçant  par  A'^  ;  de  cette  manières  nous  aurons 

''•  =  ^7Iîlb7^  sim^2/-.i>,     /^  =  S^^.J^^,    cos>(^^i~i>; 

les  sommes  S  s'étendant  à  toutes*  les-râféurs  entières  et  positives  de  /, 
depuis  /=!  jusqua  inz-^.         .    ^ 

Maintenant  supposons  que  le  rayon  de  courbure  de  la  première 
courbe  de  rang  pair  soit  donné  en  ionction  de  v,  et  soit  /  =yv/  en 
disant  //=:o  dans  la  valeur  générale  de  f^,  on  aura 

fvz=zJt — r-^- — .  cos; /2i— I  ^y. 

Or  ,  si  ion  fart  /irr-j-'Tr,  a'=;=>,  dans  la  seconde  équation  (8)  du 
^n.**  5 ,  et  si  Ton  intervertit  Tordre  des  caractéristiques /et  S,  elle  devient 

fy=z-^Ji[fcos.{2i-^i)eL./a.ii(t]cos.{zi--iJy; 

lii  2 


*        .  ( 
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donc,  pour  faire  coïncider  lexpressîon  précédente  de/V  avéc  celles! , 
il  faudra  prendre 

!^/=:  —  ^^^—  i^/cos.  ^2/—  i^cL./ct  d4^  ; 

par  .conséquent  les  valeurs  de  r,  et  /«  deviendront 

4^r/'  •.  1  r-         I       1         COS.  ^21; —  I^  V        • 

/,  =  -J-  X  [/cos.  f2,—  ija.  ./>  ^a]     ^^  ;._,/.     ' 

les  intégrales  relatives  à  et  étant  prises  depuis  ùuzzzo  jusqu'à  ùuzz^-î-Tr. 
Comme  une  courbe  peut  être  censée  connue ,  lorsque  Ton  a  trouvé 
l'expression  de  son  rayon  de  courbure,  il  en  résulte  que  ces  deux  for- 
mules renferment  la  solution  complète  du  problème  que  nous  nous 
étions  proposé  de  résoudre. 

[il].  Le  rayon  /  n'est  pas  immédiatement  donné;  mais  sa  valesr 
peut  se  déduire  de  celle  duraypn  r^  qui  appartient  à  la  courbe  arbi- 
traire A  MB,  et  qui  n'est  pas  contenue  dans  là  valeur  générale  de  r^. 
Pour  cela,  nous  avons  Jf=z — rJv;  supposant  donc  qu'on  ait  rzzzFf, 
on  en  conclura 

f=zfvz=z  — fF/vJp; 

l'intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  quand  yzzz-^'^. 

En  mettant  cl  à  la  place  dé  v>  on  aura  dfduzz:. — F<Ld<L  ;  et  il  sera 
aisé  d'introduire  la  fonction  Fë.  à  la  place  de  fa. ,  dans  les  formules 
précédentes.  En  effet,  en  intégrant  par  parties ,  depuis  fiLz=o  jusqu'à 
^=4— TT,  et  observant  que /et  =0  à  la  seconde  limite,  on  aura 

/  COS.  (x  i  -—  i)a  .ffL  d(L  = /^'"°       i~i  •  ^^  ^*  * 

je  substitue  cette  valeur  dans  nos  deux  formules;  en  même  temps,  je 
mets  dans  la  seconde  —-tc — u  à  la  place  de  y,  et  {—ij'"'  au  lieu  dt 


I 

j 
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sîn.  'jr{^i — ij  ^  i  elles  deviennent 

r,  =  ^  S  [/sin.  ^2  $^iJ<L.  Fa.  d<t]     ^^\_,j^n    > 

fM  =  ir  ^[/^'^^  (2i---lJ<t  .  Fct  Jet]  f^,j^^f^^,j^^.  >     . 

.[12].  Pour  plus  de  clarté,  nous  a?tfto  distingué  jusqu'ici  les  courbes 
de  rang  pair  et  celles  de  rang  impair;  mais  à  présent  nous  pouvons 
comprendre  dans  une.  même  formule  cette  valeur  de  ^„  et  celle  de 
fg.  Désignons  en  général  par  m  le  rang  d'une  courBe  quelconque, 
compté  de  la  courbe.  BNA'f  en  sorte  que  »=  i  se  rapporte  à 
BNA\  m=z2  à  A'AÎ'B's  nt  =  i  à  B'N'A",  &c.;  soit  R  le  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  de  cette  w.™^  courbé;  appelons ô 
fanglë  correspondant  au  même  point,  que  nous  avions  représenté  par  k 
dans  les  courbes  impaires ,  et  pai*  u  dans  les  courbes  paires  :  quel  que 
soit  le  nombre  771 ,  nous  aurons  ^     .. 

n  4     '^  r  y    •        /    '  i  f-»        f     T     sîn. /2Î—  tji 

Afin  de  mieux  connaître  cette  courbe ,  bti  peut  désirer  de  la  rap- 
porter aux  coordonnées  ordinaires;  soient  donc  x  et  ^  celles  du 'point 
quelconque  que  Ton  considère  ;  nous  fixerons  leur  origine  à  1  extrémité 
de  la  courbe  où  le  rayon  R  est  nul,  et  où  Ion  a  Gzno;  Jes  abscisses 
^  se  compteront  sur  là  droite  horizontale  menée  par  ce  point,  et  les 
ordonnées  y  seront  perpendiculaires  à  cette  droite  :  désignant  en  outre 
par  ds  l'élément  de  la  courbe  ,  nous  aurons 

dx  zizcos.^.ds ,     dy  =z  sin.  ^.ds,     ds=z  Rd^  , 

et  par  conséquent 

dx=,RcosA.d^,     dyzzzRsinA.d^i 

substituant  donc  pour  /?  sa  valeur  précédente  ,   intégrant  ensuite  par 
rapport  à  6,  et  déterminant  les  constantes  de  manière  qu'on  ait  xrn:  6 
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et  ^=0,  quand  ôzzro,  on  trouve 


-^  S  [/sin.  (^z/-~i>,Fcc^ct][  ,y;  _  ,;  ^_,;  (^o«  ^2  i  -  1;- J ' 


Dans  chacune  de  ces  deux^^flltles ,  le  premier  terme,  qui  répond  i 
i  1=  I ,  se  présente  sous  la  forme  -f'  ;  en  en  déterminant  la  vraie  valeur 
par  la  règle  ordinaire,  on  le  trouve  égal  à 

(^I    —  CÔSr    2  Ô//Sîn.   flt.    •    Ffltr  ^fit  , 

".  .  •  ■  • 

dans  la  première  série,  et  à 


(%%  —  sin.  26^  y  sin.  du  .  F  (t  d  (L^ 

dans  la  seconde.  L'intégrale  que  ces  deux  quantités  renferment  nest 
autre  chose  que  1  ordonnée  de  lextrémité  B  de  la  courbe  AMBf  ou 
la  distance  mutuelle  des  deu)r  parallèles  entre  lesquelles  toutes  ces  dé- 
veloppées sont  comprises  ;  distance  que  nous  représenterons  par  a^  £n 
efFetj  relativement  à  cette  courbe-,  on  a 

/?  =:  F8    et    1/^  =  sin.  6  .  -Ffl  ^/ô  ; 

l'intégrale /sin.  O./'ô  JO,  prise  depuis  ômo  jusqu^à  ô  =  -f-'?r,  don- 
nera donc  la  valeur  de  cette  ordonnée  ;  donc ,  en  mettant  et  à  la  place 
de  d,  et  conservant  les  mêmes  limites  dwnzo  et  ct.r=-7^'^i  ^^  ^^ra 

N. 

/sin.  (L  .  F <L  d<L  zi^  a. 

D'après  cela,  si  nous  séparons  le  premier  terme  du  rcstç  de  la  série, 
dans  les  valeurs  de  /?j  x  et  ;^,  et  que  nous  mettions,  dans  ce  reste, 
i  -+- 1  à  la  place  de  i ,  nous  aurons  définitivement 

n  -4^      •       A.       4^ri*«       r*.       \        r?     J   1     ""•  C^  /  -4-  f^  J 

Jî  =  -^  »in.  « rt- -J- X [/su>-  (it-t-iJa..FA<l<t]  Y^jtyï^p.y . 


i 


r 
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r  =  —  { i  —  COS.  a  ^J 

■  jj-t-i — icot.tCi't'iJi—Ci-t-iJcoi.iii  • 


^■^-^(^aÔ  —  sin.26; 

»      '"'        '  ^  -'  L  '  (^'  -*-  t^  ^ — tj"  {^'  -t-  i^"  J 

ei  les  sommes  £  s'étenJront  toujours  depuis  i=i  jusqu'à  iizioo. 

Dans  toutes  ies  courbes  que  nous  considérons ,  i'ordonnée  de  iex- 
Irémité  qui  répond  à  Û^-f-'ir  est  ia  même  ei  égaie  à  a;  et  en  effet, 
pour  cette  valeur  de  â ,  tous  les  termes  de  la  somme  S  que  l'expression 
de  y  renferme,  deviennent  nuls,  et  l'on  a.  yzzia ,  quel  que  soit  m;  ce 
qui  fournit  une  vérification  de  notre  analyse. 

[13-]  A  mesure  que  w  augmente,  les  différens  termes  des  séries 
contenues  dans  ces  trois  formules  ,  diminuent  indéfiniment  ;  les  séries 
s'approchent  de  plus  en  plus  d'être  égales  à  zéro  ;  et  si  l'on  suppose 
m  infini ,  elles  s'évanouissent  en  entier  ;  en  sorte  qu'à  cette  limite  les 
formules  se  réduisent  à. 


.e,  x=—(, 


;.  _y  =  — ^20-sin.: 


W 


Les  courbes  qui  se  dédiiisent  les  unes  des  autres  par  des  développemens 
successifs,  et  qui  sont  toujours  contenues  entre  deux  droites  parallèles, 
tendent  donc  continuellement  vers  une  forme  consiaïue,  qu'elles  ne 
peuvent  atteindre  qu'après  un  nombre  infini  de  développemens  ,  mais 
dont  elles  diffèrent  d'autant  moins  que  ce  noinbre  est  plus  grand.  Cette 
courbe  limite  est  celle  qui  répond  aux  équations  (c) ,  et  ii  est  aisé  de 
reconnaître  qu'elle  est  une  demi-cycloïde  dont  la  base  est  perpendiculaire 
aux  deux  parallèles,  et  égale,  pour  la  cycloïde  entière,  au  double  de  leur 
distance  mutuelle.  En  effet,  si  l'on  élimine  ô  entre  les  valeurs  de  x  et 
de^,  que  l'on  différencie  ensuite,  et  que  l'on  fasse  —  =  i,  on  trouve 
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'J       -,  X  d  X 

J^quatîon  différentielle  d'une  cycloïde  qui  a  sa  base  sur  l'axe  dés  j^,  et 
le  rayon  de  son  cercle  générateur  égal  k  b;  ce  qui  suppose  sa  base 
égale  k  zvrb  ou  k  2  a. 

Ce  théorème  remarquable  est  dû  à  Jean  Bernouilli ,  qui  l'a  donné 
sans  démonstration  ;  on  [ç  trouve  dans  le  tome  IV  de  ses  Œuvres  :  mais 
Euler  est  le  premier  qui  i  ait  démontré  (*).  M.  L^egendre  en  a  donné  une 
démonstration  plus  simple,  à  la  fin  de  la  VI/  partiç  de  ses  Exercices  de 
Calcul  intégral.  On  trouve  aussi  dans  les  manuscrits  de  Lagrangè,  dé* 
posés  à  la  bibliothèque  de  l'Institut ,  un  Mémoire  assez  étendu  sur  ce 
sujet ,  que  l'auteur  paroît  avoir  lu  à  l'Académie  de  Berlin ,  mais  qu  il  n'a 
point  fait  imprimer.  La  démonstration  qui  résulté  de  l'analyse  précé- 
dente, est,  ce  me  semble,  la  plus  directe;  car  il  est  évident,  à  priori, 
^ue  la  quesdoii  dépend  d'une  équation  aux  différences  mêlées,  et  qu'elle 
se  réduit  à  examiner  ce  que  devient  son  intégrale,  quand  on  suppose 
infini  le  nombre  variable  qui  marque  le  rang  des  développées  suc-- 
cessives*  , 

[14.]  Le  rayon  de  courbure  de  chaque  développée  se  déduit,  par 
l'intégration^  de  celui  de  la  développée  précédente;  en  allant,  de  proche 
en  proche,  on  pourra  donc  conclure  le  rayon  d'une  courbe  d'un  rang 
quelconque,  de  celui  de  la  première  courbe  A  MB;  et  si  le^  intégra- 
tions successives  peuvent  toutes  s'effectuer  par  les  méthodes  connues, 
la  valeur  qu'on  obtiendra,  étant  substituée  à  la  place  de  R  dans  la  for*' 
mule  générale  du  n.""  12,  servira  à  déterminer  la  sonrme  S' que  cette 
formule*  renferme.  Quoique  ce  procédé  pour  la  sommation  des  séries 
ne  conduise  qu'à  des  résultats  connus  par  des  moyens  plûâ  directs,  il 
ne  sera  pas  inutile  den  faire  ici  l'application  à  un' exemple.  Le  plus- 
simple  que  nous  puissions  choisir  est  de  supposer  que  A  MB  soit  un 


':  (t|  Mémoires  de  l'Académie  de  Pétersbpurg,  aonée  1764* 
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quart  de  cercle  ;  son  rayon  sera  égal  à  la  distance  mutuelle  des  deux 
parallèles,  que  nous  avons  représentée  par  a;  en  conservant  les  nota- 
tions du  n.""  p,  nous  aurons  donc  d  abord  rz=La^  et  ensuite 

d  f  =z^  rdv ,  /=  a('\-^  —  v)  , 

d  r  ^  ^=1  —  j>^duz=if^dv,        r»  =  i"Y-/^^^ — i-Trv'-HvV/ 

-*  4 

t  ' 


240 

I 


&c.  ,  &c.  ; 


720 

il     «i  1     .. 


I  . 


î-    V,,,     .   •     ^ 


OÙ  l'on  a  pris  les  intégrales  qui  donnant  leJ  valeurs  de  /»  f,;f^^8cc.! 
de  manière  quelles  s'évanouissent  quand  vz:::z-^vc^  et  celles  qui  déter-^ 
minent  r, ,  r^,  r^,  &c.,  de  manière  quelles  soient  nulles  lorsque  v=:o. 

II  faudra  en  même  temps  ftire  Fdurzza  dans  l'expression  de  /?; 
intégrant  alors  depuis. cl zrro  jusqu'à  ît*r±:4-*Vota  aura  '* 


.  t 


Asîn.  ^2  /  -t-  îj  (L   .  /'flL  </flL 


21 


et  par  conséquent, 

Cet^e  formule  représentera  les  .valeurs  de  fr.Jif  /»»  AS*»*^f  X 
faisant  Srz^-f-'Tr  — v,  et  successivement  nif=i,  3»  5,  &c.  ;  elle  èxprir 
mera  celles  de  r, ,  r^,  r. ,  &Ct,  en  y  faisant  ôz=V/  et  mettant  succcst 
sivement  pour  m,  les-  nçmbres  pairs  2,  ^9  6^  &c.  Réciproquement^ 
ces  valeurs  étant  connues  »  la  formule  servira  à  déterminer  la  somme  ^è 

XVI H,*  Cahier.  Kkk 
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la  série  qu  elle  contient  ;  aioii  l'on  connaîtra  »  de  cette  mamère  •  la 
somme  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

îi  étant  un  nombre  entier  quelconque  ;  mais  on  ne  devra  pas  oublier 
que  l'équation  qui  les  détermine  n^a  lieu  que  pour  les  vateiirs  de  v 
comprises  depuis  v=zo  jusqu'à  v=~*7r.  Toutes  ces  séries  sont  déjà 
connues  par  différentes  méthodes  ;  el  si  i  on  Veut,  leurs  valeurs  peuvent 
se  déduire  de  celles  des  séries  du  n.^  6. 

•  ,  ^  ■  ■  •  * 

Si  le  nombre  m  est  assez  granJpour  qu'on  puisse  négliger  la  série  con- 
tenue dahs  r^quation  (d)^  ce  qui  revient  à  supposer  que  la  développée 
dont  m  marque  le  rang»  se  confond  sensiblement  avec  la  cycloïde  ;  et  en 
même  teinp^  si  fon  feît  ft  t:  o ,  cest-à^lîr*,  v=-J"'^  ^^  icro ,  selon  que 
m  est  pair  ou  impair  :  cette  équation  (d)  ne  contiendra  plus  que  la  quan- 
tité TT  ;  en  sorte  qu'elle  pourra  servir  à  calculer  le  rapport  approché  de 
la  circonférence  ad* diamètre.  Cest  à  cet  usa^  que  Jeafi  Sernouitli  ^m^ 
ployait. d<m  théorème;  ^  aara&  pu  atxssi  ie  feire  servir  à  calculer  le 
sinus  et  le  cosinus  de  Tangte  quekonque  v^^  en  supposant  connue  la 
valeur  de  ic.  Mais  ces  méthodes»  dpnt  il  est  difi^cile  d  apprécier  ie  degré 
d'approximation ,  ne  peuvent  être  présentement  que  des  objets  de  pui6 
curiosité  I  sur  lesquels  il  serait  superflu  d'insister  davantage. 


Mouvement  d'une  Corde  vibrante  cotnposie  de  deux  parties  de  matières 

•    diffitetttes. 

{l5-l  Ia  eordie  que  nous  côtisidérons  est  attachée  par  ses  extremis 
\  deux  points  fixes  ;  dans  Tétat  d^éqùilibre  »  elle  est  tendue  suivant  sa 
iûnguéiir»  par  une  force  connue  et  équivalente  à  un  poids  P;  on  fa  sup- 
pose parfaitement  flexible  et  tant  soit  peu  extensible»  ce  qui  permet 
de  l'écarter  de  la  direction  rectifigne/  et  de  lui  faire  prendre  la  figuit 


d'une  courbe  quelconque;  on  lahajndonitQ  ensuite  à  elle-même,  en 
imprimant,  pour  plus  de  généralités  dts  vitesses  cojnDÎiCSÀ  tous  ses  points. 
Le  problème  que  Ton  se  propose  de  résoudre,  consiste  à  déterminer  les 
lois  de  ses  vibrations  de  part  et  4'âytfe  de;  ia  droite  qui  joint  ses  deux 
extrémités,  et  la  courbe  qu  elle  forme  à  un  instant  quelconque. 

Soit  m  un  point  quelconque  de  la  corde ,  appartenant  à  Tune  ou  à 
Tairtre  des  deux  parties  qui  la  composent  ;  au  bout  du  temps  /  écôu4é 
depuis  Torigine  du'  mouvement ,  désignons  par  y  çt  z  ses  coordonnées 
perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  les  deux  bouts  de  la  corde,  et  par 
/son  abscisse,  comptée  sur  cette  droite,  à  partir  de  Tunç  de  ses  deux 
extrémités;  et  pour  définir  le  point  m  que  nous  considérons,  supposofis 
que  dans  Tétat  d'équilibre ,  sa  distance  à  cette,  mime  extrémité  était  x  ; 
en  sorte  qu'on  avait  alors  x^=ix,  y=:o^  Z^^^9*  ^^  hout  du  même 
temps  ir,  représentons  par  T  la  tension  de  la  corde  au  point  m,  laquelle 
tension  peut^ varier  avec  le  temps^  et. aussi  d'um  point  à  un  autre;  c'est- 
à-dire  que  T  est  une  fonction  inconnue  de  /  et  x.  Qomme  cette  force 
est  tangente  à  la  courbe,  ses  composantes  parallèles  aux  .axes  des  coor- 
données, seront 


ds  étant  l'élément  de  la  courbe;  de  sorte  quon  ait 


'  t 


as  -zzz  dx'  -[/'(i  -{-p* -^q^), 
en  faisant,  pour  abréger, 

.  #1 

dy  dt 

^Relativement  à  un  point  infiniment  voisin  de  m ,  ces  composantes  aug- 
:nîenteront;  de  leurs  différentielles  pçr  rapport  A  x ,  et  deviendront 


d 


rd    X'_  \  -r    *        ^.        .     - 


(r4r-) 


ds     -^-  ^.x  .-^' 


.) 


*      ■« 


Kkk  X 


f 


d  s  '  u  ^ 

as  d  X 

m 

or ,  81  l'on  fait  abstraction  Je  la  pesanteur  et  de  toute  autre  force  accé- 
I^ésatrice  ,  Taccroissement  de  chacune  de  ces  forces  exprimera  ia  force 
motrice  suivant  chaque  axe  ,  de  l'élément  de  la  corde  qui  répond  au 
point  m;  donc,  en  désignant  par  E  l'épaisseur  de  la  corde  en  ce  point, 
ou  mieux,  le  produit  de  son  épaisseur  et  de  sa  densité  »  on.aura  pour  les 
trois  équations  du  mouvement , 


<{T^) 


rf» 


d  X  •=:  ■■       ;  -  E  ds , 


d  X  d  t 

dy 


^(  T^)  • 


dxz=i  -^^Eds, 


d»  ""  —      dt 


^(^4f) 


dx=z  Jl±^Eds, 


dx  d  t* 

f 

A  raison  de  rextensibilité  de  la  corde,  la  quantité  E  peut  varier 

■ 

pendant  le  mouvement;  mais  la  masse  Eds  d'un  élément  quelconque  doit 
demeurer  constante  et  égale  à  ce  qu'elle  était  dans  l'état  d^équîlibre  :  appe- 
lant donc  e  l'épaisseur  primitive  de  la  corde  au  point  m  qui  répond  à 
l'abscisse  x ,  nous  aurons  Edszzzedx ;  ce  qui  change  les  équations  du 
mouvement  en  celles-ci  : 

...  _At^) 

d  t^  •  €  d  X 


^(^4f) 


i.,  '\'-7TI  )  (a) 


rf  r*  e  d  Jt 


4^^) 


d  t*  e  d  n 


•  0 
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L  extension  de  chaque  élément  de  la  corde  dépend  évidemment  de  la  ten. 
sîon  qu'il  éprouve;  ainsi  la  longueur  de  Iclément  qui  répond  au  poinjt  m 
était  i/x  dans  l'état  d'équilibre,  pt  il  était  fournis  à  une  tension  P;  au 
bçut  du  temps  t,  sa  longueur  est  devenue  Js,  et  il  éprouve  une  tension 
T;  le  rapport  de  Js  k  dx  doit  donc  être  une  certaine  fonction  du 
rapport  de  T  k  P;  et  réciproquement  on  peut  supposer 

/désignant  une  fonction  qui  sera  censée  donnée*  En  substituant  cette 
valeur  de  T  dan§  les  équations  (a) ,  elles  seront  ensuite  en  nombre  suf- 
fisant pour  déterminer  x\  y  et  2  en  fonctions,  de  x'  et  de  /. 

[16].  Afin  de  pouvoir  intégrer  ces  équations  ,  il  est  nécessaire  de 
restreindre  par  quelques  hypothèses  la  généralité  de  la  question.  Nous 
supposerons  donc ,  avec  tous  Iç^  géomètres  qui  se  sont  occupés  du  pro- 
blème des  cordes  vibrantes,  i.^  que  les  points  de  la  corde  s'écartent 
très-peu  de  leurs  positions  d'équilibre  ;  et  faisant  xz=:x'^^u^  nous  regar- 
derons u,  ainsi  que/  et  ^,  comme  de  très-petites  quantités,  dont  nous 
négligerons  les  carrés  et  les  produits  ;  i.""  que  dans  toute  la  longueur  de 
la  corde,  la  tangente  à  la  courbe  qu'elle  forme  est  toujours  très -peu 
inclinée  sur  Taxe  des  x;  en  sorte  que^  et  q  sont  aussi  des  quantités 
très-petites  ,  dont  nous  négligerons^de  même-  les  puissances  supérieures 
à  la  première.  De  cette  manière,  nous  aurons  simplement 

ds=zdx'z=:dx^du     et      Tz=:i  Pf{i^  ^). 

Dans  l'état  d'équilibre,   on  a  du=:o  et  TzziP;  si  donc  on  développe^ 
y  f  I  H — j^j  suivant  les  puissances  de  -7^*  k  premier  terme  sera 

égal  à  l'unité  ;  et  en  négligeant  le  carré  de  -^ —  9  ^^  ^^^ 

d  u 


^('+v4f)  = 


m 

y  étant  un.  coefficient  constant  dont  la  valeur  est  donnée  pour  cha- 
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cune  des  deux  parties  de  fa  corde.  Ce  coefficient  est  toujours  positif , 
par«e  qu'une  dilatation  des  élémens  de  ia  corde ,  ou^une  valeur  positivé 
de  du,  suppose  une  augmentation  de  la  tension  T.  Sa  valeur  se  déter^ 
raine  par  iexpérience  ;  et  pour  une  corde  d'une  matière  et  d'un  diamèt|^. 
quelconques ,  elle  se  conclut  de  i  extension  ou  de  la  contraction  totale 
que  la  corde  éprouve,  lorsqu  pn  augmente  «ou  qu^on  diminue  là  tension 
d'une  quantité  connue  (*). 

Si  Ion  substitue  ces  valeurs  de  Js,  dx'  et  3" dans  les  équations  (a) » 
et  qu'on  néglige  les  produits  des  quantités  regardées  comme  très-petites , 
ces  équations  deviennent 

rf*  1/    Py      d*  u  d^  y   P     d^  y  d*  i  ^      ^*  î    . 

d  r»  "7        d  X*    '      d  t^  T"   d  X»    '       d  t*  1      d  *»    * 

et  maintenant  ,  à  cause  de  la  séparation  des  variables  a ,  y  et  z  »  on 
pourra  considérer  isolément  les  oscillations  dans  le  sens  de  chaque  coor- 
donnée. Les  équations  en  /  et  en  j  étant  exactement  les  mêmes,  on  ne 
s'occupera  que  de  l'une  d'elles,  de  l'équation  en  y,  par  exemple.  Quant 
à  Téq^ation  en  u ,  elle  diffère  des  deux  autres  par  le  facteur  y  de  son 
second  membre  ,  lequel*  influe  sur  la  durée  des  vibrations  ;  de*$orte 
que  ,  dans  une  même  corde ,  cette  durée  n'est  pas  la  même  pour  les 
vibrations  longitudinales  et  pmir  les  vibrations  transversales .:  mais 
quand  on  aura  trouvé  la  formule  quî^étermine  la  durée  des  oscillations 
de  la  seconde  espèce ,  le  simple  changement  de  P  en  Py  donnera  la 
formule  relative  à  celles  de  la  première.  Il  existe  entre  ces  deux  espèces 
d'oscillations  une  autre  différence  ,  que  nous  allons  »  d'abord  expliT 
quer. 

[17].  Les  vibrations  longitudinales  d'une  corde  tendue,  attacha  par 
les  deux  extrémités  à  des  points  fixes ,  sont  parfaitement  semblable^  à 
celles  d'une  colonne  d'air  contenue  dans  un  tube  i>ouché  par  les  deux 
bouts.  Pour  en  bien  concevoir  ia  nature  «  supposons  qi^e^l^  corde  ait  été 

(^)  Bulletin  de  la  Société  pliiIomatîq[ue,  décembre  x8i6.  '         •' 
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frottée  suivant  sa  ionguetir  dans  une  partie  d'une  étendue  quelconque, 
et  qu'elle  ait  ensuite  été  abandonnée  à  elle-même.  H  se  forme  alors  des 
ondes  qui  se  propagent  de  part  et  d'autre  de  l'ébranlement  primitif ,  et 
qui  sont  réfléchies  d'une  extrémité  à  l'autre  de  la  corde  par  ies  points 
fixes  qui  la  terminent.  La  même  chose  a  également  lieu ,  lorsque  la  corde 
a  été  frottée  ou  ébranlée  dans  toute  sa  longueur  à-Ia-fols;  et  ce  sont  \tê 
réflexions  successives  dont  nous  parlons ,  qui  produisent  les  vibrations 
longitudinales  :  la  durée  de  chaque  vibration  ,  Taiier  et  le  retour  com- 
pris ,  est  égale  au  temps  que  les  ondes  emploient  à  parcourir  le  double 
de  la  longueur  de  la  corde  entière.  Si  les  points  extrêmes  étaient  rigou- 
reusement fixes  ,  la  réflexion  des  ondes  y  serait  parfaite  ;  leur  ampli- 
tude ny"  éprouverait  aucune  diminution ,  et  le  mouvement  de  la  corde 
continuerait  indéfiniment ,  abstraction  faîte  du  frottement  contre  Taîr 
environnant.  Mais  dans  la  pratique,  les  points  auxquels  la  corde  est  atta- 
chée sont  toujours  tant  soit  peu  mobiles  ;  il  en  résulte  que  les  ondes  n*y 
éprouvent  que  des  réflexions  imparfaites,  et  qu'elles  s'affaiblissent  à  chaque 
fois  qu'elles  sont  ainsi  réfléchies.  Or,  dans  une  corde  sonore  d'une  lon- 
gueur ordinaire ,  si  1  on  fait  attention  au  grand  nombre  de  réflexions 
qui  ont  lieu  en  une  fraction  de  seconde,  on  concevra  que  les  vibrations 
longitudinales  doivent  s'affaiblir  très-rapidement ,  et  devenir  en  générai 
tou-à-£iit  insensibles  dans  un  intervalle  de  temps  presque  inappréclabieé 
C'est  enr  effet  ce  que  l'expérience  indique  ;  car  on  observe  qu'aussitôt 
qu'on  a  cessé  de  frotter  une  corde  tendue,  le  son  qu  elle  faisait  entendre 
en  vertu  de  ses  vibrations  longitudinales ,  s'interrompt  presque  instan- 
tanément. 

Il  n'en  est  pas  de  même  à  l'égard  des  vibrations  transversales  qui 
sont  produites  en  écartant  une  corde  sonore  de  la  direction  rectiligne , 
et  l'abandonnant  ensuite  à  elle  «même.  La  non-fixité  absolue  de  ses 
points  d  attache  n'a  pas  autant  d'influence  sur  l'amplitude  de  ses  oscilla- 
tions ;  la  résistance  Je  Taîr  est  la  cause  principale  qui  les  af&îblît  gra- 
duellement; et  malgré  cette  résistance,  .elles  subsistent  souvent  pendant 
plusieurs  minutes,  et  toujours  assez  fohg- temps  pour  qu'on  puisse  ob- 
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server  le  son  que  la  corde  fait  entendre,  sans  être  obligé  d'entretenir 
son  mouvement.  H  y  a  lieu  de  penser  qye  quand  on  ébranle  au  hasard 
une  corde  sonore ,  il  se  produit,  dans  le  premier  moment,  des  vibrations 
longitudinales  et  des*'  vibrations  transversales  ;  mais  les  premières  de- 
viennent bientôt  insensibles>  et  Ton  n'observe  sans  doute  que  le  son  dû 
aux  vibrations  de  la  seconde  espèce. 

[l8.]  Maintenant  considérons  spécialement  l'équation 

d*  ^    P      i^  y 


d  t*  e        d  x^ 


f 


de  laquelle  dépendent  les  vibrations  transversales  dans  le  sens  des  y. 
Si  la  corde  était  homogène  et  par-tout  d'une  égaie. épaisseur,  la  quan- 
tité e  n'aurait  qu'une  seule  valeur  ;  mais  comme  elle  est  composée  de 
deux  parties  différentes,  cette  quantité  a  aussi  deux  valeurs  distinctes, 
ce  qui  exige  que  l'on  considère  séparément  Téquation  précédente  pour 
chacune  de  ces  deux  valeurs.  Désignons  donc  par  /  et  /'  les  longueurs 
des* deux  portions  de  la  corde,  par  k  et  k   leurs  poids,  et  par  ^  la  gra- 

vite;  les  deux  valeurs  de  e  seront  ezzz  — r-    et  e=:  — j^.  Supposons 

de  plus  que  l'une  de  ces  deux  parties  s'étende  depuis  x  =z  o  jusqu'à 
xzzzJ,  et  l'autre  depuis  ;c  :=/  jusqu'à  xz=zl^-h  l' ,  en  sorte  que  leur 
point  de  jonction  réponde  à  xzzzi  ;  conservons  y  pour  représenter  l'or- 
donnée appartenant  à  la  première  partie,  et  prenons/'  pour  représenter 
eeile  qui  répond  à  la  seconde;  faisons  enfin 


nous  aurons  les  ^uations 

d'y   /,»  _f'-L    '    ^V    - 'X   d'y  . 

^  *  •  * 

dont  la  première  aura  lieu  depuis  ;c=:o  jusqu'à  xzzzl,  et  la  seconde 
depuis  x=i:/ jusqu'à  ^mZ-h/'. 

•Leuri  intégrales  complètes  sont 
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y  z=z  i  (x  —  a  t)  -+-  ^  (x  -4-  a  t)  ; 

*       '  ■  / 

,  !  r  .  .  •  •  ' 

j  ,  •  •  .    - 

i^y  -s)/,  $  et  ^  étant  des  fonctions  arbitraires.  La  question  consiste  donc 
à  déterminer  ces  quatre  fonctions  d'après  la  figure  initiale  de  la  corde; 

*  "If'      -  —  * 

les  vitesses  primitives  de  ces  différens  points,  et  tes  conditions  qui  ont 
lieu  à  ses  extrémités  et  au  point  de  jonction  de  ses  deux  parties. 

Or,  les  points  extrêmes  étant  regardés  comme  fi)^es,  ou  faisant  du 
moins  de  très -petites  excursions  relativement  à  celles  des  autres  points, 

il  est  permis  de  supposer  leurs  coordonnées  nulles  pendant  toute  ia. durée 

al      »       .  •     _ 

u  mouvement  :  quel  que  sait  f,  nous  aurons  donc  /='o  pour 

et  y  =  o  pour  X  z=z  )^l' ;  d*où  il  résulte 


m 

Puisque  nous  cdhipton»  ie  temps  f  de  Fùrigine  du  mouvement ,  41  9  en- 
suit que  cette  variable'  est  toujours  positi ve{  nin^i  cies  équatiopsw  ont  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  ^7/  et  de  ^z^f;  mais  elles  peuvent 
ne  pas  subsister  pour  des  valeurs  négatives  de  ces  quantités.  Les  valeurs 
dé  jr  étant  toutes  positives  et  ne  surpassant  point  7-+-/'^  on  pourra 
mettre  dans  la  première  équation  at^x  k  la  place  jà^  ût,  et^dans  la 

seconde  a't-^l^V -^x  au  lieu  de  at  :  de  cette  manière,  on  aura 

•  1       • 


O  (x^ât)z=.—'<^(xl-^3,\*'^X'^at); 


ce  qui  change  fes  éx^ï«8sldM  dcyity  etf  celle»-ci  è 


/  =  ,*  ^X  — •  ^I // '^(—'X^fttt), 


-^Ilii  ne  cpnUennent  plus,  que  deux  fonction9  arbitraires. 

XV/Il.'  Cahier.  LM 
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Il  est  évident  que  les  quantités  y  ^t  y'  doivent  être  constamment 
égales  pour  la  valeur  de  xznzl,  qui  répond  au  point  de  jonction  des 
deux  parties  de  la  corde  ;  mais  je  dis ,  de  plus ,  qu'il  faut  qu'on  ait  en 

ce  piême  poînt^  -^^  rz:  -~^  ,  c'est-à-dîï^i  qu6  les  courbes  formées 

par  cfnï  deux;. p^ftiçs^. doivent  toujours  ayçir  une  tan^nte  commune  à. 
leur  pojnt  d^'  jonction.  Comn]ie  cette  secpQ^e. condition  tient  à  Timpor- 
tante  question  de  la  discontinuité  des  fonctions  arbitraires ,  nous  allons 
enU;çr  daïj^jqfjel.^ues  détails  pour  en  établir  là  nécessite  d'une  manière 

incoîitçWq^bJie.,  ,^,  v,,.., ,      . .  '  /     /;'  1'  Z."r        "'    ^^ 

^  ■'•■■•■•t*li..  i' 

[  I  ^.j  Appelons  /t  le  point  de  joii^tipiifle&deux  parties  de  la  corde; 
soit  mfjim'  une  portion  quelconque l^Q;  Cette  corde,  qui  comprend  le 
point  /Jif  et  qui  se  termine  à  des  points  que  nous  appelons  m  et  m' ;  désî^ 
gnons  par  A  la  masse  de  mfxm' ,  par  t^,  et  «,  les  vitesses  de  son  centre 
de  gravité  suivant,  kis  axe$-des  /  ejt  des  viTr  païf  p  et  p'  les  valeurs  de 

-y^  et  r-jrrrr  ^ui  répondent. a^  points^jK  et  w'^  et  enfin  par  Tet  T' 

les  tensîiofis' qù^'ontlieifën  tes  mêmes  points  :  ea  observant  que»  dans. 
toute  la  longueur  dé  la  cordé ,  ia  tangente  est  supposée  très-peu  înclî* 
née  sur  i'axb  des  àbsiilèsës ,  et  négligeant;  coàime  plus  haut»  le  carré  de 
cette  îhdîhaîsônvôn-'aui^,  par  rapport' au  xentre.  de;  gravité  de  miA^fd  $ 

lès  dëtik-équa'dolU -"'    :  ^'  r^  v    \  ^'.^  r   \\^\:y.    •.:  -, 


r>'  —  r/7 ,     h  -^^  =  7"  ~  T. 


dt  —  ^  t^.      ^  f  '     "  it 


\  A 


Or,  si  Ton  suppose  que  t^  et  «'  s^e  rapprochent  de  plus  en  plus  du 
point  fc,  et  par  conséquent  que  ^  dJniînue  îndéniiîment,  ih  faudra  que 
les  seconds  membres/ <Ie;  <^r^  ébui^tJo^St  idûninuent;  (^^  telle 

sorte  que  si  la  quantité  h  devient  infiniment  petite ,  chacune  des  dîne- 
rences  T' — T  et  /i'-^/>  IF^dè viendra  «ûsstrsà^^  degrés  de 

vitesse  ^Â  et  4v /imprimés:  à  tout  les  iiWtdnS' ai}  xMtce  de  gravité  de 
nifjLn/ ,  cesseraient  d'être  infiniment  petits,  et  sa  vitesse,  au  bout  dun 
temps  fini,  serait  infime;  où,  kutretiient  dîtr bli  ^bttirièîf  tbttfMi>»'ji*lfti«Bf' 


A.NALYSB.  4^f, 

la  i)uantité.i(Àsdexîif>ei9t:e/)i^ur'^^^^  vitesse  ^/7C9r/p^W$»..^:^?IJI 
d'uii  iiltervaiip  de  tempêckfaéiiaoéque ^  (ût^piiis  gn^e;/{^9!)^tf  yJtf^ 

aux  premiers  princ^^d  Âe^IrsdynattikpjeL  ;€£^^ 

éyiiiemocWnt  A  tMiterAdÊre  portioR  pi^i^'  4©  ^ia  corde  .vibrante^  jet%ne 

suppose: pas  qijd M  Mt  ie  poî»*^  de.jpucîîpp  ^«S  ri^?^  P^^^^  ^ii/^!^?P!^ 
qui  la  tiorapQSent.  jfceoi  fau»  cteiMl:Ç9n^pi«ipni^|^çr^;gue,  ■^ojt^p^^^l.-Y 

gine  du  «moMvemeRt;  ^gjt  peiHb^lfMHlte  ^fiJj^téQ^W.  P^^{>?Î6^  f^!?^Ç^^!> 
différentiel,  i^  i'ocdpnhîfe,  w»s.i:->îen  quft.rqr^Qïïï^^^  ieli?.-même,  jo^ 
doit  éprouver  au&uo*jsKai)gen:)ent  JtMrvôque  ^^Hsitoiite  la,  longueur  de  ia^ 
corde,: et  qu'au  point  <fc  jonction  de  ces  j^eux  parties  ♦on  doit  avojy: 

constamment  -■  ^^-  ■  r±ï^  ---^ — .ta  tension  T' devant  ^e  aisuiettie  à. 

la  même  loi  de 'continuité; 'M^rësùlte  de  sa  vaïeur^'i^c^îîéîité^ïn-^  î(5],^ 
que  ces  conclusions  conviennent  également  ^u  premier  coefficient  dif- 
férentiel de  la  variable  u ,  qiiî  répond  aux  excursions  ioaigîtudfnales  des* 
ppint;^  ifle  k.coyde. 

On  voit  par-Jà  que,  dans  le  problème  des  cordes  vibrantes ^  on  peiit 
admettre  que  la  figure  minale  de  facofdle  sôîl"  boinpôsée  de  plusieurs  ligne** 
droites  ou  portions  de  coUrbes  différentes,  pou icvu  teutefoiq  «que  xes  porW 
tions  de  bourbes  aient^a  même  tangente  A  leurs  tfcÂiïXà  de  ^nction  ;  car  sans^ 
tette  restriction^  le  niQuyemeiH  de  1^ corde  ;ne; saurait  étfe  déterminé  par 
i  analyse  différentielle.  Ainsi  »  par , exemple  »  les  cas  où  la  irgure  initiales 
est  une  ligne  brisée ,  ou  une  portion  de  polygone  quelconque  ,  ne  sont 
pas  résolubles  par  l'analyse;  et  ce  ne  peu|  être  que  par  analogie  qu'on 
les  comprend  dans  Ja  solution  irénérale  du  problème. 

Ces  conclusions  s'accordent  avec  l'opinion  émise  par  M.  LnpJace  sur. 
la  nature  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des 
équations  aux  différences  partielles  (*);  et  quoique  Lagrange  ait  adopte 
et  confirmé  par' fién  ftnafyse^^è^itiioU  d?£riX»r  ^ârfadiicÀiÀli*^        itei' 


r)  Théorie  analytique  d^iiOkhm)  2^  é«ft«(tf,>4:'>^fe  A/'"^        ^'-  ^^  ^"^ 

LU  1 
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IbhctiôhSi  en  petit  voir  dans  son  second  Mémoijpe «ur  la  Tkéorie.dusont 
^u'H  était  foin  d'admettre  leur . discontinuité  absolue»  et  que,  relative- 
Rient  au  îj^tôblème  des  cordes  vibrantes,  ii  excinast»  coimne  nous»  le 
^as  où  deux  p»ortions  de  la  corde  font  un  an^e  fini  H^» 

Généralement»  lorsqu'une  question  de  géométrie  c«i  de  mécanique 
ifonduit  à  une  équation  aux  différences  partielles  »  il  est  nécessaire  que 
toutes  les  quantités  teHes  que  les  vitesses  des  mobiles,  les  ordonni^es 
dei  courbes ,  les  inclinaisons  de  leurs  tangentes ,  les  rayons  de  cour- 
bure ,  &c. ,  dont  les  difTérentielies  entrent  dans  féquation  du  problème , 
soient  assujetties  à  la  loi  de  continuité  ;  car  cette  équation  siippose 
essentiellement  que  la  variation  de  chacune  de  ces  quantités  devient 
infiniment  petite  en  même  temps  que  l'accroissement  de  la  variable  dont 
elle  dépend.  JLors  donc  qu'il  s'agira  d'une  équation  de  Tordre  quelconque 


n ,  renfermant  -—^  ou  f-- »  ^  faudra  que  les'  valeurs  de  v, 

-—^  ,    -—- ,  iusqu'à     ,    ^-   inclusivement ,  soient  astreintes  i  la  loi 

de  continuité  ;  mais  la  quantité  --^  et  tous  les  coefKciens  diflî^rentiels 

des  ordres  supérieurs,  n'y  sont  pas  nécessairement  assujettis  ;  et  c^t 
en  cela  que  consiste  la  seule  discontinuité  que  ie  calcul  peut  tolérer* 

[20.]  Il  est  bon  d'éclaircir  ce  principe  général  par  un  exemple;  et 
pour"  cela ,  je  choisis  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

*  dt  d  X  ^ 

dans  laquelle  a  tt  B  sont  des  coefficiens^constans.  Son  intégrale  com-. 
plète  est  - 

9  désignant:  la  fonctioln.  arbitraire,  e  la  bas^edes  logarithmes  népériens» 


I*)  Secood  volaine  4cs  aocicns  Mémçlirci  de  Tsrûi^  pag.  jj6. 
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En  faisant  tz::^o^  on  sl  yz:z^x  ;  ainsi  l'on  peut  prendre  arbitrairement 
la  coprbe  qui  répond  à  cette  valeur  de  //l'expression  de  son  ordonné^ 
servira  à  déterminer  la  fonction  ^  ;  et  comme  l'équation  intégrée  n  est 
que  du  premier  ordre/  il  suffira  que  les  valeurs  de  cetie  ordonnée  n'é* 

prouvent  aucun  changement  brusque  :  celles  de  -j^  ne  seront  pas 

assujetties  à  la  loi  de  continuité.  La  courbe  dont  f équation  est  yzzz<px 
pourra  donc  être  tbmposée  de  plusieurs  portions  de  courbes  différentes  ; 
il  ne  sera  pas  même  nécessaire  que  ces  portions  de  courbes  aient  une 
tangente  commune  à  leurs  points  de  jonction. 

Supposons»  par  exemple,  qu'on  ait  * 


^  A*  =  I  •+-  fit  shi.  X  f 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et 

^  *  =  I  -+-  ^3  jr  * 

pour  toutes  ses  valeurs  négatives;  et  et  /3  étant  des  constantes  données* 
Cette  détermination  de  la  fonction  <p,  que  je  prends  à- peu -près  au 
hasard,  est  admissible,  parce  qu^au  point  qui  répond  à  a^=zo,  où  cette 
fonction  change  de  nature,  les  deux  expressions  de  Ç;r  donnent  la 
même  valeur,  savoir,  ^xizz  i  ;  de  manière  que  la  variable  x  passe  dii 
positif  au  négatif,  sans  que  les  valeurs  de  la  fonction  Ç  éprouvent  âii* 
cun  changement  brusque.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  son  coeffi- 
cient différentiel  ;  car  pour  une  valeur  de  x  infiniment  petite  et  posi- 
tive ,  on  a  —2 —  =  et ,  et  pour  toutes  \ts  valeurs  de  x  négatives ,  on  a 

— j« —  z=  /3  ;  ce  qui  ne  pourrait  coïncider  qu  autant  qu'on  su|Kposcr 
rait  (Lzzzfi. 

La  valeur  générale  dejf  sera,  dans  notre  hypothèse, 

y  zn  e^'^dL  e^'  sîn.  (x  ~*  fit) , 
tant  qu'on  aura  x  —  ^  /  >  o  ,  et 
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lorsqu'on  aura  x  —  at<o^  quel  que  soit  cPaîIIeurs  îâ  signfe;  ctè  la  va- 
rîaEle  .v.  Pour  xzizat,  on  aura  y  =  ^^';  mais  bn  pévt  se  demander 

quelles  valeurs  oïl  devra  prendre  pour  —r^  et  —^ —  »  relativement  à 

cçtte  valeur  particulière  de  ^.  '  :       . 

Pour  répondre  à  cette  question,  il  faut  obser^  qpc.^||i  .pçtatipn 

?yj-  -représente  la  limite  du  rapport    ^.  .  ^*.  ,  danbJoguei  >'  et  /^ 

expriment  les  valeurs  à^  y  qui  répondent  à  y  H^-^^*  et  * -^^Ai 
A  étant  une  quantité  arbitraire  que  l'Qn  fera  déerôlfte' Indéfiniment. 
Or,  dans  le  cas  actuel,  on  aura^'  en  mettant  at-\ — j-/i  à  la  place  de 

X  dans  la  première  expression  de  y,  et  y^  en  faisant  x^n/î/ t"^ 

dans  la  seconde  ;  d'où  l'on  conclut 


/  —Vi  (  ^  si^-  ^  ^ 


'  •  .  f  • 


t£i) ,.,, 


1 

*ét  en  passant  à  la  iimite,  on  a 


J'      -—«_/-  _i_  /2  »  ,ir . 


^/<t-^.)8;*'^•  . 


d  X       — 

pu  Ion  peut  remarquer  que  cette  valeur  est  la  demi-somme  de  celles 
que  i  on  déduirait  des  deux  expressions  de  / ,  considérées  séparémeut. 

-.  On  obtiendra  de  même  la  valeur  de  -y^  qui  répond  à  xznat,  en 

faisant  if  iir H  —  A  dans  l'expression  de  j'  qui  suppose  x  —  tf/<o, 

ce-qKI  tfoA'nel'à  /;  et  en  mettant,  pour  avoir  y^ ,  -^ —A  à  îa  place 

de  t  Jant  celle  qui  suppose  x  —  at>  o  :  de  cette  manière ,  on  a 


y-y,  __fe-ti^-e-^^^\    il       f-^^ake^*^-t-a,sin,-^aAe-^'\    *f 


^  —  \^ j; r-^f  *  --\ '-'i j'-  î 

d'où  l'o.i  déduit,  en  observant  que  xrrar,  et  passant  a  îa  Jîiniite, 
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dy 

ce  qui  est  aus&i  la^ demi-somme  de^  valeurs  de  -y^»  qui  résul^iit  des. 
deux  expressions  différentes  de  /. 

A  la  simple  inspection  de  ces  valeurs  particulières  de  -v^  et  -~^  , 

jointes  k  yzzze^^ ,  on  vérifie  quelles  satisfont  à  Téquation  aux  diffé- 
rences partielles  que  n^us  avons  prise  pour  exemple. 

[2  I .]  Après  cette  digression  ,  revenons  au  problème  dont  nous  cher- 
chons la  solution. 

Nous  aurons  donc,  au  pbint  de  Jonction  des  deux  parties  de  la  cordi?; 
les  deux  équations  y:my\  -j=^  rrr  -7^.  Or,  d'après  tes  valeurs  de 
y  et  y'  du  n.°  18  ,  on  a  identiquement  » 

dy  d^(x'^at)  _d '^ (-^  X  ^  at)  ^ 

d  X  à  d  t  a  d  t  ' 

dy'  df{M^ti't).     ,       d^(xl  ^  %V  —  X  -^^  a't) 


a    d  t  •  a'  d  t 


je  fais  x:=iï,  j'égale  entre  elles  ces  deux  quantités  ^  et  j'intègre  eoysnite 
par  rapport  à  /;  il  vient 

■  * 

on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire ,  parce  quelle  peut  être  censée 
contenue  dans  ta  fonction  i^.  La  condition  y^-y  quand  x=/,  donne 
immédiatement 


N 


•  - 

On  tire  de  ces  deux  équations 


xii'i'(-l—at)=z^fdrV'a)<^(I'\^'t)'^{a-^û)i^(l-^xi'-^at)7 
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elles  doivent  avoir  lieu  pendant  toute  la  durée  du  mouveinent ,  ou  pour 

toutes  les  valeurs  positives  de  /;  on  peut  donc  mettre  dans  la  première 

/'H-  ' —  à  la  place  die  /;  et  si  on  ia  retranche  ensuite  cffc  fa  seconde. 


la  fonction  'ir  disparaît ,  et  l'on  a  ^ 

~\-(a  —  û)<^  (7-1-  2  /'  -f-  at)  —  (a'  -^a)  <?  (1-Wt)  =  o. 

•       •  • 

Nous  pouvons  aussi  mettre  dans  ia  première  de  ces  deux  équations 

l^x  l X 

s}iccessivement  /  -H ,  /  H r-  à  la  place  de  t,  pourvu  que 

ïosi  ait  X  <l,  ce  qui  a  lieu  dans  toute  la  partie  de  la  corde  à  laquelle 
répond  l'ordonnée  y.  Nous  aurons  alors 


{a'^^ûjcff!--^!  /'h 1 . \^d  t) , 


a 


^.  %a'-^ (x-^ at)  z=z  (a'  —  a) <^  (l-^  ^^^-^^^^^a  t) 


a 


(a'^a)<^(l^zl'^^  -^£jL^aU): 


retranchant  le  premier  de  ces  deux  résultats  du  second ,   et  divisant 

•  .       •.       -         ■ 

par  ia  ,  nous  aurons  une  expression  de  l'ordonnée/  [n.*  i8],  qui  ne 
contiendra  plus^  comme  celle  de  y\  que  la  seule  fonction  ^  :  ces  va- 
leurs de  y  et  de  y'  réunies  seront 

».  ■        • 

•     ■  ■         « 


2a        '*  a  a  '        2tf*'*fl  a 

/  =  <f  <-» -I- a  V — ^ /2  / -t- »r  T^  »  rt- "' «A 
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Nous  avons  satisfait  maintenant  aux  conditions  relatives  à  la  jonction 
des  deux  parties  de  ia  corde,  et  à  celles  qui  expriment  la  fixité  de  ses 
points  extrêmes;  la  question  est  réduite  à  trouver  l'expression  de  la 
fonction  <p ,  au  moyen  de  Téquation  (b) ,  et  des  données  initiales  du 
mouvement,  lesquelles  devront  servir  à  déterminer  les  quantités  arbî- 
tfaîres  qui  entreront  dans  l'intégrale  de  cette  équation. 

[22.]  Uéquatîon  (b)  est  une  équation  aux  différences  finies,  linéaire 
et  à  coefficîens  constans;  son  intégrale,  ou  la  valeur  de  la  fonction  <p 
qu'on  en  déduira,  sera  donc  conïposée  de  termes  de  cette  forme  : 

C  A  et  y  étant  des  quantités  indépendantes  de  t,  qui  peuvent  être 
réelles  ou  imaginaires.  On  tire  de  là 


/'  /  \     .     r.  /,    .     /•      .     / 


substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (b) ,  et  supprimant  les  facteurs 
communs  à  tous  les  termes,  il  vient 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose» 


i> 


i  '»*••     .*• 


a  sm.  — ; — COS. H  a  cos.  — r-  sm, =  o  :  (cl 

a'  a  a'  a  ^  ' 

la  quantité  A  devra  donc  satisfaire  à  cette  équation  ;  et  quant  aux  deux 
autres  constantes  C  et  y,  elles  denieureront  tout*à-£ut  arbitrairéSt  On 
XVUL*  Cahier,  Mmm 
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pjrendca  aucce5$ivetnent  pouc  A,  toutea  ies  radaes  de  cette  équation 
transcendante  t.  lesquelles  sont  eu  nombre  infini  ;  et  ïon  aura  pour  i'in^ 
ti^raie  complète  de  i'équation  {h) , 


<I>  {f  -t-af)  =  r  Ccos.  C^it-h-yJ  ; 

* 

la  caractéristique  S  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  tes  valeurs 
de  A,  et  C*  et  y  étant  des  fonctions  arbitraires  de  A,  c est-à-dire,  des 
quantités  dîffcrentes  pour  les  diflfcrens  termes  de  la  série. 

Au  moyen  de  cette  expression  de  (^  (l t^ a  t) ,  on  trouve,  après 
quelques  réductions ,  que  ies  valeurs  de  y  et  y  du  n,^  précédent  de- 
viennent 

yz=z-^z:\\a  sm. — r-sm. ^^cos* — r-  cos. JsinJA/-4-— 7-.-HVJ 

//•        a/'  a/  xl'      .        xl\         [^  xl'  M^  •        AX 

— l^ï  sin.  -^  COS. h^ïcos.  — 7-  sia.  ^ — kos.lAxn r-  H-ync7srn.  -^, 


/ 


s  C  $in,  — ^-^ — ; i-  am.I  A/H ; hvj. 


En  vertu  de  Téquation  (c),  la  première  se  réduit  à 

^  .        X  f 

Csin.  — ; —  ^  . 

yzizzzi  ^ .  ■      '  $m>  sm.lA/H -, hvU 

.Xi  a  \  a  J 

sm. 

a 

et  si  nous  faisons 

2CCOS.  f -^-î — [-y\z=:A  sin.-^,     2Csiï\J — -. |-y]=5sin.  -^1 

de  manière  que  C  et  y  se  trouvent  remplacées  par  deux  autres  quan- 
tités arbitraires  A  ci  B  ;  que  nous  fassions  àu«si ,  dans  la  valeur  de  ^^  # 
/-+-/'  — ^  m  ;r' ,  nous  aurons  définitivement 

y=:Sy4sin.  — r-  sin, sin.  Ar-+-Siysin. sin. cos.  Ar, 

^  a  a  a*  •    ^        -  \        tt^ 

•    -*.  •  •    >       (d) 

y':;::zXA%iSk.  -—7-  siiBu  ——-sin*  A^+-^2^sia..—  sin.  *  >  ;  ■  cos, Xt. 

4*«  «<      -     . 
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À  la  simple  inspection  de  ces  valeurs,  on  voit  qu'elles  satisfont  aux 
conditions /r=o  quand  ;rrro,  y'z^zQ  quand  xzzzî^l'  ou  x'rzro, 
et /=y  quand  Jtm/  et  ^  zrrA  Relativement  à  i  autre  condition 

d  y     d  y'     d  y* 

'^dx     d  X     d  x'    • 

qui  doit  aussi  avoir  lieu  pour  ces  dernières  valeurs  de  x  et  x'/  on  vé- 
rifie également  qu'elle  est  remplie,  en  ayant  égard  à  l'équation  (c). 

Si  l'on  représente  par  v  la  vitesse  du  point  dont  l'ordonnée  est  y , 
et  par  y'  celle  du  point  dont;''  est  l'ordonnée,  en  sorte  qu'on  ait 

d  V  d  y'  , 


V,         --7^— =  V    , 


d  t    '  dt 

on  aura ,  à  un  instant  quelconque  , 

-_  X  /  *  X  Jt  X  *'  X  X 

v  =  Sy4Asîn.  — r-sin.  —  coà.  A/ — S^Asîn.  — r  sî^^*  -^-^sin.A// 

a  a  a*  a 

y'i^S/ïAsin. sin. cos.A/ — S^Asin. sin.  — 7-  sin.  A/. 

a  a'  a  M' 


(e) 


Ces  expressions,  jointes  à  celles  de  y  et  y',  nous  feront  connaître  l'état 
des  deux  parties  de  la  corde  au  bout  d*un  temps  donné,  lorsque  nous 
aurons  déterminé ,  d'après  leur  état  initial ,  les  valeurs  des  coefficîens 
A  et  B  qui  répondent  à  chaque  valeur  de  A. 

[23.]  Il  convient  d'abord  d'observer  que,  par  la  nature  du  problème 
qui  nous  occupe,  aucune  des  racines  de  Téquation  (c)  ne  peut  être  ima- 
ginaire*  Cela  résulte  de  ce  qu'une  corde  tendue,  attachée  par  les  extré- 
mités à  deux  points  fixes,  est  évidemment  dans  un  état  d'équilibre  stable; 
de  sorte  que  si  l'on  vient  à  l'en  écarter  tant  soit  peu ,'  chacun  de  ses 
points  ne  peut  faire  que  de  petites  oscillations  de  part  et  d'autre  de 
sa  position  initiale;  or,  il  arriverait  le  contraire,  si  Tune  ou  plusieurs 
des  valeurs  de  A  étaient  imaginaires  ;  car  alors  sin.  Af  et  cos.  Ar  se  chan- 
geraient en  des  exponentielles  réelles,  et  les  termes  correspondans  de 
^  et/  croîtraient  indéfiniment  avec  le  temps  /.  L'une  de  ces  racines  est 

Mmm  z 
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zéro;  les  autres  sont  dieux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  ce  qui 
permet  de  n  avoir  égard ,  dans  les  expressions  de  y  tt  y  ,  qu'aux  racines 
positives  :  nous  supposerons  donc,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  carac- 
téristique S  s*étend  seulement  à  toutes  les  valeurs  positives  de  A.  Cela 
posé,  soit,  à  Torigine  du  mouvement, 

y  ^=fx  ,     y  z=zj'  X  ,     v=l  Fx  ,     vz^i  F'  x\' 

de  manière  que/lv  et  Fx  représentent  des  fonctions  données  depuis 
x  =  o  jusqu'à  xzml,  etf^x'  et  F x'  depuis  x''=:o  jusqu'à  x -=-1 . 
Dans  ces  intervalles,  ces  fonctions  peuvent  être  discontinues,  pourvu 
qu  elles   n'éprouvent   aucun   changement  brusque  ,   non  plus  que   les 

•-       dfx  d  f'  X  ' 

coefficiens  différentiels  des  deux  premières,  savoir,  — ^ —  ^^  — dlP — 
[n.**  ip];  il  faut  de  plus  quelles  soient  nulles  aux  extrémités  de  la 
corde,  ou  qu'on  aityv=o,  Fxzzzo  pour  x==o,  et  /'  x'i=o,  F  x'uro 

pour  ;c'i=  o  ;  enfin  on  doit  aussi  avoir  fxzzzf'  x  ,  —j^ —  = -j^, —  % 

Fx  nn  F' x'^,  au  point  de  jonction  des  deux  parties  de  la  corde ,  ou 
lorsqu'on  fait  xzzz  l  et  x'  zzzf. 

Comme  on  est  convenu  de  compter  le  temps  /  de  l'origine  du  mou- 
vement, il  en  résulte  que  si  l'on  fait  /=z:o  dans  les  expressions  de 
y p  y  ,v  et  y  du  n.**  précédent,  elles  devront  coïncider  avec  les  valeurs 
initiales  de  ces  quatre  quantités  :  nous  aurons  donc 

A-  =  S  iCr  sm.  — r-  sm. ,     f  x  zzill^B  sm. s^n>-    .   ■; 

a  a  a  o. 

Les  deux  premières  équations  serviront  à  déterminer  tous  les  coefficiens 
B ,  relatifs  aux  différentes  valeurs  de  A,  et  les  deux  autres  feront  con- 
naître, de  la  même  manière,  les  coefficiens  désignés  par  A;  ou  autre- 
ment dît ,  nous  allons  déduire  de  ces  deux  couples  d'équations  ,  les 
expressions  de  A  et  de  5  en  fonctions  de  A, 
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Pour  cela,  je  désigne  par  a'  une  racine   positive   quelconque   de 
l'équation  (ç)  ;  je  mets  dans  la  première  de  nos  quatre  équations  la  lettre 

A  à  la  place  de  jt,  et  je  la  multiplie  par  sin.  ■  ;  doù  il  résulte 


sm.  /et  =  4-  S  iff  sm.  — ; —  COS. — 


T-  2rf  Z>  sm.  :—   COS.  


Je  multiplie  celle-ci  par  Jcl;  j'intègre  ensuite  ses  deux  mwlbres  depuis 
•et  rr:  o  jusqu'à  <lz=zI  x  il  vient 


/  sin.  — ^  f(L  d<L 


h   l'         .  (x  —   X')   l 

sm.  — 7—  sin. 


S5 


A   —   A' 

A  /'     .       (<A  H-  A';  / 
sm.  — r—  sm. — 


S5^ 


On  déduit  de  même  de  la  seconde  équation  (f ) , 


/A      fit        _ff       I      f      I 
sm,  -p — /  ût'  d(L 


a* 


sm. sm.  — 


J.B 


ti' 


A  —   A' 


A   /         .  ("a   -*.   aV    /' 

sm.  sm. ; '   , 

■^S/? -i r^ ' 


l'intégrale  étant  pri^e  depuis  ct'=  o  jusqu'à  dJz=zl\  De  ces  deux  équa- 
tions, on  conclut  celle-ci  ; 

«'     .       \    V     r .       A'  «     -     ,            a     .       \'  l    r .       a'  a'    ,/    /   .    / 
~-sm.^ —  /  sm. f(L  d(L-i ^sm. /  sm.  — \ — f   <l  d<L 

) 


'-XB 


A  /'   .     xi    ,  .     k'  r        ^'  /   . 

sm. sm. — [û  sm. — r-cos.  — ^-f-^7cos. 


a' 


sm. 


.        a'/'     ,        A'/ 

sm.  — ; — sm 


^  l  l    f    .         A  / 

m. \a  sm.  — - 

a     \  a' 


A    —   A' 
A/'  Kl 

COS.  — 


^*MM^-^ 


A   —   A' 


A  /'        .  A  /  \    1 

^cos. — 7"  sm. J 
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r  .     ^ r   .     Kl  f  f .     a'/' 

I   ^  ^     sin.  — r-  sin.  — [a  sin. 

^      L' — ^ r 


>  «« 


V/  V/'       .  A'/ 


COS.  — -^-^7Cos  — r-  sin.——-) 

A' 


.  A*   /'        .  ^'//    ,    •  A   r  A   /       ,  A   r       .  A   / 

Sin.  — 7— sin. [a  sin.  — — «cos. H^cos.  — r-sm. — — 

a  a     \  a'  a  a  a 


Or,  à  cause  que  A  et  A'  sont  des  racines  de  l'équation  (c),  le  numéra- 
teur de  chacune  des  fractions  contenues  sous  le  signe  S  dans  le  second 
membre  de^Bhte  équation,  est  égal  à  zéro;'  d'ailleurs  ces  deux  racines 
étant  Tune  et  l'autre  positives,  le  dénominateur  A-hA'  ne  peut  être  nul, 
et  l'autre  dénominateur  A  —  a'  ne  le  devient  que  quand  on  a  a'  =  A  ; 
les  séries  qui  forment  ce  second  membre ,  se  réduisent  donc  à  un  seul 
terme,  qui  se  présente  sous  la  forme  -^  :  en  déterminant  sa  vraie  valeur 
par  la  règle  ordinaire ,  on  la  trouve  égale  à 

I      D  FM'  '  aV\    .         Xt      .         A  /  .,        ,, ,  A  /'  T    .         A  /'      .  A  / 

•—-ni  [ 1 r-lsin.  — -  sin. /^/-t-/ycos.  — r  sn^.  —7- sin. ; 

d'où  l'on  conclut  pour  le  coefficient  B  correspondant  à  une  racine  quel- 
conque A,  cette  valeur  générale  : 


B 


/-      .  Kl*       f  .  XùL        ^       ,  ,     .  A/        /•.  Aflt       ^/      /     .    / 

la^siw.  — —  /  sin. fccdùu^za^sin. /sin.  — —j    «t.  act 

M.  -•  ■  -'  —  - 

F/  'al  .      •  l' ^  •      ^»      •      Kl  /.,      y.         a/  a/'"i,      a/,      a/* 

(a  V-f-tf Vysin.  —r  sin* aa  //-+./ Jcos.  —  cos.  —   sin.  —  sin.  — 

L^  ^  a  a  ^         ^  0!  a  J         a  a 

Si  l'on  compare  les  deux  dernières  équations  (f)  aux  deux  premières, 
on  voit  qu'elles  n'en  diffèrent  qu'en  ce  qu'elles  renferment  les  fonctions 
F  et  F'  au  lieu  de/et  /'>  et  ^A  à  la  place  de  B  ;  l'expression  du 
coefficient  A  qu'on  en  déduira ,  sera  donc 

U    '  a/'/*,  '^^t-i.  ..  a//*.  Kit'      rp'      *   j     f 

la^sin. — --/sin. -r*i/dt-f-2/2*sm. -— /sin.' — r- r   «t  d<L 

^ a'  J a a  J a 

""      vf/    'al    .         a/ï     •         ^''      •         ^'  '/;         ¥\  ^^'  A/l     .  a/'       .         ht    » 

A  (a  ^l-\-a^lJs\n.  --  sin. ^aa (l'+'fjcos.  -7-cos.  —  Isitt.  -7-sin,  -- 

les  intégrales  étant  aussi  prises  depuis  ct=;:o  jusqu'à  ^'z=zl,  et  depuis 
du'zzzo  jusqu'à  a! zzz  f . 
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Telles  sont  les  valeurs  de  A  çt  B  qui  résultent  de  l'état  initial  des 
deux  parties  de  la  corde,  et  qu'il  faudra  substituer  dans  les  équations  (d) 
et  (e)  pour  connaître,  au  bout  d'un  temps  donné,  l'ordonnée  et  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  parties. 

[24.}  Pour  confirmer  >  s'il  en  était  besoin  ,  cette  solution  générale 
du  problème  que  nous  nous  étions  proposé,  nous  allons  en  faire  Tappli- 
cation  au  cas  de  la  corde  homogène  dans  toute  sa  longueur,  lequel  est 
compris  dans  le  cas  général  en  faisant  arzza.  D'après  Féquation  (c), 
nous  aurons  alors 


1  'tr  a 


TT  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  /  un  nombre 
entier  quelconque  que  nous  s^poserons  positif.  En  appelant  /^  la  lon- 
gueur totale  /-+-/'  de  la  corde,  et  observant  que  x'=rA — x,  le$  équa- 
tions (f)  deviendront 


sm. 


ZTX 


7, 


fxzzz^BHïï.  —j — sin.   .^^  ,    /'  (l^^x)-=ii:,Bsm.-~— 
rx=^2é—z sm.  — —  sin.— ,— ,  /*^/7— ^^=2 — - — sm.  — r-sm.  — j—  ; 

et  si  nous  représentons  par/^x  et  F^x,  1  ordonnée  et  la  vitesse  initiales 
d*un  point  quelconque  de  la  corde ,  de  sorte  qu'on  ait  f^xzzzfx^ 
F^xzzz  Fx,  depuis  x  =:  o  jusqu'à  x  =z  /,  et  /^  x  =/'  (l^  —  xj , 
^  -^  =  /**V'/  —  ^/^  depuis  X  =  /  jusqu'à  x  z=z  l^ ,  il  est  évident  que 
ces  quatre  formules  se  réduiront  à  deux,  savoir  : 

/.•^  =  Sifsui.— ; — 'Sin.— 7— ,     i^xmS. — -. — ^sin.— ; — sin. —r—  . 

/#  i,  '  /,  /,  /^ 

En  même  temps,  si  Ton  fait  aJ -—l^  —  /3  dans  les  valeurs  générales 
<Je  A  et  B ,  et  quon  y  substitue  pour  A  sa  valeur  précédente  ,  on  en 
cféduît 
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—j — sin.  —j —  =  -^  /  sin,  ~j —  F(td(t'+'  -j"  /  **"•  """7 —  ^  (h~f^/  ^/^  » 


les  intégrales  relatives  à  /3  étant  prises  depuis  fizzzi  jusqu'à  /3=:/.  li 
est  évident  que  les  deux  intégrales  définies ,  comprises  dans  (chacune  dé 
ces  équations ,  sont  les  deux  parties  d'une  seule  intégrale  dont  les  limites 
sont  zéro  et  /^ ,  et  que  nous  aurons  simplement 


Zf  sm.  — ^ —  zzz  j-  I  sin.  — "T^^j,  <t  ^ct 


A  iir  a       ,         i  T  / 


7—-  sin.  — ' —  r=:  -r-  /  sm.  — % —  r  <l  a  cl  ^ 

pourvu  que  ion  intègre  depuis  et  =  o  jusqu a  tt  r=  /^.  En  substituant 
ces  valeurs  dans  celles  d^  f^x  et  F^x ,  on  a, 

/,  X  =  -^y* (s  sin.  -i.I-1  sin.  -^-f-^)/,  flt'  ^<t , 
r^x  zz^-j-  J  IL  sin*' — j —  sm.  — 'r^j  ^  ^  *  «•^  « 

or ,  si  Ton  observe  que  la  caractéristique  S  s'étend  à  toutes  les  valeurs 
positives  et  entières  de  //  depuis  /=  i  jusqu'à  /;:;=:  cM,  et  que,  par 
hypothèse,  les  fonctions  ^jf  et  F^x  s'évanouissent  aux  limîtçs  jéro  et  / 
des  intégrales  ,  on  voit  que  chacune  de  ces  deux  formvileç  coïncide 
avec  la  première  équation  (7)  du  n.°  5,  que  nous  Qvons  démontrée  direc- 
tement j  ce  qui  peut  déjà  servir  à  vérifier  lexactitudç  et  ia  généralité 
de  notre  analyse. 

Si  nous  représentons  de  même,  au  bout  d'un  temps  t,  par//  l'ordon- 
née qui  répond  à  l'abscisse  x  dans  toute  la  longueur  de  1^  corde,  nous 
pourrons  aussi  comprendre  en  une  seule  les  deux  ^nations  (d)  :  cette 
formule,  qui  aura  lieu  depuis  jiri;i:o  jusqu'à  x^i^s  jew 

^  j  .        />/'      .  ix      .        i-jrat      .    •,  n  •        ^'^l'      ♦         /tx  tirai 

y.-=LAsin  — ; —  sin.  ■  ■  .  >■  sm»  — -. h-Sif sm.  ^^ —  sm.  «r- —  çq$.  >  j      ■ , 

elle  montre  clairement  que  la  corde  entière  reviendra  à  te  m^me  posî-' 
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tîon  et  reprendra  la  même  figure,  au  bout  de  chaque  intervalle  de  temps 

égal  à  — -  :  ainsi,  quelles  que  soient  sa  figure  et  sa  vitesse  initiales; 

la  corde  homogène  fait  des  oscillations  égales  et  isochrones  ;  et  cette 

quantité-^— ^exprime  ia  durée  de  chaque  oscillation  entière,  i'aljée  et  le 

retour  compris,  comme  on  le  sait  depuis  long-temps.  On  voit  aussi  que 
si  Ton  désigne  par  Y  l'ordonnée  qui  répond  au  temps  /  et  à  l'abscisse 

/^  —  X,  et  par  Y'  celle  qui  répond  à  l'ahscisse  x  et  au  temps  t 


on  a  Y/:=:  —  Y;  d'où  il  résulte  qu'au  bout  de  chaque  demi -oscillation, 
la  corde  reprend  la  même  figure,  mais  dans  une  position  inverse,  par 
rapport  à  ses  extrémités  et  à  la  droite  qui  les  joint;  ce  qui  est  encore 
une  propriété  connue  de  ia  corde  vibrante  homogène. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  examiner  les  cas  dans  lesquels  il  se 
forme  des  nœuds  qui  divisent  ia  corde  en  parties  égales  et  semblables , 

2  l, 

et  réduisent  la  durée  de  ses  vibrations  à  un  sous  -  multiple  de  ^  ; 

mais  nous  allons  montrer,  au  moyen  des  équations  (g),  comment  l'ex- 
pression de  y^  se  change  en  une  autre  plus  simple ,  qui  renferme  expli- 
citement les  deux  fonctions  arbitraires  f  et  F . 

[25*]   Observons  d'abord  que  la  valeur  de  y^  est  la  même  chose  que 

^'^  =:  Sy4  Sin.— j fcOS.— ^^ — -. ^•^— COS. r-j; r-^J 

—  2é  zi  sin.  — 7 — isin.'  , — f-  sm.  — — 7 i. 

Désignons  par  n  et  n  deux  nombres  quelconques,  et  par  Z  et  2'/  deux 
quantités  positives ,  comprises  entre  zéro  et  /  ;  nous  pourrons  toujours 
supposer 

X  -h  at  =zfi  l^  -+-?/      ^  —  atzzin'  l^-^  i  ; 

mettant  de  plus  pour  A  et  B  leurs  .valeurs  dans  l'expression  de  /  ;  et 
observant  que  cos. /«tt  =:  ^— j/",  cas.  in  "rrzi^f — i/"',  on  trouve 

XVm/  Cahiçr.  Nnn 
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^-i-/[zsiii.-i^(l'-i/"'sin.4i— <-C-i/"Mn.-ip-)]/*.i*. 

Multiplions  la  seconde  équation  (g)  par  Jx ,  posons  F^xJxz=zJF^^x , 
et  intégrons  ensuite  depuis  xz=:i  jusqu'à  xrzz^,  ce  qui  est  permis, 
puisque  cette  équation  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  zéro  et  I^;  nous  aurons 

^.Z— ^/z=~^/[s-^sin.-^ 

donc,  en  vertu  de  cette  équation  et  de  la  première  équation  (g),  la  valeur 
de  /^  deviendra ,  quand  /;  et  n   seront  deux  nombres  pairs , 

X  =  -TT  (P«  l  -  ^«  SV  -»-  -^  r/2  -*-  f.  Z')' 

0 

L'équation  précédente  et  la  première  équation  (g)  donnent  aussi 


«      I 


F.  (I.  -z)  -FJh  -  Z)  =-./[L-^sin.-^^-./  cos.^ 

-.^-i/cos.-^)]F,«t^*, 

par  conséquent ,  lorsque  n  et  n  seront  deux  nombres  impairs ,  fa  valeur 
de  y^  prendra  la  forme  : 

On  trouvera  sembiablement,  si  n  est  pair  et  //  impair, 
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et  si  n  est  impair  et  n  pair, 

y>  =  -rr  [^«  O-i)  -  p..  2']  -  -f  [/'  ('^/-z^  -/^^1- 

En  considérant  avec  un  peu  d  attention  ces  quatre  formules ,  il  est 
aisé  de  voir  quelles  peuvent  être  réunies  en  une  seule,  savoir  : 


et  Ton  peut  aussi  s'assurer  facilement  que  cette  formule  générale  coïn- 
cide avec  les  règles  connues  pour  construire,  à  un  instant  quelconque, 
la  figure  de  la  corde  vibrante  homogène. 

[26.]  11  existe  un  autre  cas  particulier,  le  plus  simple  après  celui  de 
la  corde  homogène ,  qui  mérite  aussi  d'être  remarqué  :  ce  cas  est  celui 

où  Ion  a  — y  =  — .    I^'équation  (c)  donne  alors 

î  "T  a  i  '^  a* 


m 


/  et  TT  ayant  les  mêmes  significations  que  précédemment.  Si  Ion  subs- 
titue pour  A  cette  valeur  dans  les  équations  (d),  on  en  conclura  ensuite, 
sans  aller  plus  loin ,  que ,  quel  que  soit  Tétat  initial  des  deux  parties  de 
la  corde ,  tous  leurs  points  reviennent  à  la  même  position  au  bout  de 

chaque  intervalle  de  temps  égal  à ou  à  ■  ;  de  manière  que  la 

corde  entière  fait  toujours  des  oscillations  égales  et  isochrones ,  dont  cha- 
cune a  la  même  durée  que  dans  le  cas  d'une  corde  homogène^  de  même 
matière  que  l'une  de  ses  deux  parties  et  d'une  longueur  double.  En 
comparant  ces  équations  (d)  aux  équations  (f),  après  y  avoir  substitué 
la  valeur  de  A ,  on  pourra  aussi ,  par  des  considérations  semblables  à 

Nnii  2 
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celles  du  n.**  précédent;  exprimer  explicitement  les  ordonnées  y  ti  y  , 
au  moyen  des  fonctions  arbitraires  f^  f,  F  et  F'.  Cette  transformation 
ne  présente  aucune  difficulté;  mais  si  Ton  veut,  comme  dans  le  cas  de  la 
corde  homogène,  vérifier  les  équations  (f) ,  et  s'assurer  que  les  expressions 
de  ces  quatre  fonctions  représentent  réellement  toutes  leurs  valeurs,  il 
y  aura,  dans  le  calcul  des  quantités  A  et  B ,  une  attention  essentielle 
à  avoir,  sans  laquelle  on  pourrait  croire  que  les  équations  (f)  ne  sont 
point  exactes,  du  moins  dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons. 

Pour  effectuer  ce  calcul  de  manière  à  prévenir  toute  difficulté,  écri- 
vons daBord  l'équation  du  n.''  23  ,  qui  donne  la  valeur  de  B ,  sous  cette 
forme  : 


B  Sin.   — 1= — rr . ; ISin, j(Ld(L-\ 77- /sm.  T  J   (Ld<L^ 


en  faisant,  pour  abréger, 
(a^  I-^a^  ï)s\n.  -^-r- sîn. a  a  (l-^rf  )cos.  — r-cos. zi:  D. 

»  ^  a  a  ^  ^  a  a 

Dans  le  cas  de  -y-  =— .— ,  et  en  y  mettant  pour  A  sa  valeur,  cette 
quantité  D  devient 


et  si  Ton  fait  la  même  substitution  dans  le  second  membre  de  Téqua- 

Il  f 

tipn  précédente,  excepté  dans  le  rapport  sin.  — —  :  sin.  que  .son 

premier  terme  renferme,  on  a 


sm. 


.i 
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Relativement  à  ce  rapport,  observons  qu'il  n'est  pas  toujours  égal  à 

l'  l 

Tunité,  lorsqu'on  fait  — 7-  '=•  —  :  en  ayant  égarJ  à  la  valeur  de  A  qui 

a  lieu  en  même  temps  ,   on  voit  qu'il  se  présente  sous  fa  forme  — , 
toutes  les' fois  que  /  est  un  nombre  pair;  en  sorte  que  pour  avoir,  dans 
tous  les  cas,  sa  valeur  exacte,  nous  ferons  d'abord  — r-  =  —  /i+h) , 

a  a    ^  ^ 

Il  étant  une  quantité  infiniment  petite ,  que  nous  supposerons  tout-à-faît 

nulle  à  la  fin  du  calcul.  De  cette  manière,  nous  aurons,  en  négligeant 
le  carré  de  // , 

sin.  — ; —  \  sin. zzz  i  H cos. \  sin.  — 


9 


et  si  nous  ne  conservons  de  même  que  la  première  puissa,nce  de  h,  nous 
tirerons  de  l'équation  (c) 

et  par  suite 

X  /  r  f  T  h    l 


sm.  — 

a 


sm.' 7-7 TT  L^  '^(i'\r(a — njf—\/    ces. ; 


d'où  nous  concluons,  en  négligeant  toujours  le  carré  de  h, 


—  //  /  TT 


sin. — r-  —-hi^  cos.  — ;- 


sin.  -^  sm.-^ 4r^-H^V  L^ -t-^-H^^ -^; (- 1/]  cos.  --^ 

Si  /*.  est  impair  ,   cette  quantité  se  réduit  à  Tunîté  ,    quand  on  y  fait 

Azizo;  SI  /  est  pair,  elle  est  égale  a  i ; ou  a  i . ; 

et  pour  comprendre  les  deux  cas  en  un  seul,  nous  poserons 

.        A  /' 

sm.--; — 


sm. 

a 


. --H7^[.-t-r-.;']. 
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If  résulte  de  là 


r  r'  -t-  /•; 

Je  substitue  cette  valeur  et  celle  de  A  dans  la  première  équation  (f); 
il  vient 

A  =  —JV'- i ^sin.-^^  s,„.,-_^)/^  ^^ 

2    / 


/7/ 


Jjf[^  ( —  '/  ^'"-   'J/^    sin,  -^^^)/V  ^ûc'  ; 


expression  dans  laquelle  les  trois  sommes  indiquées  par  la  caractéris- 
tique £  doivent  s'^^tendre  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de 
i,  depuis  /=i  jusqu'à  izzic»,  et  les  intégrales  doivent  être  prises 
depuis  ctnzo  jusqu'à  du'-zzzl,  et  depuis  <t'=zo  jusqu'à  çi,'z::zl\  La 
première  des  trois  parties  qui  composent  cette  valeur  de  fx,  est  évi- 
demment la  même  chose  que 

—rj  (2sin. — 2 — sin. — -, — jfa,  a  a,  \ 

or,  d'après  la  première  équation  (7)  du  n.**  j,  cette  quantité  est  égale 
à  fx  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro  et  /  ;  elle  est 
évidemment  nulle  à  ces  deux  limites  ;  mais  comme  fx  ne  i'est  pas  à 
la  seconde  limite ,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  dQU\  autres  parties  de 
l'expression  de  /x  doit  être  égale  à  //  pour  xz;=:l,  et  à  zéro  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  positives  et  plus  petites  que  /,  C'est,  en  effet,  ce  que 
nous  allons  vérifier  dans  le  n,"*  suivant,  au  moyen  des  principes  expo 
ses  dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire, 

Les  quatre  équations  (f)  étant  de  la  même  nature,  ce  qu'on  dit  de 
l'une  d'elles  s'applique  également  aux  trois  autres  ;  en  sorte  qu'on  peut 
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regarder  les  expressions  de/'  x,  Fx  et  F' x  comme  vérifiées,  en  même 
temps  que  l'expression  de  fx. 

[27.]  Faisons,  pour  abréger, 

la  question  consistera  à  trouver  les  valeurs  X  et  X\  pour  une  valeur 
positive  de  x,  qui  ne  soit  pas  plus  grande  que  /.  Pour  cela,  considérons 
en  général  la  série  convergente  S  f —  1/  e"^*  cos.  /  ô  :  la  somme  étant 
prise  depuis  iz=  i  jusqu'à  /=:oo,  nous  aurons  par  les  régies  connues 


2.Ce^  •+-  2  COS.  9  -H  C^^J  z 


^(—  ij'e-^'  COS.  iÔ 


9 


mettant  donc  successivement  -^ /       et  -^ 7^ —  à  la  place  de  // 

2    1  2    1 

et  retranchant  l'un  des  résultats  de  lautre ,  il  en  résulte 


ï   — x/    •     .    '  ▼  «      .         /  ^  X 


2  2^(—iJe  '*'sin. T— sin. 7 


^^  -  e-' 


(^^:,cos.iî:^-H.-^) 


f^-^-^ 


par  conséquent,  nous  aurons 


A' 


1 1  {i  -h  l'j 


y  f^-t-2cos.  ^"-^^"Z" 


.-^ 


/' 


(e^  —  e'^'')fdLdcL 


^^  H-  2  COS.  -i r^^^ h  ^ 

2   / 


pourvu  que  l'on  fasse  kzzio  aprcs  les  intégrations. 
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Supposons  d'abord  i exposant  k  infiniment  petit;  les  coefïtcîens  de 
d<L  sous  les  signes  /  le  seront  aussi,  excepté  pour  les  valeurs  de  et  qui 
peuvent  rendre  leurs  dénominateurs  infiniment  petits  :  les  intégrales 
étant  prises  depuis  ctiiz:o  jusqu'à  cli=/,  cette  exception  ne  peut  avoir 
lieu ,  tant  que  la  variable  x  est  positive  et  <  /;  donc  pour  de  semblables 
valeurs  de  x^  on  a  toujours  Xzzzo.  Lorsqu'on  a.  xzml ,  le  second  dé- 
nominateur ne  peut  pas  non  plus  devenir  infiniment  petit  ;  mais  le  pre- 
mier le  devient  pour  les  valeurs  de  cl  qui  différent  infiniment  peu  de  /: 
si  donc  on  fait  x  =z  l  et  ct-izil  —  u,  on  pourra  supprimer  la  seconde 
intégrale,  et  ne  prendre  la  première  que  depuis  u=i^  jusqu'à  //z=o; 
j8  étant  une  quantité  positive  et  infiniment  petite.  Alors ,  en  négligeant 
les  termes  du  troisième  ordre  par  rapport  à  ^  et  k  u,  on  aura 


r —  e "  z=.2k,     r-h2  COS.  -^ — jj- — H-^  '^ z=  A*-+-  ■     ^^    ; 

et  par  conséquent, 

/'  1<f(l  —  y)  du 


X 


'<'*'■>  f~T- 


ir*  u» 


4^ 

l'intégrale  étant  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à  uzzzfi.  Entre  ces  limites,  , 
nous  pourrons  regarder  f(l — uj  comme  invariable  et  égaie  à/l;  nous 
aurons  donc,  en  effectuant  l'intégration, 

X  =   ^(l^l-j    arc  ^tang.  =  ■— pj-); 
et  si  nous  faisons  A  =  o ,  il  en  résultera 

Par  un  moyen  semblable,  on  s'assurera  que  A"=o  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  positives  et  </;  et  pour  xzzzl,  on  trouvera 


X' 


i  -+-  /• 


/ 


ANALYSE.  473 

maïs,  par  hypothèse,  on  a/'  l' nzfl ;  donc,  pour  cette  valeur  parti- 
culière x=zl ,  nous  aurons 

X  ^  X'  =/// 


ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

[28.]  Dans  les  deux  cas  que  nous  avons  pris  pour  exemples,  toutes 
les  racines  de  l'équation  (c)  étaient  commensurabies  entre  elles ,  et  par 
suite  les  oscillations  de  la  corde  étaient  égaies  et  isochrones ,  quel  que  fût 
son  état  initiai  ;  mais  cette  circonstance  n'a  plus  lieu  dans  d'autres  cas  ; 
en  sorte  que  si  la  corde  a -été  ébranlée  au  hasard,  elle  n'exécutera  pas 
de  vibrations  isochrones,  et  ne  fera  entendre  qu'une  sorte  de  bruit,  au 
lieu  d'un  son  régulier.  Pour  qu'elle  fasse  des  oscillations  simples  et  ré- 
gulières ,  il  faut ,  en  général ,  que  chacune  des  séries  contenues  dans  les 
équations  (d)  se  réduise  à  un  seul  terme;  ce  qui  suppose  un  mode  par- 
ticulier d'ébranlement  primitif.  Ainsi ,  en  désignant  par  r  une  racine 
déterminée  de  l'équation  (c) ,  par  A'  et  B'  les  valeurs  de  A  tt  B  qui  ré- 
pondent à  A=zr,  et  supposant  ces  mêmes  quantités  A  et  B  nulles  pour 
toutes  les  autres  valeurs  de  A,  les  équations  (d)  se  réduiront  à 

yzzzA   sm. — -sin. sm.  r/-H-tf  sin.  — 7— sm. cos.  rt , 

^  a'  a  a  a 

f  Af    '        ri      .        r  x'      .  ^.D/-        r/.        r  x' 

y  zzzA  sm. sm. — r-sm.  rt-\-B  sm. sm.— ;— cos.  rt; 

^  a  a*  a  a'  ' 


OÙ  nous  voyons  que  la  corde  entière  fera  des  oscillations  égales  et  îso-r 

chrones ,  et  que  la  durée  de  chaque  vibration  sera  égale  à •  Il  y  a 

donc  une  infinité  de  tons  réguliers  que  peut  faire  entendre  une  corde 
composée  de  deux  parties  différentes ,  pourvu  qu'elle  soit  convenable- 
ment ébranlée.  Le  plus  grave  de  tous  est  celui  qui  répond  à  la  plus 
petite  racine  de  l'équation  (c),  laquelle  sera  toujours  facile  à  calculer 
par  approximation,  lorsque  les  valeurs  de  U  V ,  a  et  d ,  seront  données. 
Il  pourra  aussi  se  former  des  noeuds  de  vibrations  sur  chacune  des  deux 
XV m. '  Cahier.  Ooo 
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parties  de  Ja  corde  :  on  en  déterminera  Ja  position  en  faisant 

T   X  T    X         • 

sin. =  o      ou      sin.  — -—  =  o  , 

a  a'  ' 

et  examinant  s'ii  en  résulte  des  valeurs  de  x  on   x'  plus  petites  que 

/  ou  r. 

La  figure  initiale  des  deux  parties  de  la  corde  sera  déterminée  par 
ces  équations  : 

/r»/    .          r  /  '       .          r  X               / ri'i          n'    •         ri,         l  x* 
A'nzitf  sin.—— r-sui. — — ,     y=/  X  =if  sin. sin.—: — ; 

mettant  <t  et  et'  à  la  place  de  at  et  ;if',  et  substituant  ces  valeurs  de /et 
et/'  aJ  dans  lexpression  générale  de  B  [n.**  23],  on  vérifie  qu'elle  çst 
égale  à  zéro  toutes  les  fi:)is  que  r  et  A  sont  deux  racines  différentes  de 
Inéquation  (c) ;  mais  quand  on  a  Az=:r ,  on  trouve 

/                         r  V                                  r  l   \ 
n \ fl a      I 

,     ,         ,,   .         »'^'    .        ri  ,,     „,  ri'  rd    ,       ri'     .       ri     ' 

(a'^l-^aH')  sin.* sin.* aaVl-^l  )co%.  — r-  cos. sin.  — -  sin. 

^  a'  a  ^        ^         a  a  a'  a 

et,  en  vertu  de  Téquation  (c),  il  est  aisé  de  s  assurer  que  le  dénomi- 
nateur  de  cette  fi-action  est  égal  à 


a^  l  «in.*  — , \^  a^  r  sin. 


a     ' 


d'où  îl  résulte  BznS'.  On  vérifiera  de  même  que  le  coefficient  A  est 
nul,  tant  que  A^et  r  sont  deux  racines  différentes,  et  quil  est  égal  à  A 
quand  A  =r. 

{2.9.]  Euier  et  D.  Bernouilli  ont  aussi  -cherché  â  déterminer  la  suite 
des  tons  quie  peut  rendre  imre  corde  composée  de  deux  parties  d 'Inégales 
densités  ^)  ;  mais  les  résultats  qu'ils  ont  obtenus  sont  loin  de  s'accorder 

i»  ■■III  m  ■  ■  III  ■  ■  ■  ■■!■■■  ■ "^ 

(*)  Mémoires  de  Pctcrsbourg,  années  1771  et  1772. 
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entre  eux ,  et  la  différence  qu'on  y  remarque  tient  à  celle  des  principes 
dont  ces  deux  géomètres  sont  partis.  BernouilH  admet,  comme  une  con- 
dition nécessaire ,  que  les  deux  parties  de  la  corde  doivent  avoir  à  l'ori- 
gine et  pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  une  tangente  com- 
mune à  leur  point  de  jonction  :  partant  ainsi  du  même  principe  que 
nous  ,  la  formule  qu'il  trouve  pour  calculer  les  durées  des  vibrations 
isochrones  de  la  corde ,  coïncide  exactement  avec  l'équation  (c)  que  nous 
avons  obtenue  pour  le  même  usage;  mais  il  y  parvient  par  des  considé- 
rations trop  particulières,  et  il  n'a  pas,  comme  nous,  déterminé  la  figure 
de  la  corde  à  un  instant  quelconque  ,  d'après  sa  figure  initiale  et  les 
vitesses  imprimées  à  ses  différens  points.  Euler,  au  contraire,  rejette  la 
condition  d'une  tangente  commune ,  comme  entièrement  superflue  ;  il 
suffit,  selon  lui,  qu'au  point  de  jonction  les  ordonnées  des  deux  courbes 
soient  égales  entre  elles,  ce  qui  ne  fournit  qu'une  seule  équation  ;  mais 
en  lisant  son  Mémoire  avec  un  peu  d'attention ,  on  s'aperçoit  que  l'usage 
qu'il  fait  de  cette  équation  unique ,  revient  à  la  partager  en  deux  autres , 
sans  quoi  elle  ne  suffiraît  pas  ,  avec  les  autres  données  du  problème , 
pour  la  détermination  complète  des  fonctions  arbitraires  :  et,  en  effet, 
d'après  notre  analyse  du  n.**  21,  on  conçoit  qu'une  de  ces  fonctions  res- 
terait indéterminée,  si  l'on  n'avait  point  égard  à  la  condition  de  la  tan- 
gente commune ,  dont  nous  avons  d'ailleurs  démontré  la  nécessité.  La 
solution  ôi  Euler  n'est  donc  point  exacte,  en  ce  qu'il  a  supprimé  une  con- 
dition essentielle  du  problème ,  et  qu*il  Ta  remplacée  en  donnant  à  une 
autre  condition  plus  d'étendue  qu'elle  n'en  comporte. 

Dans  le  cas  ordinaire  de  la  corde  vibrante  hoipogène,  la  question  delà 

discontinuité  de  sa  courbure  n'intéresse  que  la  généralité  de  l'analyse,  et 

n'influe  nullement  sur  le  résultat  auquel  on  parvient;  il  n'en  est  pas  de  même 

lorsque  la  corde  est  composée  de  deux  parties  différentes.;  et  dans  ce  cas, 

les  restrictions  qu'on  doit  apporter  à  cette  discontinuité,  sont  un  élément 

nécessaire  de  la  détermination  du  mouvement.  Il  m'a  donc  semblé  que 

la  solution  complète  de  ce  problème  serait  propre  à  fixer  les  idées  des 

géomètres  sur  la  question  importante  de  la  discontinuité  dès  fonctions 

Ooo  2 
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arbitraires  ,  et  à  montrer  clairement  ia  ntîcessité  des  restrictions  tient 
nous  avons  indiqué  le  principe  général  [n.°  i^]. 

Notre  analyse  pourra  également  servir  à  déterminer  le  mouvement 
de  l'air  contenu  dans  un  tirbe  composé  de  deux  parties  de  diamètres 
inégaux,  et  celui  de  deux  fluides  élastiques  différens  ,  superposés  dans 
un  mi^me  tube  :  ces  questions  seront  parfaitement  semblables  à  celle  que 
nous  avons  résolue,  si  l'on  suppose  que  ia  colonne  fluide  a  été  aban- 
donnée à  elle-même,  aussitôt  après  avoir  été  ébranlée  d'une  manière 
quelconque;  mais  on  peut  voir,  dans  mon  Mémoire  sur  la  Théorie  des 
instrumens  à  «•///(*),  que  ce  ne  sont  pas  les  vibrations  dues  à  l'ébranle- 
ment primitif,  qu'il  importe  de  considérer,  lorsqu'on  veut  connaître  le 
ton  qui  sera  rendu,  dans  chaque  cas,  par  la  colonne  fluide. 


Aîoiivcmeiit  d'un   Cm-ps  pesant  stispnidii  à  l'extrémité  d'un  FH 
extensible. 

[30.]  Le  fil  est  attaché  par  son  autre  extrémité  à  un  point  fixe  ;  il 
est  parfaitement  flexible,  mais  très-peu  extensible  :  pour  simplifier  la 
question,  on  iè  suppose  homogène  et  d'une  égale  épaisseur  dans  toute 
son  étendue  ;  on  fait  abstraction  de  la  pesanteur  qui  agit  sur  ses  dif- 
férens points,  et  des  dimensions  du  corps  pesant  attaché  à  son  extrémité 
inférieure ,  en  sorte  que  ce  corps  est  regardé  comme  un  point  matériel, 
qui  termine  le  fil,  et  dont  on  représentera  le  poids  par  P.  Dans  l'état 
d'équilibre,  le  fil  est  vertical,  et  P  exprime  ia  tension  qu'il  éprouve,  et 
qui  est  la  même  dans  toute  sa  longueur  ;  on  i'écarte  tant  soit  peu  de 
cette  position ,  de  manière  qu'il  forme  une  courbe  dont  tous  les  points 
s'éloignent  très-peu  de  la  verticale ,  et  dans  laquelle  les  tangentes  soient 


(*}  Mémoire!  ^c  l'Académie  dei  Sciences  de  Parii ,  année  1B17. 
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très-peu  inclinées  sur  cette  droite;  de  plus,  on  imprime  à  tous  ses  points 
et  au  corps. pesant  des  vitesses  très-petites,  et  Ton  fait  éprouver  à  tous 
ses  éiémens  des  contractions  ou  des  dilatations  aussi  très  -  petites  :  les 
lois  de  ces  vitesses  et  de  ces  dilatations ,  ainsi  que  la  figure  initiale  du 
fil,  sont,  au  reste,  entièrement  arbitraires.  Cela  posé,  on  abandonne 
le  fii  et  le  corps  à  eux-mêmes  ;  et  le  problème  qu'on  se  propose ,  con- 
siste à  déterminer  le  mouvement  du  corps  et  la  figure  du  fii  à  un  ins- 
tant quelconque.  ' 

Nous  conserverons  toutes  les  notations  du  n.""  15  ;  l'origine  des  coor- 
données x',  y  ^^Z  s^^^  placée  au  point  fixe;  les  x  seront  comptées  sur 

la  verticale  et  dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Nous  représenterons  la  gra- 

P 

vite  par  g,  de  sorte  que  —  soit  la  masse  de  ce  corps  :  il  est  soumis  à 

faction  de  deux  forces ,  son  poids  et  la  tension  du  fil  qui  répond  à 
l'extrémité  inférieure  ;  les  trois  équations  de  son  mouvement  seront  donc 


p      </»  x' 

__    D              rr     d  X' 

8       dt*     - 

■ 

P_    d^y    __ 

g      dt-    — 

-           ^      ds    '           g 

d*  l    

d  t*     

^     d  s 

Si  nous  faisons  x'  z=zx  --hu ,  et  que  nous  négligions ,  comme  dans  le 
n.®  16,  les  carrés  et  les  produits  des  quantités  très-petites,  ces  équa- 
tions deviendrpnt 

rf»  u    __^^  du  d^  y    _^^  d  y  d^  ^    __^_^  d  -^  ,  ^ 

•77^ —      SyTT'    TF —      ^"77"'    "77^ —     ^IIT'      v^^ 

et  en  désignant  par  /  la  longueur  du  fil,  elles  n'auront  lieu  que' pour 
la  valeur  particulière  xzz:/.  Les  expressions  de  Uj  y  et  1,  relatives  à 
une  valeur  quelconque  de  a*  ,  $e  déduiront  des  équations  du  n.®  i  d , 
savoir  : 

rf*  1/    Py      d*  u  d^  y   P      d^  y  J^  Z  _JL_^*  2    .  iV\ 


d  t^  t         d  X*    *         d  i^  t      d  X*    ^         d  V'  e      d  x^ 

dans  lesquelles  e  représente  le  produit  de  f épaisseur  et  de  la  densité 
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du  fil  dans  l'état  d'équilibre.  Enfin ,,  la  tension  en  un  point  quelconque 
sera  exprimée  par 

du 


^(■-+-v4f)> 


y  étant  un  coefficient  constant  et  positif,  qui  dépend  de  la  matière  du 
fil. 

A  cause  que  les  variables  u,  y  tt  z  sont  séparées  dans  ces  équations, 
nous  pouvons  considérer  isolément  les  oscillations  du  fil  et  du  corps 
dons  le  sens  vertical ,  et  leurs  oscillations  transversales.  Nous  allons 
commencer  par  les  premières ,  qjiii  sont  dépendantes  de  la  variable  u. 

[31.]  En  intégrant  la  première  équation  (b),  et  faisant ,  pour  abréger, 

— ^  =  f  * ,  on  a 

u  = 


=  <^  (x  —  et)  -+•  $  ^x  H-  et)  : 

<p  et  $  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  Le  point  de  suspension 
étant  supposé  fixe,  on  a  î/=o  pour  Arrzio,  c'est-à-dire, 

c}>  ( —  r  /;  H-  $  (et)  =  .0. 

Nous  compterons  le  temps  /  de  l'origine  du  mouvement  ;   cette  équa- 
tion, qui  a  lieu  pendant  toute  sa  durée,  subsistera  donc  pour  toutes  les 

valeurs  positives  de  t;  et  nous  y  pouvons  mettre  /H à  la  place  de 

//  ce  qui  donne 


^  (x  ^-\-  et)  rzz  —  <^  ( —  X  —  et) ; 
au  moyen  de  quoi  la  valeur  générale  de  u  devient 

u  z=z  (^  (  X  —  c  t)^—  (p  (  —  X  —  et). 
On  a  identiquement 

d^(x—ct)    d(^(x—ct)  d^(—x  —  çt)  d^{—x  —  ct) 

a  X  c  d  t  *  d  X  -      c  d  t 
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et ,  par  conséquent , 

du    d9{x  —  ctj  d^('^x  —  Ci) 

d  X    "^  c  d  t  c  d  t 

si  donc  on   substitue  dans  la  première  équation   (a),  les  valeurs  de 

d*  ti    ^    d  u         .     ,        »         ,  , 

j  ^^'  et  -^ —  qui  répondent  à  xznl ,  on  aura 

d^f^(l—ct)  d^^(^l—ct)  gy    r  d^(l  —  ct)  d^(—l—ct)  1 

dt^  df^  c     l         dt  77  J  —  ^' 


équation  que  l'on  peut  simplifier,  en  faisant 

gy  ^  ^  ^  (l  —  et )  f 

ce  qui  la  change  en  celle-ci  : 

-^-  ^*^'j*  '"  -  »■  [4  ^ + 4-  r^  H-  ^  /;  ] = o.      (c) 

Cette  équation  aux  différences  mêlées  étant  linéaire  et  à  coefficiens 
constans,  son  intégrale  sera  cçmposée  de  termes  de  cette  forme  : 

i|/J  =:=  ^cos.Aj  -4-  5sin.  Aj; 

A,  ^  et  A  étant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires.  On  tire  de  là 

^ j  —  ^(s-\-zl)  z=z  2[A  sîn.  A (s-\-l)  —  B cos.  A (s-^l)]  sin.  A7, 
•v^  J  •+■  -v}/  (s-i-il)  =  2  [y4  COS.  A (s-\rl)  -+-  B  sin.  A  (s-{-l) ]  cos.  A  7 ; 


et  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (c) ,  il  vient 

2[^4cos.A(^j-4-(^-^^sin.  A(^j-+-(^]  (^Asin.  A/- — /;*cos.  A/]=:  o  ; 

ou  simplement, 

A  sin.  A/  — -  «*  COS.  A/  r=:  o.  (d) 

Les  deux  quantités  A  et  B  restent  donc  indéterminées ,  et  il  suffit  que  A 
soit  une  des  racines  de  cette  dernière  équation. 
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D'après  cela ,  nous  aurons ,  pour  l'intégrale  complète  de  Téquatîon  (c)  ; 

^s  =  S  ^  COS.  Aj  -+-  S  5  sîn.  As  ; 


les  sommes  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  A,  tirées  de  l'équation 
(d) ,  et  les  coefficiens  A  et  B  étant  des  fonctions  arbitraires  de  cette 
quantité.  Il  en  résulte 

^    j^  ^       =zJ:A  cos.  Arr-i-  S^sin.  Arr; 


et  en  intégrant  par  rapport  à  /^  on  4 

i  j4  i  B 

Ofl  —  et)  =  —  S  —  sin.  Ar/ S  —  cos.  Ar/-t-xonst. 

On  peut  mettre  à  la  place  de  t,  dans  cette  expression ,  /  H 


^t  f  ^^  .  ;  de  cette  manière,  on  aura  les  valeurs  de  Ç ( — x — et) 


a£i4sin.  Ax  sm.\(et-\^I)  —  2S5sin.A;!r  cos. A (^r/ -h /y. 


et  ^  {x^-^et ) ,  et  par  suite  celle  de  u^  savoir  : 

u  =*— —  S  —  sin.  Ajc  COS.  X(ct^l)  —  —  S  - —  sin.  \x  sin.  ?\.(ct'^l); 

d'où  l'on  tire 
du  _ 

-j^= ^  Si4ços.Ax  ços.X(ct^)'^ S^CQs.AAf  sin.A(^r/^-// 

L'élément  du  fil  qui  répond  à  l'abscisse  x  était  i/:if  dans  l'état  d'équî- 

d  u 

libre  ;  il  e3t  devenu  dx  -+-  -^ —  ^^  ^^"^  l'état  de  mouvement  ;  ainsi 

-j^  est  la  mesure  de  l'extensiçn  qu'il  a  subie  ;  -J7"  exprime  sa  vitesse 
verticale  ;  les  deux  équations  précédentes  feront  donc  connaître  l'état 
du  fil  entier  à  un  instant  quelconque ,  lorsqu'on  aura  déterminé  ie? 
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coefRciens  ^  et  5  en  fonctions  de  A,  d'après  son  état  înîtîal.  Nous 
allohs  donner  leurs  valeurs  dans  le  n.*"  suivant  ;  mais  auparavant  il  con- 
vient d'observer  que  l'état  d'équilibre  dont  le  fil  a  été  un  tant  soit  peu 
écarté,  étant  un  état  stable,  l'expression  de  u  ne  doit  contenir  que  des 
fonctions  périodiques,  ce  qui  exige  que  toutes  les  racines  dé  l'équation 
(d)  soient  réelles  ;  et  c'est  aussi  ce  que  l'on  peut  démontrer  directement, 
d'après  la  forme  de  cette  équation,  dans  laquelle  «*  est  essentiellement 
une  quantité  positive.  Les  racines  de  l'équation  (d)  sont  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires;  mais  il  est  aisé  de  voir  qu'avant  de  dé- 
terminer les  coefficiens  A  et  B,  nous  pouvons  convenir  de  ne  considérer 
que  les  racines  positives,  et  de  n'étendre  qu'à  ces  racines  les  sommes 
indiquées  par  la  caractéristique  £. 

[32].  Supposons  qu'on  ait  à  l'origine  du  mouvement 

'     •  -  •  du    -  du    ;    j7      , 

d    t  .  ^  d    X 

en  sorte  que  fx  et  Fx  soient  des  fonctions  données  arbitrairement  ; 
depuis  xz=zo  jusqu'à  xzzzJ:  la  première  seulement  est  assujettie  à  la 
condition  fx  zzz  o  quand  xzzzo.  Si  Ton  fait  '=s  o  dans  les  valeurs 

générales  de  --z —  et  -7 — ,  il  en  résultera 
^  d  t  d  X  ' 

fxzzz^C  sin.  Ax  ,     Fx  ==  SZ?  cos,  ?ix  ,  (e) 

.en  posant,  pour  abréger, 

'• 

z  A  sin.  Al —  iBcos.Alziz  C ,     i^^cos.  A/-H  25sîn.  A/=:— -cZ). 


Maintenant  je  désigne  par  A'  une  racine  positive  quelconque  de  l'é- 
quation (d);  je  mets  dans  la  seconde  équation  (e),  oc  à  la  place  de  x; 
puis  je  multiplie  par  cos.  ?\! duddu^  et  j'intègre  ensuite  ies  deux  membres 
depuis  AL  1=0  jusqu'à  <t2=:l;  il  vient 

cos.  A  et  Fa,  dduzizXVi  -—; ,  , 1 r>.  ^  .^  i     l- 

XVlll.'  Cahier.  Ppp 
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Or,  excep^  le  cas  où  l'on  a  a'=:  A,  le  coefficient  de  D  sous  le  signe 
S  est  égal  à  zéro  ;  car  il  est  la  même  chose  que 

A  sin.  A  /  COS.  a'  /  ^-  a'  sîn.  A^  /  cos.  a  / 


A»   —   A 


/  % 


et  en  vertu  de  Téquatîon  (d),  dont  A  et  a'  sont  deux  racines,  le  numé- 
rateur de  cette  fraction  est  toujours  nuL  Son  dénominateur  lest  aufsi, 

lorsqu'on  a  A^  =:  A  ;  la  fraction  se  présente  alors  sous  la  £>rme  «^^ ,  et 
sa  vraie  valeur  est 

2  A  /  -4-  sîn.  2   A  / 

r- • 

La  série  qui  forme  le  second  membre  de  Féquatioh  précédente ,  se  réduit 
donc  à  un  seul  terme  ;  par  conséquent  cette  équation  fait  connaître  im- 
médiatement la  valeur  du  coefficient  D ,  que  ce  terme  contient  :  nous 
aurons  ;  pour  cette  valeur  de  D  en  fonction  de  A , 

4a/  COS.  K  n  F  a  i  a 


D 


z  K  l  ^^  sin.  2  A  / 


Si  Ton  dyiâFérencie  la  première  équation  (e)  par  rapport  à  jr^  on  a 

■  /  *   z=2  £  C*  A  COS.  A  X  ; 

a  X 

elle  a  alors  la  même  forme  que  la  seconde  équation  (e)  ;  et ,  sans  nou-   . 
veaux  calculs ,  on  déduira  la  valeur  de  C\  de  celle  de  Z),  en  mettant 
dans  celle-ci  dfdu  à  la  place  de  F<Lddu\  on  aura  donc 

4  y  cos,  A  a,  d  f  a 

a  A  /  -i*  sin.  2  A  /    * 

rintégraïe  étant  prise  depuis  ct=:ô  jusqua  <t  =  /.  La  fonction  /et  ert 
nulle  à  la  première  limite  :  pour  simplifier,  nous  supposerons  quelle 
Test  aussi  à  la  seconde,  cest-à-dîre,  quà  forigine,  le  corps  suspendu  à 
l'extrémité  du  fil  n*a  reçu  aucune  vitesse  verticale  ;  nous  aurons  alors  i 
en  intégrant  par  parties. 


ANALYSE.  4^^ 


A  ^  f  5În.  ^  A  f  et  J  A    ^. 
2r  \  i  -H  sin.  2  A  / 


Pour  exprimer  A  et  ^  au  moyen  de  6*  et  Z^»  on  â: 
^  =  -^  {Csin.^J—-cDc6s.\lJ ,    ^  ±=  -*  -i-  /Ccos.Xt-i-cDsm.AJj  ; 
substituant  des  valeurs  dans  i  expression  de  8  du  n.''  précédent,  il  vient 

c     .  .  «,  z>    . 

ir  us  S — ^din.  Axsin.  Arr-+-  S-^^sm,  A;ccoS.  Ar/; 

r  A  A  ' 

]i  ne  restera  dofic  plus  qu'à  mettre  pour  C  et  D  leurs  valeurs  dans  cette 
formule,  et  elle  exprimera  la  loi  des  oscillations  verticales  du  corps  que 
nous  considérons^,  et  des  différens'  points  du  fii  auquel  i!  est  attaché. 

[33.]  Si  la  masse  du  fit  est  très-petite  par  rapport  à  celle  du  corps, 

la  quantité  /i*/  sera  aussi  très-petite;  car  on  a  //^/=:-^-j — =-*l    *, 

et  si  l'on  appelle  /i  lé  rapport  de  la  première  masse  à  lia  seconde,  on 
aura  gel:i^kP  et  n^lzzik.  On  peut  alors^  résoudre  Téquation  (d)  en 
série  très  -  ccfnvergente ,  ordonnée  suiviBtnt  lés  pirissailces  de  h,  et  cal-* 
culer  ensuite  la  valeur  dt  u  k  tel  degré  d'approximation  qu^oil  voudra; 
En  se  bornant  au  premier  terme  de  cette  série,  on  a  XlzzzzVh  pour  id 
plus  petite  racine  dé  cette  équation,  et  \I:s:si^  pdur  toutes  les' autres; 
«Tf  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au^  diamèli^,  eft  i  un  nombre 
entier  quelconque  :  nous  le  supposerons  positif,  afm  dé  n  avoir  que  des 

racines  positives  de  l'équation  (d).  Comme*  on  a  f*2=: — —=  ^  ,  ^   , 

on  aura ,  relativement  à  la  première  fâctne ,  r A  =  t/  At^ ;  et  Ton 
trouve  pour  le  terme  de  u  qui  répond-  à  cette  racine^, 

u  =z^(fF<L  da.)  COS../  p/^V^t 

en  négligeant  ia  partie  dépendante  de  h.  Par  rapport  aux  autres  racines, 
on  aura 

Ppp  a 
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C  =: -j- /sîn.  -^-^ — f^d(L  \     D  =  T'j^^^'  '  ^  *  F(l  dct  ; 
et  par  conséquent; 

uziH'^—J  IS-T — sm. — j — -  sin. — j-^— sin.  — i — jfàudàu 

2j  (S  -T-^  çin.    ,   ^       COS.  • — ^ —  COS.  — J — j  Fa.  att. 

L'inspection  de  ces  deux  parties  de  la  valeur  de'u,  nous  montre  que 
chacun  des  points  du  système  fait  deux  espèces  d'oscillations  égales  et 

isochrones  ;  dans  les  unes,  la  durée  est  égale  à  2  tt  v/ — — ;  pour  chaque 

Y  ■      if  Ir 

2   l 

oscillation  entière  ;  et  dans  les  autres ,  cette  durée  est  égale  à ,  ou 

à  X  1/ .  Celle-ci  est  celle  qui  répond  à  la  propagation  du  son 

Y     o  y 

dans  ia  matière  dont  le  fil  est  composé  ;  et  les  oscillations  de  la  seconde 
espèce  ne  sont  autre  chose  que  les  vibrations*  longitudinales  de  ce  fil, 
en  ie  supposant  attaché  par  ses  deux  extrémités  à  des  points  fixes  ,  et 
tendu  par  une  fi^rce  égale  au  poids  P.  Les  vibrations  tie  la  première 
espèce  sont  beaucoup  plus  lentes  :  la  durée  qui  leur  correspond  est  à 
celle  qui  répond  aux  autres ,  comme  tt  est  à  y^h. 

II  est  à  rëmarquet  que  les  vibrations  de  la  seconde  espèce  sont  nulles 
à  f extrémité  inférieure  du  fil;  car  il  est  évident  que  la  seconde  partie 
de  tt  est  égale  à  zéro,  pour  xzzl.  D'après  ce  que  représente  la  fonction 
F,  on  voit  aussi  que  l'intégrale  JFùudcL^  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à 
dLz=iI ,  exprime  la  quantité  dont  le  poids  attaché  à  cette  extrémité  a 
été  primitivement  descendu  au-dessous  de  sa  position  d'équilibre;  ap- 
pelant donc  a  cet  abaissement,  et  faisant  xzzzl ,  dans  la  première  partie 
àe  u,  on  aura,  pour  le  mouvement  du  poids, 

u  z=i  a  COS.  /  iX"  ^ ^     ; 


•         • 


d'où  il  résulte  cette  conséquence ,  que  les  oscillations  verticales  du  poids 
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que. nous  considérons,  sont  indépendantes  de  l'état  initiai  du  fil  auquel 
il  est  suspendu,  et  que  leur  amplitude ,  quel  que  soit  cet  état,  est  double 
de  la  quantité  dont  le  poids  a  été  écarté  de  sa  position  d'équilibre ,  à  l'o- 
rigine du  mouvement. 


m  d     U 

Remarquons  enfin  qu'en  faisant  /  =  o  dans  les  valeurs  de  -^  ^  ■  et 


-^— ,  on  doit  reproduire  les  fonctions  yV  et  Fx;  on  doit  donc  avoir 
fx  =  -7-y*(2  sin.  -^-j^  ^^"'  ~T^)-^*  ^^  ' 

Fx    ZZZ'-r^  {F(Ld<L  ^ j-y    (s  COS.-^—COS.-^-^ jFHi^flt, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  depuis  zéro  jusqu'à  /;  et  en  effet/ 
c'est  ce  qui  résulte  des  équations  (7)  du  n.®  5,  en  observant  que  les 
sommes  S  s'étendent  depuis  /  :;=  i  jusqu'à  i  =  00  »  et  que  les  inté* 
grales  sont  prises  depuis  <tz,=:io  jusqu'à  <lzzzJ.  "^ 

[34«]  Nous  déterminerons  de  la  mêAie  manière  les  oscillations  trans- 
versales du  corps  et  de  tous  les  points  du  fil  ;  et  si  nous  comparons  les 
secondes  et  les  troisièmes  équations  (a)  et  (b)  aux  premières ,  nous  voyons 
que  les  expressions  générales  de  ^  et  de  1,  devront  se  déduire  de  la 
valeur  de  «  du  n.**  3  i ,  en  faisant  dans  celle-ci  yz=i  i.  Dans  cette  for- 

mule ,  on  a  ^ *  =  ^  ,  ^'  ;  en  faisant  donc  i *  ==:  -^— ,  il  faudra  mettre 

£  à  la  place  de  c;  on  aura,  de  cette  manière, 

z         A.  2         S 

y=: j-  S  '^sîn.Ax  cas. \{bt-+'ij 7-  S  -^  sin.Ax  siïi.X(bt'^I); 

et  en  même  temps 

-—-v^L  2S^sin.  AAf  ûïi.X(ht^l)  —  xlùB  sîn.Ax  cos. \(bt^J). 

La  quantité  n  qui  entre  dans  Téquation  (d)  étant  indépendante  de  y, 
elle  ne  changera  pas  :  on  aura  toujours  n^lzzzh,  et  A  continuera  d'être 
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une  racine  positive  quelconque  de  cette  même  équation.  Ce  que  nous 
dirons  relativement  à  l'ordonnée  horizontale//  s'appliquera  littérale* 
ment  à  l'autre  ordonnée  z  /  ^^  sorte  qu'il  nous  suffira  de  considérer  la. 
première. 

A  l'origine  du  mouvement»  la  figure  du  fîl  est  connue ,.  et  les  vitesses 
imprimées  à  ses  différens  points,  dans  le  sens  des  )^,  sont  aussi  don- 
nées ;  soit  donc  à  cette  époque 

^z=fx,       y  =1  Fx; 

fx  et  Fx  représentant  des  fonctions  données  arbitrairement  depuis 
xr=o  jusqu'à  xzzil  :  ces  fonctions  doivent  être  nulles  pour  x=zo^ 
qui  répond  au  point  fixe;  pour  simplifier,  nous  supposerons  qu'on  a 
aussi  fxzznok  l'autre  extrémité  du  fil.  Ainsi ,  le  corps  attaché  à  cette 
extrémité  n'a  reçu  primitivement  aucune  vitesse  ;  mais  il  a  été  écané  de 
la  position  d'équilibre,  dans  le  sens  horizontal ,  d'une  quantité  très-petite 
par  rapport  à  la  longueur  du  fil  :  nous  représenterons  cette  quantité  par 
)3,  et  nous  aurons  y/m:  o ,  F/n:  j8. 

En  faisant  /=:o  dans  les  valeurs  générales  de  y  et  -j^  ,  et  ^  pour 
abr^er  t 

a/4sin.A/ — xBcos\lz=zC,   iAcosM-^iBsin.Al:zz  —  £Ba, 

il  en  résultera 

fx  =  S  Csin.  Ax  ,     Fx  :rzX  E  sîn.  A.v; 

équations  qui  devront  servir  à  déterminer  lès  coefiiciens  C  et  E ,  en 
fonctions  de  A.  L'expression  de  C  sera  la  même  que  dans  le  n.*"  32, 
savoir  : 

4  ?i  f  sîn.  X  a  f  A  d  «L    ^ 

Quant  à  celle  de  E^  nous  aurons  d'abord 

4  f  COS.   X   ACT  F  êL  - 

2   A  /  -4-  sin.  z  h  l      ^ 
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et  en  inté^ant  par  parties  »  cette  valeur  deviendra 

4  ^  COS.  X  /  -f-  i  K  f  sin.  ^  a  F  a  d  a 

Les  quantités  A  et  5,  exprimées  au  moyen  de  C  et  E  ^  seront 

A  =2-^  [  CTsin.A/— £A Acos.A/] ,  B  =z—  ^  [  <7cos.a;-|-£^ Asîn.A/]  ; 
l'expression  de  j'  deviendra,  en  conséquence, 

jf  =:  S  "V     ■  sin.  Aa^  sin.  \ b t -^  I^ E sin.  Xx  cos.  Aâ// 


et  en  y  mettant  pour  C  et  iE  leurs  valeurs  précédentes ,  efle  fera  con- 
naître, à  un  instant  quelconque ,  la  figure  du  fil  et  la  position  du  corps 
pesant  attaché  à  son  extrémité  inférieure  ;  ce  qui  est  Tobjet  du  problème 
que  nous  nous  proposions  de  résoudre. 

[35.]  Examinons  particulièrement  le  cas  où  la  masse  du  corps  est 
très-grande  par  rapport  à  ceile  du  fil ,  et  où  la  quantité  A  est  très-petite. 
Les  racines  de  l'équation  (d)  seront  alors,  à  très-peu  près,  A/=|/>J^ 
Alziziw,  comme  dans  le  n.®  53.  Relativement  à  la  première,  on  aura 

i  A  nz-i/^  ;  et  en  négligeant  ce  qui  dépend  de  A,  le  terme  de;^^  coV- 

respondant  à  cette  racine,  sera  simplement 

En  prenant  A/izr/w,  nous  aurons 

C=-y-ysm. — j-^ftiLdùb,   E=2 — )-^^M--p^ysin.— y— /Vt^ct; 

et  ensuite 

y  z=z  2  p  2^ r^ —  sm.  — 2 —  COS. -. — 

Tj  V     ^^^'  — 1 — '  ^^^*  — / ^^^'  — 1 — ) 
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Il  résulte  de  ces  deux  parties  de  la  valeur  de  y^  que  chacun  des  points 
du  fif  fera  des  oscillations  égales  et  isochrones,  de  deux  espèces  diffé- 
rentes :  dans  les  unes ,  la  durée  de  chaque  oscillation  entière ,  lallée  et 

le  retour  compris ,  est  égale  à  ^  tt  1/  —  ;  et  dans  les  autres ,  elle  est 

exprimée  par  — j—  =  2  r/ •    En  vertu    des   premières  ,   tous  \^% 

points  du  fil  resteraient  toujours  en  ligne  droite,  et  le  fil  entier  oscil- 
lerait également  de  part  et  d'autre  de  la  verticale  menée  par  son  point 
de  suspension.  Si  l'on  veut  rapporter  à  cette  droite  mobile,  prise  pour 
axe ,  les  oscillations  de  la  seconde  espèce ,  il  suffira  de  faire 

;^==-î~cos. /!/  -^-f-/  .      F<t=:—j h- F  «t  ; 

en  intégrant  depuis  (tz=:o  jusqu'à  flt=:/,  on  aura 


/i  W  A  j 

sm.— T —  ci,  a  a. 


et  par  conséquent, 

y  =  -J- /  (S  sm.  — J —  COS. j sm.  — j — J  F  et  dcc 

2       /•/-,        I  .  !▼*.  i  '^  b  t       ,  '▼«\r-         f 

-j-J  \r^  i  ^   ^^"' — 7 — sm.— ^^ sm. — -, —  AfùuaA. 

De  cette  expression  de  /' ,  on  peut  conclure  que  les  oscillations  de  la 
seconde  espèce ,  de  part  et  d'autre  de  la  droite  mobile  qui  répond  aux 
oscillations  de  la  première ,  sont  les  mêmes  que  si  les  deux  extrémités  du 
fil  étaient  fixes ,  et  qu'il  fût  tendu  par  une  force  égale  au  poids  P. 

La  seconde  partie  de  la  valeur  de  y  étant  nulle  pour  xzzzl^  l'ordon- 
née du  corps  attaché  à  l'extrémité  du  fil ,  sera  simplement 

y  =2  fi  sin.  /|/-f-; 

d'où  il  résulte  que  les  petites  oscillations  transversales  de  ce  corps  pesant 
sont  indépendantes  des  vibrations  du  fil  ,  et  les  mêmes  que  s'il  était 
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parfaitement  inflexible ,  pourvu  toutefois  que  la  masse  du  fil  soit  très- 
petite  par  rapport  à  celle  du  corps,  comme  nous  lavons  supposé.  Cette 
circonstance  a  effectivement  lieu  dans  lappareîl  de  Borda,  dont  les 
astronomes  français  font  usage  pour  les  observations  du  pendule  ;  il 
s'ensuit  donc  que  si  le  fil  de  suspension  faisait,  pendant  Texpérience,  des 
vibrations  comparables,  dans  leur  amplitude,  aux  oscillations  du  pen- 
dule, la  durée  de  celles-ci  n  en  serait  pas  sensiblement  altérée  ;  et  réci- 
proquement, les  vibrations  du  fil,  et  le  son  quelles  pourraient  produire, 
seraient  les  mêmes  que  si  le  pendule  n'oscillait  pas. 

Si  Ton  fait  tzizo  dans  la  valeur  générale  de  y ,  elle  doit  coïncider 
avec  la  fonction  yV  ;  il  faut  donc  quon  ait,  depuis  Ar=o  jusqu'à  xzizl , 

F  x:=:  —^ — |-2pS     .  ^^    sm,  —7^-+-  -rj  \^^^^*  -j— sin.  •— j — jFùLdùb: 


Cette  équation  a  lieu  aux  deux  limites,  parce  qu'on  a  Fxizno  pour 
^  =  0,  et  Fxzzzfi  quand  xzzzl.  Pour  qu'elle  se  vérifie  également  par 
rapport  aux  valeurs  intermédiaires  de  x ,  il  suffit,  d'après  la  première 
équation  (7)  du  n.®  5 ,  que  l'on  ait  pour  toutes  ces  valeurs  :    - 


i 


2  fi  S  -5 — : — 1-  sin.  —7 —  =  0  ; 

l  nt  g 


et  en  eflet ,  t  étant  un  arc  positif  et  plus  petit  que  7r ,  on  a ,  par  une 
formulé  connue , 


sin.  0 f-  sîn.  2  ô  -h  -j-  sin.  36  —  &c.  =:  -7-  6  ; 


ce  qui  donne  l'équation  précédente,  èh  faisant  0= — ~^  et  supposant 


</. 


FIN. 
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Page  171  ,  ligne  ly  ,  au  lieu  de     r  -{'  2.  qs  -^  ( q^  —  x^ )  —  f  =  o> 

llse^     r  '^  Zqs  -{'  ( q^  —  x*^  ^  —  y  =  O. 
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